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مقد مة الترجمة 


بسم الله الرحمن الرحیم والصلاة والسلام على رسوله الأمين وبعد. 
العزيزة علینا وهو آمر كنا نتوقعه منذ زمن طویل من هذه الجامعة التی انطلقت انطلاقة 
اسلامیه عربية . كيف لا یکون ذلك في جامعة البلاد التي ولدت فیها العربیه وإنتشر 
فيها ومنها الاسلام العظیم . الشکر الجزيل لجامعة الملك سعود وللقائمين على إدارتها 
لهذه الخطوة المباركة التى نرجو أن تعطي. بعد عون الله ثمارها سريعاً فیترسخ 
التدريس باللغة العربية » لغة القرآن الكريم وأن تكون فاتحة خير لهذه الامة ولتقدمها 
العلمى . ونأمل أن يحذو حذوها جامعات أخرى فى المملكة ومن البلاد العربية 
الأخرى كما نأمل أن تقنع جامعات عربية غير قانعة بإمكان التدريس بلغة بلادهاء 
بأن اللغة العربية لغة واسعة قادرة على إستيعاب جميع العلوم الحديثة» بجهود أبنائها 
ودأبهم على الترجمة إليها والكتابة فيها . سدد الله الخطى لا فيه خير هذه الأمة المنكوبة 
من بعض آبنائها . 

يحتل ابر ا لخطى مكاناً متميزاً فى الرياضات العاصرة؛ فهو آساسی فى أغلب 
من الأبحاث الفزيائية واستخدم بشكل واسع في العلوم الأخرى من طبيعية وإنسانية 
بلق ات الر یاضیات در اسه متجهه ‏ يدخل فيهاالمتجه وفضاء التجهات 
وعملیاتها في قاعدة کل فرع من فروعها . 
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تقوم أكثر الحسابات الرياضية والفزيائية على تطبيقات الجبر اخطی. وان 
کثیرامن مسائل الهندسة المعمارية والهندسة الميكانيكية لا يمكن حلهاً حالياً إلا باستخدام 
فضاء التجهات ومفهوم المصفوفات وهما مفهومان أساسيان من مفاهيم ابر الخطي . 
يمكننا أن نصف العصر الحاضر بأنه عصر الحساب . يدخل الحساب في كل شی» في 
حل المسائل الرياضية العقدة» والمسائل الفيزيائية الدقيقة » فى الاقتصاد والاحصاء 
في التجارة وإدارة الأعمال . كل ذلك تطبيقات لمفاهيم الجبر الخطي . 

و لقد آراد مؤلف هذا الكتاب إستخدام الجبر في كل شى حتى في تنظيم فرق 
كرة القدم وفى أغلب الالعاب . لا نريد هنا عرض محتویات هذا الكتاب فان فى 
مقدمة المؤلف ما یکفی . ۱ 

لا تزال الکتبة العربية شبه خالية» إن لم نقل خالية تمامأء من کتاب في اطبر 
الخطي التطبيقي» رغم ما لهذا الوضوع من آهمية كبيرة في خدمة فروع العلم المختلفة . 
لقد قمنا بتوفیق من الله تعالى» بترجمة هذا الکتاب آملین أن یسد جزءاً ولو يسيراً من 
الحاجة. 

نريد أن نذكر قبل الانتهاء بعض الالتزامات التي آخذنا بهاء دون غيرهاء 
خلال الترجمة 

۱ - إلتزمنا بالصطلحات التي أقرها مكتب تنسيق التعريب التابع لجامعة الدول 
العربية» فان لم نجد حاجتنا أخذنا بمصطلحات التعليم الثانوي في المملكة العربية 
السعودية» و إلاء بمصطلح بلد عربی أو اجتهدنا برأينا آملين أن يكون صائبا . 

۲- ترجمنا كلمة 0:06 الانکليزية الستخدمة كثيرافي هذا الکتاب بقرنة 
(قرنات) وهي كلمة عربية حملها مجمع اللغة العربية بالقاهرة» العنی الجديد الذي 
نريده وقد استعملت هذه الکلمة فى جامعة الر باط . 

۳- فضلنا كلمة (متراجحة) على كلمة (متباينة ) ترجمة لكلمة ۱060۵11۷ 
للدلالة على التراجح وتركنا (متباينة ) لعدم التساوي الذي رمزه ع . 

6 - ترجمنا كلمة 01171625107 ببعد إذا كانت تخص فضاءاً ذا بعد واحد وبعدد 


آبعاد (أو سعة) اذا كانت تصف فضاء متجهات ذا آبعاد متعددة. خاصة وآن الکتاب 
قد استخدم هذه الكلمة من أجل بعد واحد وذکر فراغاً ذا بعدین وآخر ذا ثلاثة آبعاد. 
۵- استخدمنا كتابة الهمزات كما هی مرسومة في القرآن الكريم وذلك إستنادا 
إلى کتاب الأستاذ الشیخ مصطفی الغلاييني اقواعد اللغة العربية»۰ بصورة خاصة من 
أجل كتابة الهمزة المتوسطة التی اصلها متطرفة . 
هذا ما آمکننا القيام به» بتوفیق من الله تعالی » نأمل أن یکون عملنا هذا خالصاً 
لوجهه الکریم و آن یکون مفيداً» والله سبحانه من وراء القصد . 


الترجمان 
الد کتور محمد عادل سودان و الدکتور حسن محي الدین حميدة 





المعد مه 


يعد ابر اخطی موضوعاً تصوریاً وهو من ناحية آولی جمیل وواضح . فاذا 
كانت لديك ثلائة متجهات من فضاء ذی ۱۲ بعداً» فقد يمكنك إدراكهاء لکن من 
الصعب إدراك ترکیب لها مثل : الأول + الثانی - مثلی الثالث» الا آن ذلك یبقی 
ممكناً. لا کر لأحد أن پتصور جمیع التراکیب المائلة . ولکننا» بطريقة أو بأخرى. 
سنبداً با دراك ذلك فى هذا المقرو. حتماء لا كن لتركيبات هذه التجهات الثلاثة أن 
تقطي الفضاء 3[ الاثتى عشر بعذاً. 

الجانب الآخر للجبر الخطي هو كونه ضرورياً وقابلآ للإستخدام . قبل عشر 
سنوات» كان يعلم بصورة مجردة وكانت الآهمية الحاسمة لهذا الوضوع مفقودة. لا 
يكن لمثل هذا الحال أن يستمر . فقد أصبح ابر الخطي أساسياً وتطبيقياً مثل حساب 
التفاضل والتكامل» ولحسن الحظ. فإنه أكثر سهولة؛ وكان لا بد للمناهج من أن 
تتطور . لقد أصبح الآن من المقبول» بصورة شاملة» أن الجبر الخطي مقرر أساسي 
ضمن مقررات السنتین الأولى وقبل الأخيرة في الكليات بوصفه متطلباً للهندسة 
والعلوم» وجزءاً أساسياً من الرياضيات . 

هدف هذا الكتاب بیان هاتين الناحيتين معأ - جمال الجبر الخطى وقيمته العلمية . 

لن تكون جهودنا مركزة على النظريات وبراهينها رغم وجود ريا ضيات فيها . 
لن يكون التأكيد على دقة التعبیر كبيراً ولکن الاهتمام بالفهم کبیر . أحاول التفسير 
آکثر من الاستنتاج . تقدم الفكرة في الکتاب وكذلك في الدرس» بالامشلة. سوف 
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تدرك ذلك عندما تتعامل مع الفضاء الجزئي . سوف تتطور القابلية للمحاکمة الریا 
ضية إذا آعطیت حقها من العمل . ومع ذلك ۰ فان الفکرة الأساسية للجبر الخطى 
ليوك جات وه کسیر 5 

آحب أن آقول. بوضوح. أن هذا الکتاب هو کتاب حول الریاضیات؛ و لیس 
كله تعابیر مخففة بحیث يفقد غر ضه الذاتی . وانی لا آعتقد أن الطالب والأستاذ يريدان 
منه مقرراً فارغاً؛ إذ يكن لثلاث ساعات في الأسبوع أن تنهي كمية لابأس بها شرط 
أن يساعد الكتاب في إنجاز ذلك . آمل وأعتقد أنك سترى من خلال الأسلوب 
الشخصي والألوف لهذا الكتاب. أنه كتب لتعليم رياضيات حقيقية . كما أن هناك 
مقاطع يمكنك إهمالها وشروحاً لست بحاجة إليهاء ولكنء لا يمكنك أن لا تلاحظ 
القوة الأساسية لهذا الموضوع . إنه ینتقل بصو رة طبيعية وسهلة من المستقيم أو المستوي 
إلى الفضاء ذي ال" بعداً 12 . هذه الخطوة ريا ضية على أحسن وجه ويمكن لأي طالب 
أن یتقبلها . 

هناك سؤال یصعب تأ جيل الجواب عنه : كيف ينبغي أن يبدأ القرر؟ يأتى کثیر 
من الطلاب إلى السنة الأولى وهم يعرفون بعض الشيء عن المعادلات الخطية» لذا 
اعتقد أن علینا آن تیدا د 0 معادلة ب 8 مجهو لاء 0 = <ث وبالطريقة الأكثر سهولة - 
الحذف الغاوسي (ولیس بالحددات) . سیکون ذلك مقدمة مثالية لضرب الصفوفات . 
لحسن احظ » حتی لو كانت الطريقة واضحة العالم؛ فإن هناك آفکارا غريبة وأساسية 
يطلب فهمها» وهي جديدة بالنسبة لكل طالب تقريباً. على الرء أن يدرك أنه مثلما 
انتقل الحذف من المصفوفة الأصلية إلى مصفوفة مثلثية عليا لاء فان ۸ تصبح محللة 

هذه الملاحظة ليست غامضة ومن السهل التحقق من صحتهاء ولها أهمية كبيرة 
من الناحية العملية . بالنسبة لي إنها أحد مؤشرات مقرر جدي. إنها الخط الفاصل بين 
العرض الذي يتعامل مع العمليات السطرية فقط وذلك الذي يستدعي “۸ . 

هناك مسألة آخری. هو إيجاد السرعة الملائمة . إذا كان الحساب الصفوفی 





المقدمة س 
مألوفاًء فإنه ليس من الضروري أن يكون الباب الأول بطيئا جداً . أما الباب الثاني 
الذي يحتاج إلى عمل أكبر وهذا يعني عملاً من نوع آخر-ليس ذلك إجتراراً للاعداد 
وهو ما يقوم به الحاسوب» بل فهم للنظام ۸*20 الذي يبدأ بالحذف ويتقدم بعمق . 
على الطالب أن يدرك أن جهاز السرعة قد تغير ؛ الأفكار تتقدم . عوضاً عن متجهات 
قائمة بذاتها» أصبحنا نحتاج الى فضاءات متجهات . إننى على قناعة تامة من أن 
الفضاءات الحزئية الأربعة - فضاء أعمدة ۰۸ فضاء أسطرها و القضائين الصفريين ل 
۸ و ۰۸ هي الطريق الأكثر فاعلية لتوضيح الإرتباط والإستقلال الخطيين وفهم كل 
من «الأساس» و «عدد الابعاد» . لقد وضحت هذه الأمور بتد رج ولكن بثبات . 
لقدكونت آمثلة بطريقة طبيعية تماما وكانت أيضاً ساسا لدراسة 8-0 .يمكننا أن نقدم 
مثالا نبين فيه كيف يكن رؤية فكرة ما بطرق مختلفة ؛ انه الخطوة الأساسية لضرب 
مصفوفة ۸ بمتجه ×. فى المستوي الأول» ×4 يمثل أعداداً» فى الستوي الثانى » سيكون 
تركيباً لأعمدة 4 . فى المستوي الثالث» إنه متجه من فضاء الأعمدة. (لقد تصورنا 
فضاء متجهات يحوي جميع التراكيب وليس هذا المتجه فقط) . عند اطبریین» ۸ يمثل 
تحويلاً خطياً و «۸ هو ناتج تطبيق ذلك على × . الفضاءات الأربعة كلها مهمة» وعلى 
هذا الكتاب أن يقوم بالربط فيما بينها . 

تعد الفصول من الأول حتى الخامس» فعلاء قلب مقرر ابر الخطي . إنها 
تحوی عدداً كبيراً من التطبيقات الفيزيائية والهندسية. الاحتمالية والإحصائية: 
الاقتصادية واياتية . لم تقدم هذه التطبيقات في النهاية بل كانت جزءاً من الرياضيات . 
لقد كانت الشبکات مصدراً رائعاً للمصفوفات المستطيلة» وبصورة رئيسية» في 
الهندسة وعلم الحاسوب» وكذلك أمثلة مثالية للتعليم . رغم ما تقدر الرياضيات على 
فعله ورغم مايقدر اخبر الخطى على فعله» فإنه من الضروري رؤية النماذج المختبئة . 
إلى حد ماء في التطبيقات . يستخدم هذا الكتاب الرياضيات البحتة لتعليم الرياضيات 
. أعتقد أن الكلية قادرة على هذا التحول وأن تعلم ما يحتاجه الطلاب . الجهود 
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إذا نظرت فى الطبعة السابقة فانك ستجد تغييراً . البند(۱-۱) معتاد ولکن 
الامر ليس کذلك من أجل البند(۱-۲). من ال و کد أن الروح لم تتغیر : هذا القرر 
حیوی لأن موضوعه کذلك . بسبب تعلیمی إياه باستمرار فقد و حدت سلسله کامله 
من التحسینات - قي التنظیم والتمارین (مئات منها جديدة بال ضافة إلى سعه مداها) 
عند الشرح الصحیح أو التدریب» یظهر الفرق بين الطبعتن ۱ آذکر تغییرین ظاهرین 
في الفهرس : لقد دمجت التحویلات الخطية بالنص ووجد بند جدید (اختياري) یتعلق 
بتحويل فوريه السريع . يکن أن یکون ذلك هو اخوارزميه البارزة في الریاضیات 
المعاصرة وهي طريقة رقمية ثورية . إنها ليست سوى طريق سريع للضرب بمصفوفة 
معينة! هنك أن ترى (كما فعلت أنا) أن هذه الفكرة موجودة ومهمة. من الحبور أن 
يكتشف المرء كيف تلاء مت هذه الطريقة مع الجبر الخطي . (وكيف آدخلت الأعداد 
ee‏ 

إن ذلك هو القرر الأول في الجبر الخطي . فالجانب النظري مبرر ومدعم 
الباب الثانى» بعد الحذف و A1‏ مفهوم فضاء المتجهات». يكو 5 الات الثالت على 
التعامد. يفهم ذلك. هندسياء قبل القراءة الأولى . من الناحية الجبرية» الخطوات 
معتادة ولكنها حاسمة - معرفة متى تكون متجهات متعامدة ومتى يكون فضاءان جزئيان 
متعامدين أوكيف يسقط على فضاء جزئي أو كيف ينشأ أساس قائم . لذاء لا تبخس 
هذاالفصل حقه . يقدم الفصل الرابع المحددات وهی الصلة الرئيسية بين ۸ و ۸ 
× -. إنها تعطي معياراً لقابلية العکس. الأمر الذي یظهر القیم الذاتية ویشل آخر 
خطوة ضخمه من القرر . 

بقدم الفصل الخامس التقطیر کمقدمة لشکل جوردان . تأخذنا القیم الذاتية 
والتجهات الذاتية» مباشرة» من مصفوفة ۸ إلى قواها۸ . إنها حل معادلات تتطور 
مع الزمن - مسائل ديناميكية - خلافاً للمسألة التزنة ۸-۵ . إنها تحمل معلومات 


اة 5 


لست ناتجة» بصورة واضحة عن الصفوفة ذاتها - لصفوفة مارکوف 1= ي۸ في 
مصفوفة قائمة جمیم القيم الذاتية 1 =| ۸] ولصفوفة متناظرة قيم ذاتية حقيقية . إذا 
امتد مقررك إلى بدء الفصل السادس. فان الترابط بين القیم الذاتية والحاور 
والحددات للمصفوفات التناظرة یجعل الوضوع متصلاً بدون انقطاع . (البند الأخير 
من كل فصل إختياري) . یعطی بعد ذلك الباب السابع عناية أكثر ترکیزا للجبر الخطي 
العددي الذي أصبح أساساً للحساب العملي . إنني أعتقد أن نظرة وجيزة للفصل 
الثامن» رغم كونها جديرة بالاهتمام» تعتبر مقدمة ملطفة للبرمجة الخطية . صفي سعيد 
لأن هذا الموضوع يأتي في النهاية ولا يدخل في الامتحان . 

أحب أن أذكر كتاب المعلم وكتاباً آخر . يحوي كتاب المعلم حلول جميع 
التمارین (بما فى ذلك تمارين المراجعة الواردة في نهاية الأبواب من الأول إلى الخامس . 
بالاضافة الى أفكار و اقتراحات تتعلق بالحبر الخطي التطبيقي . آمل أن يطلب المعلمون 
ایا من الناشر : 

(HBJ College Departement, 7555 Caldwell Avenue, Chicago, Ilinios 60648)‏ . 
وآمل» أيضاًء من قاری هذا الكتاب أن يسعى مباشرة إلى الكتاب الثاني وهو الذي 
یدعی [ntroduction to Applied Mathematics‏ إنه يركب ابر الخطى مع المعادلات 
لتفاضلية بنص واحد فى الریاضیات التطبيقية العاصرة والریاضیات الهندسية . إنه 
يحوي تحلیل فورییه » متغیرات مركبة» معادلات تفاضلية جزئية» طراتق عددیه 
و(حسابات مثالیة) - الا أن نقطة الانطلاق هي ابر الخطي . لقد نشر من قبل : 

Wellesley - Cambridge Press (P.O.Box 157, Wellesly, MA. 02181) 

وكانت الاستجابة إليه هائلة . لقد آراد كثير من الأقسام تجديد هذا المقرر لتدريس 
ماهو آشد حاجة . 

إن هذا الكتاب» مثل سابقه » يسعى للتعرف على ما يقدر احاسوب على عمله 
(دون أن يكون مسيطراً علیه) . إن حل مسألة لا يعني » أبداً» كتابتها بصورة سلسلة لا 
نهائية أو إيجادقانون مثل قانون كرامر» ولكنه يعني إيجاد خوارزمية فاعله . يحتاج 


ص احبر اخطي ود تطبيقاته 


ذلك إلى أفكار جيدة. يبقى الجبر واضحا وبسیطاً وابتاً. فى الحذف» كان لعملة 
التعداد» في الفصل الاول» غرض ثان أيضاً - هو دعم إدراك مفصل لحالة 0« بتعداد 
فعلى للخطوات . لكني لا أعمل كل شئ فى الصف . على النص أن يتمم ويلخص 
المحاضرات . 
بصورة مختصرة نحتاج للكتاب لكى تدرس التطبيقات بصورة متتابعة ممختلطة 
مع الريا ضيات الأساسية . هذا هو الكتاب الذی حاولت كتابته . 
في النهاية » فان هذه فرصة خاصة لشكركم . إننى معترف جداً بالجميل للقراء 
الذين أحبوا هذا الكتاب وتعرفوا على محتواه. كثيرون أولتك الذين کتبوا لى أفكاراً 
و تشجیعات وإنني أكتفي بذکر خمسة أسماء فقط ۱ 
Dan Drucker. Vince Giambalvo,stave kleiman, Bresford Parlett and Jim‏ 
۰ تلف آو لك حشد كبير من الأصدقاء و النقاد الدین آفتخر بهم . 
لقد ظهرت هذه الطبعة بصورة أقضل ما تعلمه الطلاب والمؤلف . إن من البهجة 
الكو عن العمل مع p4 Koulouras‏ التي نضصدت الخطو طة و Michael Michaud‏ الذي 
حدد شکل الکتاب و جلده. فوق کل ذلك. اقدم شكري لزوجتی وأولادي ووالدی . 
قدما الکثیر من آجله : شک ا لکما معاً. 
جلبرت سترانغ 
Gilbert Strang‏ 


(همی ورل 


ا(محفو عات والحدی الغاو سي 


١ 21‏ : 
إن المسألة الاساسية فى ابر الخطى هی ال حل الآنى لمعادلات خطية وان أهم حالات 
هذه المسألة وأسهلها هي تلك التي یکون فیها عدد الجاهیل مساو با عدد العادلات . 

لذا سنبدأ بهذه المسألة وهي التي تتكون من 0 معادلة في : مجهولا. 

سنقدم » لحل هذه المسألة » طريقتين وهما » بصورة تقريبية » تشبهان ماقدم 
من أجل ذلك فى الدراسة الثانوية . تقوم الطريقة الأولى » وهی طريقة الحذف » على 
وإجراء ذلك فى بقية المعادلات . إن ذلك يؤدي إلى نظام أصغر مكون من 1- « معادلة 
فى 1- 7 مجهولا . نكرر هذه الطريقة مرة تلو مرة حتى نصل إلى معادلة ذات مجهول 
واحد يكن حلها مباشرة . لن يكون » بعد ذلك » الأمر عسيراً من أجل ايجاد قيم بقية 
المجاهيل وذلك بالسير بصورة معاكسة . سنقدم بعد قليل مثالا على ذلك . الطريقة 
الثانية وهی أكثر بريقا . نستدعی مفهوم المحددات . تمثل هذه الطريقة قانوناً فعلياً 
یدعی قاأنو ن گر آمر 6070716 » بعطی ال حل ( القيمة الحقيقية للمجاهيل ) على صورة 
نسب بين محددتین من النوع HA XA‏ . لیست دوما هذه الط يقة سهلة كالأمثلة التي 
سنعالجها في هذا الکتاب (3 - ۸ أو 4 -« هما اد الأعلى لقدرة انسان معتدل ) . 

في الواقع » قد يحوي استخدام هذا القانون محددات صعبة ۰ لذا فان طريقة 
الحذف هى المستخدمة باستمرار لحل أنظمة المعادلات الكبيرة . سبکون هدفنا الاول» 


١ 


هو فهم هذه الطريقة التي تسمی عادة بطريقة الحذف الغاوسي . 

إن لهذه الفکرة مظهر سهل خادع وقد اعتاد القاریء من قبل على بعض 
آشکالها . هناك آمور آربعة تجعلها ليست مجرد حذف آلي» سوف نوضحها في هذا 
لباب با لاإ ضافه إلى توضیح الطريقة ذاتها . 

(۱) هندسة العادلات الخطية : لیس من السهل تصور عشرة مستویات من 
فضاء دی ۱ يك ومن العسیر رؤية آحدعشر مستوياً من هذه الستویات تتقاطع 
في نقطة وحیدة لكن هذا الأمر سيكون مكنا بطريقة أخرى ‏ يمكننا حتماً أن نعمل 
ذلك لمستويات ثلاثة بأبعاد ثلاثة . لذا ينقل الجبر الخطى هذه المسألة إلى ٤‏ أبعاد أو 
۱ يعذاء عندما یکن للحدس آن یتصور الهندسة ( ویدرکها کحقيقة ) . 

() تفسیر طريقة الحذف کتحلیل لصفوفة العاملات ۸ : سنقدم التمثیل 
الصفوفي لنظام العادلات الانية حيث نمثل مجموعة الجاهیل بمتجه × ونظام العادلات 
التي عددها » بالرمز الصفوفی الختزل = ۸۰ . تکافیء طريقة الحذف تحليل ۸ إلى 
جداء ل لصفوفة مثلثية دنیا .7 في مصفوفة مثلثية علیا 0 . هذه اللاحظة آساسية و کثيرة 





الأستخدام . 

نقدم أولاً الصفوفات والتجهات بطريقة نظامية بالاضافة إلى قواعد ضربها . 
نعرف أيضاً النقول 4 والعکوس 47 لصفو فة ۸ . 

(۳) في کثیر من الحالات » تجری طريقة الحذف دون صعوبات أو تعدیلات . 
لكن» فى بعض الحالات الاستثنائية › قد تفشل هذه الطريقة فى إيجاد احل وذلك 
لأن نظام العادلات إما أن یکون قد کتب أصلاً بترتیب خاطیء ۰ الأمر الذی يكن 
تصحیحه بسهولة بالبادلة بين معادلات هذا النظام؛ أو بسبب عدم وجود حل وحيد 
لهذه العادلات . من المکن» في هذه الحالة» أن لایکون للنظام أي حل أو یکون له 
عدد غير منته من الحلول . نرید أن نعرف كيف يمكن لطريقة الحذف أن تبین كل واحد من 
هذه الا مکانات عند الفشل . 


الصفوفات وا حذف الغاوسي ۳ 


(5) من الهم أن نحصل على تقدیر تقريبي لعدد العملیات الحسابية الضرورية 
لحل نظام معادلات بطريقة الحذف . تعين تكلفة الحساب في کثیر من الأحيان الدقة 
في النظام يمكن للحاسوب أن يقوم بملايين من العمليات ولكن ليس أكثر من ترليون . 
وبعد ملیرن خطوة یکن آن بكرن خطاً التدویر محضسوسا. لعفن السائل حساسة 
وغیرها غير حساس) . بدون تجربة جمیع التفاصیل كاملة » نرید معرفة أي نظام يظهر 
عملياً ومن منها يحل فعلاً . فى كثير من السائل تتحکم عملية التعداد هذه بالقرار 
التعلق بعدد الجاهیل التي ندخلها في المسألة ‏ وذلك للموازنة بين الدقة الزائدة في 
النموذج الرياضي مع كلفة الحسابات الزائدة . 

ستكون النتيجة النهائية لهذا الباب » طريقة حذف فعالة بقدر الإمكان. وهذه 
الطريقة هى التي تستخدم دوماً في عدد ضخم من التطبيقات المختلفة . إن فهم هذه 
الطريقة العبر عنها بالمصفوفات ‏ مصفوفة المعادلات » المصفوفات التي تؤدي كل 
منها إلى خطوة في الحذف أو مبادلة بين الأسطر والمصفوفتان المثلثيتان النهائيتان نا , 1 
_ هو أساس ضروري لهذه النظرية . 


١‏ ۲ هندسة العادلات الخطية 
ستکون طريقة فهم هذا الوضوع بالامثلة ۱ دا معاد لعوق مو اتن جنا : 
معترفین بأنك قادر على حلها دون أخذ مقرر في ابر الخطي . وعلی الرغم من ذلك 
سنعطی غاوس حظأً من ذلك . هناك طریقتان للنظر في هذا النظام » ومقصدنا الرتيسي 
هو رؤيتهما معاً . 
|= بر-ع2 
,5 < ۷ + ۲ 
المعالجة الأولى تترکز على العادلتین منفصلتین ۰ بقول آخر بالأسطر . إن ذلك 
هو العتاد ويمكننا اجراء ه فى حالة البعدین؛ بسرعة . تمغا. العادلة الأولی ۱ «- «2 
مستقیماً فى الستوي (- × . يمر الستقیم من النقطتين 1=« وا 1= رو ۰-1/2(وکذلك 


4 الجبر الخطي وتطبيقاته 
من النقطتین (1-,0) و (2.3) وجمیع النقاط التوسطة) . تمثل العادلة الثانية 0مستقيماً 
اخر (شکل ۱-0) میله ۱- < ۲/0 ويقطع الستقیم الأول فى نقطة الحل . نقطة التقاطم 
هي النقطه الوحيدة المشتركة بين المستقيمين . ولذا فهي الحل الوحید للمعادلتین . 
إحداثياها 3 = ,2 = 2 اللذين سنجدهما بعد قليل بانتظام بطريقة الحذف . 

المعالجة الثانية ليست معتادة . تنظر بأعمدة النظام اخطی . المعادلتان المنفصلتان 
هما فى الحقيقة معادله متجهة. 











المسالة هي ايجاد تركيب لتجهات أعمدة الطرف الأيسر. ينتج التجه الواقع في 
الطرف الاین . هذان المتجهان الثنائيا البعد مثلان بخطين أسودين في الشكل (1-15) . 
الجهولان هما العددان « , × الضروبان بالمتجهين العموديين . تظهر الفكرة كاملة في 
هذا الشكل ۰ حيث جمعنا مثلي العمود الأول إلى أضعاف العمود الثاني . هندسياً 
یکون ذلك متوازي الأضلاع المشهور . جبرياً » ينتج ذلك التجه الصحيح | ,م | الواضح 
في الطرف الا ین من معادلتیتا : يؤكد العمود المرسوم أن الحل هو 3 - و E‏ 


(column 1(‏ 2 
(2 ستطنالمع) مر (3 ,1) 






(3 ,2) نوي / 
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شكل )١-1(‏ . هندسة الأسطر والأعمدة. 


لقد قضینا وقتاً كبيراً فى هذا الثال » ونرید بالتأكيد الانتقال قدماً إلى ۸-3 . 
سنکون آمام ثلاث معادلات وسیکون هناك تنوع اکثر . لننظر في : 
w= 5‏ +۷ + 21 
4u - 6۷ 2‏ ,۱( 
۰ ح ۵2۷۷ + 7۷ + 210 - 
يمكننا أيضاً أن ندرس الأسطر والاعمدة ونبدأ بالأسطر . كل معادلة عثل مستویا 
فى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . المستوي الأول 5 = ۷+ ۷+ :2 مرسوم فى الشکل (۱- 
۲) إنه يحوي النقاط (5/2,0,0(,)0,5,0(,)0,0,5). انه يتعين بهذه النقاط أو بأي 
ثلاث من نقاطه ‏ شرط أن لاتقع على مستقيم واحد. نشير بسرعة إلى 
أن المستوي. 10=«+«+2 يوازي ذلك الستوي. النقاط المقابلة 
هي » (5,0,0(,)0,10,0(,0,0,10) . كل منهما لا يمر من نقطة الأصل التي هي نقطة المركز 


| plane 2u + و‎ + w= 5 





plane 4 — 6p < —2 


| (l1, 1, Z2) = poınt of intersection 
۱۷۱۲۱۱ ۱۱۱۳ plane 


شکل (۱ - ۲). صورة مستقیم تقاطع الستویین 


1 الخبر الخطى وتطسقاته 


0 - 0 - 0 < » . بتغییر الطرف الأيمن یتحرك الستوي موازیاً للفسه وإن الستوي 
0 - ۷+ 7+ »2 يمر من نقطة الاصل ۱ . 

المستوي الثانی هو 2-= «6- 4 قد رسم رآسیاً لانه يكن ل« أن تأخذ أى قيمة . 
يكن أن يكون معامل « صفراًء إلا أن ذلك يبقي المستوي في الفضاء الثلاثي . (لو 
كانت المعادلة 3 -/4 أو الحالة القصوى 0= » فانها تبقى ممثلة مستوياً . ) . يظهر الشكل 
تقاطع المستوي الثاني مع الأول . هذا التقاطع مستقيم . في الأبعاد الثلاثة؛ يحتاج المستقيم 
لعادلتین وفي ال ۸ بعداً سيحتاج إلى ۸-1 معادلة . 

أخيراً يقطع المستوي الثالث هذا المستقيم في نقطة . يمثل الستوي (لم يرسم) 
المعادلة الثالثة 9 = 2۷+ 7۷+ 2- ويقطع المستقيم في 2 = 21,۷ ۸-1 . هذه النقطة تحل 
النظام الخطي . 

كيف يكن توسيع هذا الشكل إلى ” بعداً . سيكون لدينا » معادلة تحوي , 
چ العادلة الأولى تمثل أيضا «مستویاً " ؛ إنه لم يعد المستوي ذي البعدين العتاد 
الواقع في الفضاء ذي الابعاد الثلاثة » بطريقة أخرى» إنه ذو ١-1‏ بعداًء إنه رقيق جداً 
ومفلطح يقع في فضاء ذي ” بعداً» مع أنه يظهر مجسماً أيضاً . إذا كان الزمن هو البعد 
الرابع » فان المستوي 0 -؛ يقطع الفضاء ذي الأبعاد الأربعة فینتح الكون ذو الأبعاد 
الثاد نه الذى نعيش فيه (أو بالأحرى الفضاء حيث كان فيه 0 <۸) . المستوى الآخر = ر 
0هو آیضا ذو أبعاد ثلاثة» إنه المستوي المعتاد ر + المعروف دائماً والمأخوذ على كل 
زمن . يتقاطع هذان المستويان ذوا الأبعاد الثلاثة . إنهما يشتركان بالمستوي العتاد × 
«- عند0 =۲ . لقد هبطنا إلى بعدين › يترك المستوي التالي مع المستويات السابقة مستقيماً. 
وأخيرا تترك المستويات الأربعة بعضها لبعض نقطة . إنها نقطة تقاطع أربعة مستويات 
من أربعة أبعاد. وهي حل المعادلات الأربعة الأصلية ‏ سأكون منزعجاً إذا سار هذا 


1 ادا كانت المعادلتان الأوليان 0ح + ۷+ 2 , 5ح يد نح 2u‏ فان المستويين لايتقاطعان ولن 


e 


الصفوفات والحذف الغاوسی ۷ 


الثال إلى آبعد من النسبية . النقطة الهمة هي أنه يكن للجبر الخطي أن یتعامل مع أي 
عدد من العادلات . العادلة الأولى تنتح مستویاً ذا ۸-1 بعد في فضاء ذي ۸ من الأبعاد . 
تعين العادلة الثانية مستوياً آخر» ويتقاطع هذان الستویان (آمل ذلك) في مجموعة 
آصغر ذات «2 -«بعدا» . إذا فرضنا أن كل شيء يسير على مايرام» فكل مستو جدید(کل 
معادلة جدیدة) تتقص عدد الأبعاد واحداً . فى التهاية» عندما تو خذ جميع الستویات 
» بالأعتبار سیکون بعد التقاطع صفرآ. انه نقطة واقعة في كل واحد من هذه 
الستویات وان إحداثياتها تحقق العادلات الأصلية . إنها احل! الشکل حدسی - 
لهندسة تحتاج إلى عون من ابر ولکنها صحيجة بصورة أساسية. 


متحهات آعمدة : 
لننتقل إلى الأعمدة . فى هذه المرة» العادلة التجهة (العادلة ذاتها كما في (۱) 


5 
د | 1 
2 


إنها متجهات أعمدة ثلاثية الأبعاد. للمتجه م الواقع في الطرف الأهن 
المركبات 5,2,9 . تسمح لنا هذه المركبات برسم متجه . يتطابق هذا المتجه مع النقطة 
الى إحداثياتها 5,2,9 . كل نقطة من الفضاء الثلائی الأبعاد توافق متجهاً والعكس 
بالعكس . هذه هي فكرة ديكارت الذي حول الهندسة إلى جبربالتعامل مع إحداثيات 
النقطة . يكن كتابة التجه فى عمود أو يمكننا |دراج مر کباته مثل (2,9-,5) -5 أو يمكننا 


قثیله هندسياً بسهم منشأ من نقطة الأصل(۲. سنستخدم طوال هذا الكتاب قوسين 


هي : 


E 


۱ 
-6 
1 


00 


+ + 4 : 


كناك فح اسلا 








لا عند رد 

















(۱) يفضل بعض المؤلفين أن نعتبر السهم هو المتجه ذاته ولکننا نعتقد أن ذلك غير مهم ؛ يمكنك أن 
تختار السهم أو النقطة أو الأعداد الثلائة . (كلها تنطلق من نقطة الأصل (0,0,0)) . في الأبعاد 
الستة» من المحتمل أن يكون الأسهل اختيار الأعداد الستة . 





5 | الا‎ 
مت‎ | = linear combination 
9 





HAD. oi $ nar Err نا‎ 


شكل رآ . صوره عمود : تر كيب خطى لأعمدة يساوي 5 1 
وفواصل عندما نعرض المركبات أفقياً» وحاضتتين قائمتين (بدون فواصل) عند وضع 
منجه عمود رأمبيا . 

فا ان نان جمع المتجهات والضرب بعدد» فانك تلاحظ في 
الشكل 1-3 آن جمم التجهات یبجر ی مر که فمر که 

















3 0 0 3 
۰ 2- |ع | ۱0 + | 2-|+ | 0 
و9 9 0 | 0 


في الشکل الأيمن نجد الضرب بالعدد (۲) (سیکون حاصل ضرب التجه بالعدد 
(-۲) متجها في الاتجاه العاکس) : تظهر فى الشکل الأيمن کذلك الفکرة الاساسية 

















| | ۲ | | | 
0۱ 20|2- , 0 اد ۵ اد 
اا ۱4| 7 


المصفوفات والحذف الغاوسي ۹ 


ثم جمع النانجین . یدعی الناح ترکیبا خطیا وفي هذه اخالة فان التر کیب اخطی هو : 


3 
+ +2 |42 | 


























أ | 
0 6- 
2 1 


ذخا حل ل“ 
اسلا 


إنك تدرك معتى هذا الترکیب الخاص» انه يحل العادلات (۲). تطلب هذه 
العادلة قيم المضاريب ۷.۲.۷ التى تنتج الطرف الأيمن هذه الاعداد هي 2- = ,2۱ ,۱< ۷ . 
آنها تعطي التر کیب الصحیح لتجهات الاعمدة وهي تعطي النقطة (۱,۱,2) على صورة 
سطر (حیث تتقاطع الستویات الثلاثة) . 

ینفذ الضرب والجمع على كل مركبة بصورة منفصلة . لذا فالتر کیب یکون مکنا 
شرط أن یکون للمتجهات العدد نفسه من الرکبات . لاحظ أن لأي متجه فى الشکل 
ثلاثة آبعاد حتی لو كان مجموع مرکباتها يساوي الصفر . 

يجب أن لاننسی هدفنا. انه النظر فیما فوق بعدین أو ثلاثة» فى فضاء ذي / 
5 فی نظام ذي « معادلة فى « مجهولا يوجد « مستوياً على صورة أسطر . بو جد 
أيضاً ۸ متجهاً على صورة آعمدة بالاضافة إلى التجه 6 في الطرف الأيمن . تتطلب 
العادلات تركيباً خطیاً للمتجهات. التى عددها ” يساوي ط. فى هذا المثال» قد وجدنا 
مثل هذا الترکیب (ولا يوجد غيره) . لکن من أجل بعض الأنظمة قد يكون ذلك 
مستحبلا , بصورة ظاهرها التناقض . يقال : لکی نفهم اخالة الیدة عليثا آن ندزس 
الحالة السيئة . لذا سنعمد إلى الهندسة » فعلاً ‏ عندما نفشل في الحل » في الحالة التي 
تدعى الحالة الشاذة. ظ 

اول لنلخص : 


صورة سطر : تقاطع ۸ مستوياً. 
حل العادلات : نقطة تقاطع المستويات = معاملات تر کیب الأعهدة. 


5 اخبر الخطي وتطبيقاته 
الحالة الشاذة : 

لنفرض آننا من جدید في الابعاد الثلاثة» وأن الستویات الثلاثة الظاهرة على 
صورة آسطر لا تتقاطع . تری هل یکننا متابعة الخطا ؟ آحد الامکانات » وقد ذکر 
سابقاً آن یکون مستویان منها متوازین . یک تعادلتین مثل 5= ۷+ 2+7 و 
1= 2۷+ :2+ 4 أن تکونا غير متسقتین . ولا یوجد في هذه الحالة حل (الشکل 1١-5‏ 
الضیو رة الاس 

في المسألة ذات البعدین حرق د ستشيين ضر با خیم سوا ت فان احالة 
الوحيدة الفاشلة هي ا حالة التى یکون فیها الستقیمان متوازیین» وتکون عندئذ المسألة 
شاذة . الا آنه. في الابعاد الثلاثة» قد يقع اضطراب في الستویات الثلاثة دون أن 
يكون هناك تواز . 

تظهر المشكلة الجديدة في الشکل ٤-١‏ ب . کل الستویات الثلاثة قائم على 
صفحة الکتاب ؛ بالنظر اخارجي. إنها تکون مثلثاً. یتقاطع کل زوج من هذه 
الستویات» ولکن لاتو جد نقطة مشتركة بين هذه الستویات الثلاثة"'*. هناك حالة 
آکثر نموذجية من حالة توازي الستویات» تقابل نظاماً شاذاً مثل النظام : 











all parallel line of intersection no Intersection two parallel 


شکل )٤-١(‏ حالات شاذة : لايوجد حل أو يوجد عدد غير منته من الحلول . 


(؟ الستوی الغالث لايوازي المستويين الأخرين 3 بل يوازى مستقيمهما اش ك 


الصفوفات والحذف الغاو سي ۱۱ 


2 2غ با عدي اين (۳) 
+3w =5‏ 24 
6 = نيرك + ۷ + 314 
مجموع الطرفین الا ولین يساوي الثالث . هذا الامر غير واقع في الأطراف الیمنی 
. مجموع العادلة الاولی مع الثانية مع مثلي الثالثة یعطی قضية مستحيلة 0-1 . لذلك 
تکون هذه العادلات غير متسقة. سننظر ذلك بصورة نظامية باحذف الغاوسي . 
هناك نظام شاذ خر » قريب من النظام السابق» له عدد غير منتهه من احلول 
عوضاً عن حل واحد . إذا آصبح العدد (6) فى العادلة الأخيرة (۰)7 وإذا رکبت هذه 
المعادلات» بالطريقة السابقة» فانه ينتج عن ذلك 0-0 . يظهر ذلك صحيحاًء لان 
المعادلة الثالثة هي مجموع المعادلتين الاولیین فى هذه الحالة يكون للمستويات الثلاثة 
مستقيم كامل مشترك (شكل ١-5‏ ج) . تأثير تغير الطرف الثاني يؤدي إلى تحريك المستوي 
موازياً لنفسه ومن أجل الطرف الثاني (2,5.7)-۰۸ يصبح الشكل بغتة مختلفا . بتحريك 
المستوي الأدنى إلى الأعلى ليلاقي الآخرين معاً. ويكون الحل مستقیماً . المسألة أيضاً 
شاذة ولكنها تعاني الان من كثرة الحلول الفرطة بدلا من قلتها الفاحشة . 
طبعاً تقع حالة قصوى لثلاث مستويات متوازية. من أجل أغلب الأطراف 
الیمنی لاتوجد حلول (شکل 6-۱د) . لکن هناك حالة خاصة. وذلك عندما تکون 
الط راف الیمنی مثل (0,0,0)< بكرن الل عندئذ مستویاً كاملا لأن الستویات 
الثلائة تصبح مستوياً واحداً. ۱ 
ماذا يحصل لصورة العمود عندما یکون النظام شاذا؟ يو جد أيضاً ثلائة أعمدة 
فى الا طراف الیسری من العادلات أيضأء وسنجرب ترکیبها لنحصل على 5 : 


0 1 

















من أجل » (2,5,7)-5 الأمر ممكن وهو غير مکن من أجل (2.5,6)- 5. السبب هو 
أن هذه الأعمدة الثلاثة تقع في مستو واحد. لذا فان أي تركيب لها يقع في هذا الستوي 
أيضاً (الذي يمر من نقطة الأصل) . إذا لم يكن م واقعاً في هذا الستوي» فانه لا يوجد 
حل للنظام . وهذاء إلى حد بعيد » أكثر الوقائع المشابهة ؛ 





columns columns 
یر‎ ۱2 3 ۱ In 3 
A not In planê ۲ ۱ ۱3 ۱ plane biın planê ب‎ plane 
2 ای كبر‎ 
(a) no solution (ط)‎ Infinity of solutions 


شکا (۱ =6( . حالات شاذة طا داخل أو خارج مستوي عة . 


لیس للنظام الشاذ بصورة عامة حل . لکن هناك احتمال أن يقع 7 في مستوي 
الأعمدة» ویکون فى هذه اخالة عدد کبیر مفرط من احلول . فى هذه الحالة يكن 
للأعمدة الثلاثة أن تركب بعدد غير منته من الطرق لتنتج التجه ۸. يعطي ذلك مخ طط 
الاعمدة 1-55 الذی يقابل مخطط الاسطر 4-١‏ ج 

إن ذلك قضية صحيحة ولکنها لم تبرر بعد . كيف نعرف أن ثلاثة آعمدة تقع 
فى مستو واحد؟ آحد الأجوبة هو ایجاد ترکیب لهذ الأعندة ساوى الصفر . 
عد ساب + میدن هه بان بو عون وله تال انس دالاول شاوی المم د 
الثاني + مثلي العمود الثالث . والعمود الأول واقع في مستوي الاخرین . ولیس 
سو ی عمودين منها مستقلين : عندما يقع عمود مثل (2.5.7)- 5 أيضاً فى هذا الستوي 
يساوى العمود الأول + العمود الثالث - فانه يكن حل النظام . مع ذلك » یوجد 
کثیر من الت راکیب الأخرئ المکنة . التجه ‏ نفسه يساوي 6 (العمود۱)--(العمود۲)- 
(العمود۳)» وذلك باضافة (2-,1-:3) إلى احل السابق الذی آعطی صفراْ. لأنه 


يمكثنا أن نضيف إلى الحل أى متا 227(1[ وهکذا نجد أن الحل مکون من 
مستقيم کامل - كما رأينا بطريقة الأسطر . 

إن ذلك إقناع عددي ولكنه ليس السبب الحقيقي الذي جعلنا نتوقع وقوع 
الأعمدة في مستوي . الحقيقة هي أننا عر فنا أنه يكن للأعمدة أن تتركب لتعطی صفراً 
لأن الأسطر فعلت ذلك . إن ذلك آمر رياضى وليس من الحساب وإنه يبقى صحيحاً 
في ” بعداً . إذا لم يكن ل٠‏ مستوياً نقطة مشتركة؛ فان الأعمدة ال « تقع فى مستو واحد . 
إذا فشلت الصورة السطرية» حصل الامر ذاته للصورة العمودية . إن ذلك نتيجة أساسية 
للجبر الخطي وهي تظهر الفرق بين الفصل الأول والثانی . يدرس هذا الفصل معظم 
السائل المهمة_الخالة غير الشاذة-عندما یکون هتاك حل واحد مك حسابه .یدرس 
الفصل الثاني ا حالة العامة حیث يمكن وجود كثير من الحلول أو لایوجد أي حل . في 
كل من الحالتين. لايمكننا المتابعة دون رموز ملائمة (الرمز المصفوفى) وطريقة ملائمة 
(الحذف). بعد التمارين» سنبداً بهذه الطريقة . 


۱-۷-٩ 


۱ بت ۲ب ۲ 


اعلا 


تمارين 
ارسم من أجل المعادلات» 4-«+ء . 22-4- :2 صورة سطرية 
(مستشيمان متقاطعان) وصورة عمودية (تركيب للعمودين يساوي التجه 
العمود (4.4) الواقع في الطرف الأيمن) 
حل النظام الثلثي غير الشاذ بين أن حلك يعطى تركيباً فى الأعمدة 
يساوي التجه الا ین ۱ 
u+v+w=b‏ 
=p,‏ ۱۷ + ۱ 
w= hb,‏ 


صف تقاطم الستو پات الثلاثة :2 = ۷+ 4= 2+ مد بر6 = 2+ +w‏ ید بر 
(جميعها فى فضاء ذى آربعة آبعاد) . هل هو مستقيم أم نقطة ام مجموعة 


سای 


ا 


ا 


۸-۲-۱ 


اطبر الخطى و تطبیقانه 


خالية؟ ما هو التقاطع إذا كان الستوي الرابع هو -١‏ -» ؟ 
ارسم الستقیمات الثلاثة 

28-2 + بر 

2 - رز - بر 

1۰ < ۷ 
هل هذه العادلات قابلة للحل آنياً؟ يحصل للشکل إذا كانت الأطراف 
الیمنی أصفاراً؟ هل يوجد اختيار غير صفري للأطراف اليمنى يسمح 
الستقیمات الثلانة بالتقاطع ۳ نقطة واحدة ويكون لهذه المعادلاات 
حل؟ 
آوجد نقطتین من مستقیم تقاطع الستویات الثلاث ,0 </, [= 1+ 2+ (+ ۲ 
0 = من الفضاء دی الابعاد الاريعة ۱ 
عندما یکون (2,5,4)< آوجد حلا (,,) للمعادلات (؛) غيرالخلين 
(1,0,1 ) , (1.1-,4) الظاهرین في النص . 
آوجد طرفین تين آخرین» بالاضافة إلى (2.5.7)- ۶ تکون العادلات 
(:) من أجل ذلك قابلة للحل . 
آوجد طرفين يمينين آخرین» بالاضافة إلى (2.5.6) = ط بحیث تصبح هذه 
العادلات غير مکنه الحل . 
فسر لاذا یکون النظام شاذاً : 
2 ح ۷۷ + ۷ + ين 
3w = [‏ + 2۷ + بز 

0 ح 2۷۷ + ۷ 
وذلك بایجاد تر كيب للمعادلات الثلاث یعطی 0-1 . ما هي القيمة التي 
يجب استبدالها بالصفر الأخير فى الطرف الایین» لیصبح لهذه العادلات 


املاب 


١١-55-15 


۱۲۲-۱ 


۱۳۲-۱ 


الصفوفات والحذف الغاوسی ۱۵ 


حلول-ما هو أحد هذه احلول؟ 
الصورة العمودية بالتمرین السابق هی : 


7 + 7 +W >0 
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| [ 1 
1 2 
0 1 2 





برهن أن الأعمدة الثلاثة الواقعة في اليسار تقع في مستو واحد» وذلك 
بالتعبير عن العمود الثالث كتركيب للآخرين الأولين. ماهي الحلول 
(ا,,)إذا كان ۵ هو المتجه الصفري (0,0,0) ؟ 
تحت آي شروط على ,لاءرلز,,لاتقع النقاط(,0.1,(:۱,۱,(,)2.3) على مستقيم 
واحل؟ 
تقبل حتماً العادلتان : 

a x + 2« =0 

0= برج + 21 
الحل 0= مد × . من أجل أى قيمة ذه يكون الحل مستقیماً کامل؟ 
ارسم الستوي 1= 2+ «+ × أو جزء ه الذي يقع في الثمن الوجب ×. 
20 20,7 ( ,0 < افعل الامرنفسه من أجل الستوي 2 - XxX +y +z‏ في 
الشکل ذاته . ما هو المتجه العمودی على هذين المستويين؟ 
انطلق بالستقیم 7- ره + × وأو جد معادلة المستقيم الوازي له الار من 
النقطة 0 - «,20 + . آوجد معادلة مستقیم آخر يقطع الأول في 
النقطة 1= ر3 = × (ويمر من المبدأ) . 


۱ -۳ مثال للحذف الفاوسي 
ستکون طريقة فهم هذا الوضوع بالامثلة ونبداً من أجل ذلك بنظام من السعة 


الخالخه : 


۱۹ الجبر الخطي و تطبیقاته 


4u - 6۷ ۰ <--2‏ 1 
5 > ۱+ بر + 2 
2u + 7۷ + 2w =9.‏ - 
المسألة هي : إيجاد قیم الجاهیل 1.۲ .« وسنطبق من أجل ذلك طريقة غاوس في 
الحذف (يعد غاوس من أعظم الرياضيين ليس حتماً بسبب هذا الاكتشاف الذي» من 
المحتمل » أنه قد حصل عليه خلال عشر دقائق ومن السخرية أن يستخدم اسمه بكثرة 
من أجل هذه الأفكار) . تنطلق الطريقة بطرح مضاعف مناسب للمعادلة الأولى من 
كل واحدة من المعادلات الأخرى وذلك لحذف المجهول » من المعادلتين الأخيرتين . 
ان ذلك يتطلب منا : 
أ) طرح العادلة الأولى مضروبة بالعدد(2) من الثانية . 
ب) طرح العادلة الأولى مضروبة بالعدد(1-) من الثالثة . 
فنحصل على نظام مكافىء . 
5 ح ۱۷ + ۷ + 214 
2 روه د روه + ۳۲( 
3w = 4‏ + نرق 
و یسمی العدد (2) الذي هو معامل الجهول » في العادلة الاولی محور الخطوة 
الأولى من الحذف . في الحذف نقسم. دائماً» على الحور العدد الذي يقع تحته. 
لايجاد الضروب الصحيح . 
فى المرحلة الثانية من الحذف نتجاهل المعادلة الأولى . آما المعادلتان الباقيتان فلا 
تحويان سوى المجهو لين «. ٠‏ ويمكن تطبيق طريقة اخذف ذاتها علیهما . المحور في هذه 
الحالة هو(8 -). يجب طرح مضاعف للمعادلة الثانية من المعادلات الباقية (فی هذه 
الحالة توجد معادلة واحدة فقط وهي المعادلة الثالثة) وذلك لحذف الجهول «. نجمم 
المعادلة الثانية إلى المعادلة الثالثة » آوبقول آخر : 


ج) نطرح جداء (1 -) بالعادلة الثانية من العادلة الثالثة . 

وهکذا تکون طريقة الحذف» هنا » قد انتهت» على الاقل » فى الاتجاه التقدمي 
ونتح معنا : النظام السط. 

5 ح ۷۷ + ۷ + 21 
2- = 2 - 8۷ - (۳( 
w= 2‏ 
إن هذا ترتيب واضح لحل النظام . تعطى المعادلة الأخيرة 2= «؛ إذا عو ضنا هذه 

القيمة فى المعادلة الثانية» نجد 1=« وهكذا تعطى المعادلة الأولى 1=» . تدعى هذه 
الطريقة السهلة التعويض التراجعي. 

تعبيل : الحذف التقدمى ينتج الحاور [ ,2-8 . بطرح مضاعف لكل سطر من 
الأسطر الواقعة تحته» نتوصل إلى النظام « المثلثي » (۳) . ثم يحل هذا النظام بترتيب 
معاکس من الأدنى إلى الأعلى وذلك بتعویض كل قيمة حسبت من معادلة فى 
المعادلاات التي تقع فوفها . 

ملاحظة : هناك طريقة جيدة لاظهار - خطوات الحذف التقدمى » هى أن نضم 
الطرف الاين کعمود إضافى . لس رانک ضرورة لكتابة ۷ في كل مرحلة : 

















3 1 1 ۱8 |5 1 1 ۶ |5 ۸ 1 ۶ 
2- 2 8- 0 | ب | 12- 2 8- 0 |[ جه | 2 0 6 4 
2 1 0 0 141 3 8 0 و 2 ۲ | 


أخيراً»ء سنجد نظاماً مثلثیاً جاهزاً للتعویض التراجعي . يمكنك أن تختار هذا 
الترتیب الذي يضمن أن العملیات التي تجري على الطرف الأيسر للمعادلات» تجري 
أيضاً على الطرف الاين منها ‏ لآن الطرفین موجودان هنا معا 

في السائل الكبيرةء يأخذ الحذف التقدمي آکثر الجهد . إنه محکوم بالأطراف 
الیسری للمعادلات » بینما یتعلق الحذف التراجعي بالأطراف الیمنی أيضاً. في | نطوة 
الأولى» نستخدم مضاعفات للمعادلة الأولى لایجاد أصفار تحت الحور الأول. ثم 
نحعل عناصر العمود الثانی الواقعة تحت الحور الثانی أصفاراً. أخيراًء ستحتوي العادلة 


۱۸ اخبر اخطي وتطبیقاته 


«الجهول ,× منفرداً مضروباً بالحور الأخير . تنتهي | خطوة التقدمية عندما یصبح النظام 
مثلثياً. ينتج التعویض التراجعي الحل كاملا باتجاه معاکس » وأخيراًء نجد الجهول 
الأول . 

بالتعريف : المحور لايمكن أن يكون صفراً لاننا نحتاح للقسمة عليه . 


فشل الحذف 

نريد هنا طرح سؤالين قد يكون فيهما سبق للحوادث ولكن الاجابة عليهما 
ستعطى ضوءاً على الطريقة ذاتها . السؤال الأول : هل تؤدى هذه الطريقة دائماً إلى 
حل؟ وتحت أي ظروف تفشل هذه الطريقة؟ بعض الأشياء تظل خاطئة في ا حالة الشاذة 
وبعض الأشياء قد تظل خاطئة في ا حالة غير الشاذة . المسألة ليست هندسية بل جبرية . 

الجواب هو : إذا آنتجت الطريقة « محوراً فان هناك حلا وحيداً للمعادلات 
ويكون النظام غير شاذ ويحل بالحذف التقدمي والتعويض التراجعي . آما إذا ظهر صفر 
في موضع محور فان عملية الحذف تتوقف إما مؤقتاً أو نهائياً. يكن أن يكون النظام 
شاذاً ويمكن أن لا يكون كذلك . 

مثلا إذا كان المعامل الأول صفراً في القرنة العليا الیسری فان حذف » من بقية 
المعادلات مستحيل . وهذا الأمر صحيح من أجل كل خطوة من خطوات الحذف 
الا خری . لاحظ أنه من الممكن أن يظهر صفر في موضع أحد المحاور المتوسطة رغم 
أن المعامل في النظام الأصلي الذي يشغل موضعه لايساوي الصفر . نقول بدقة إننا 
لانعرف ما إذا كان سيظهر صفر قبل أن نجرب بمتابعة طريقة الحذف فعلا . 

في كثير من الاحیان» يمكن معالجة المشكلة وتتابع عملية الحذف طريقها لايجاد 
الل الوحید للمساألة وتبقی السألة الحسوبة غیر شاذة ؛ المسألة وحدها تحتاج إلى 
إصلاح . ولکن قد لایکن. في حالات آخرى» تحاشي الفشل . هذا النظام غير القابل 
للاصلاح شاد ليس له حل والا سیکون له عدد غير منته من الحلول كما لايمكن 
ایجاد مجمو عة الحاور کاملة . 


المصموفات والحذف الغاوسی 1۹ 


مثال غير شاذ (أصلح بالمادلة ين العادلتن ۳۲) 


سح ۷ + ۷ + و سس < بر + ۷ + با لاح تين + ۷ + u‏ 
سب بو ود مورب سب 3 كه سساح 5w‏ + 2۷ + 2 
و لاح 4 + لر سب < Gy + gw‏ + برك 
آصبح النظام الأن مثلثياً وهکن للتعویض التراجعي حله . 
سس < ۲ + رن + ز سس < رين + 1 + ب) 
ب سب سس < Jy + Sy‏ + 21 
سس < A‏ لاح §w‏ + برك + بر 


لايوجد هنا مبادلة بين العادلات يكن بها تحاشي الصفر في موضع الحور 
الثانى . يمكن للمعادلات نفسها أن تكون قابلة للحل أو غير قابلة للحل . إذا كانت 
المعادلتان الأخيرتان من الشكل 7- 4۷ ,6 = 3۷ فانه لايوجد حل . إذا حصل أن كانت 
هاتان المعادلتان متسقتين مثل 8 -410 ,6= ۰37 فان لهذه اطالة الشاذة عدد غير منته من 
الحلول . نستنتج أن ۰۷-2 لکن لايمكن للمعادلة الاولی أن تقرر شيئاً من أجل «, » 
معأ . 

سيناقش البند (۵-۱) مبادلات الأسطر عندما يكون النظام غير شاذ؛ لذا فان 
المبادلات تنتح مجموعة كاملة من الحاور . الباب الخامس يقبل الحالة الشاذة ویترنح 
متقدماً إلى الأمام في الحذف . يكن ل «3 حذف 40 ويمكننا أن نعتبر المحور الثاني(3) 
(يمكن أن لانفوز بمحور ثالث) . من أجل الحالة احاضرة نأمل أن تكون جميع العناصر 
الحورية غير صفرية» دون أي تغيير في ترتيب المعادلات . إنها الحالة الفضلى وبثلها 
يمكلا الاستهرار. 


تكلفة الحذف : 
السؤال الثانى عملى محض وهو فى الحقيقة مايلى : ماهو عدد العمليات الحسابية 


i‏ اخبر الخطى و تطبیقانه 


التي تتطلبها عملية الحذف من أجل نظام من « معادلة في « مجهو ل ؟ إذا كان #كبيراً فان 
ا لحاسوب ينوب عنا باجراء العمليات (يمكنك أن تجد برنامجاً جاهزاً أو تستخدم النظام 
الموجود في الملحق ج) . با أن جميع الخطوات معروفة » فانه يمكننا تقدير عدد العمليات 
التى على الحاسب أن يقوم بها . لنتجاهل لفترة» الأطراف اليمنى للمعادلات ولنعد 
فقط العمليات المتعلقة بالأطراف اليسرى . هذه العمليات من نوعين : النوع الأول 
هو القسمة على المحور وذلك لمعرفة أى مضاعف(لنقل /) للمعادلة الحوریة» يجب 
طرحه . في الحقيقة» من أجل طرح معادلة من أخرى » سنواجه» باستمرار» تركيب 
ضرب - طرح + نضرب حدود المعادلة المحورية بالعدد / ويطرح الناتح من معادلة تقع 
تمتها . 

لنفترض أننا قد اتفقنا أن نعتبر كل عملية قسمة وكل ضرب ‏ طرح عملية 
واحدة. فى البدء » إذا حوت المعادلة الأولى « حداً فاننا نحتاج إلى » عملية لكل صفر 
نرغب الحصول عليه فى العمود الأول واحدة لايجاد الضر وب والبقية لايجاد العناصر 
احديدة علی طول السطر . هناك  -۱‏ سط اعت السطر الأول» لذا » فان الط 
الأولى من عملية احذف تتطلب «--(1۱-) » عملية . (اليك طريقة آخری من أجل 
-2: يجب تغییر جمیع العناصر التي عددها ”عدا العناصر الواقعة في السطر الأول 
والتی عددها) . لنلاحظ أن الراحل التالية ستکون آسرع من سابقتها وذلك لأن 
العادلات تأخذ بالقصر وعندما یصبح الحذف مقصوراً على » معادلة فاننا نحتاج إلى 
۸ من العملیات فقط لجعل معاملات هذه العادلات الواقعة تحت الحور أصفاراً ‏ 
بالمحاكمة ذاتها التى أجريت في الخطوة الأولى عندما كان » -4. بالجمع. ند آن 
العدد الکلی لعملیات اللأطراف الیسری للمعادلات هو مجموع الحدود ۸ على 
جمیع قيم ممن !إلى ۸ : 


1 2 3 ۱/3 
ا لت كمه ال = +p)‏ .+1( مب با 1( 
3 2 6 


الصفوفات والحذف الغاوسی ۳۱ 


مربعاتها. ادا عوضنا 1< ,2 ۸, 100= ۸ فى القانون. فان احذف التقدمی ا یحتاج 
إلى خطوات أو يحتاج إلى خطوتين أو مايقارب ثلث مليون خطوة (وهذا يعني ١‏ 
انية لنظام جيد في © ۶) الأمر الهم هو النتيجة : 

إذا كان ۸ كبيراً فان العدد 07/3 - م تقدير جيد لعدد العمليات. 

إذا جعل حجم النظام ضعفين وكان قليل من العاملات أصفاراً فان التكلفة 

تعد عملية التعویض التراجعی آسرع بکثیر - الجهول الأخیر یعرف بعملية 
واحدة (القسمة على الحور الا خیر) ویحتاج الجهول الذي فبله إلى عملیتین . و هکذا 
یکون مجموع عملبات التعویضص التراجعى . 


39 
n(n + 1( _ n 
2 9 


] + 2 + ... + 0 = 


اسل 


سنری أن ۰/2 » خطوة أخرى تهىء الطرف الأيمن إلى التعويض التراجعى. لذا 
فان الطرف الثانی مسوول عن 77/2 عملية › و هدذا أقل بكثير من 17/3 للطرف الأيسر . 

مزل عده سنال » کان ر جح الر ياضيين تقريباً» أن هذه الأعداد ناو لبه بحته 
أو بقول آخر إذا وجدت مجموعه 7 معادلة فى « مجههو لا قانه لايمكن ايجاد حل لها 
بأقل من 73 عملية ضرب . (لقد وجدت نظريات لبرهان ذلك ولكنها لم تأخذ بعين 
الاعتبار جميع الطرائق المکنة) . فرح المد هى أنه قدتم إثبات خطأ هذه الظنون ويو جحل 
سالیا طریقة طق فف 15887 مم‌حملیة شرب[ سداق فللف بان س قن يقلي 
۱ لتجهين من فضاء دي بعدین یحتاجان إلى ۸ عملیات» ولکن يكن إجراء 
ذلك بسبع وا ذلك يخفضص الاس من ۵8,5) الدی هو 3 |7۳ 6 ۵9,72۶ . بو دی هد | 
الاكتشاف إلى جهد ضخم لايجاد أصغر قوة ممكنة ل « لقد انخفض أخيراً الأس (في 
مركز أبحاث /188) إلى أقل من 25 حيث بقى كما کتبت"۲. حسن حظ الحذف. 





() بساعدة زوریخ وصل إلى أخفض من ۳۷۲ , ۲ . یظهر أنه یتوقع كثيراً أن یکون الحد الادنی لا نه 
لایوجد عدد بينهما له مظهر خاص . إن ذلك فعلاً رأي شخصی . 


الثابت © کبیر جداً والبرمجة محيرة جداً بحیث لن یکون للطريقة» إلى حد کبیر (أو 
بصورة کاملة) سوی فائدة نظرية . المسألة الاکثر حداسة هی معرفة تكلفة طرائق عديدة 


مارین 


۱-۳-۱ طبق الحذف والتعویض التراجعی لحل 
3 30 
Au - Sv + w= 7‏ 
۰ > 39 - ۷ - 216 
ماهي الحاور؟ اذکر ثلاث عملیات طرح مضاعف سطر من آخر . 
۲-۳-١‏ من أجل النظام: 
2 ع با + ۷ + نر 
u + 3v + 3w 20‏ 
u + 3۷ + Sw = ۰‏ 
ماهو النظام المثلثي بعد اخذف التقدمی وماهو الحل؟ 
۲-۳-۱ حل النظام التالى وأوجد الحاور 
0= و > E‏ 
u + 2۷ - ۷ =0‏ 
=Û‏ ج - 2۲۷ + ۷ - 
.۰ < 27 + ۷۷ - 


يكتك جعل الطرف الأيمن عمودا خامساً رواهمال کتابه 1 حتی 


ايجاد الحل) . 


بات 


۵-۳-۱ 


الصفوفات والحذف الغاوسی ۳۳ 
طبق الحذف على النظام 
2 - ح ۷۷ + ۷ + ۷4 
6 2 ۷۷ - 3۷ + 310 
u- v+w=-1.‏ 
عندما یظهر صفر في موضع محور. بادل بين تلك المعادلة مع التي حتها 
ثم تابع الحل . ماهو معامل « الذي يجب وضعه في العادلة الثالثة عوضاً 
عن المعامل الحاضر (1-) لتصبح التابعة مستحيلة» ويجعل الحذف 
حل بالحذف نظام المعادلتين : 
0 = ۷- ۲ 
3x + 6 = 18.‏ 
ارسم مخططاً هثل كل معادلة بمستقيم في الستوي «ر-×؛ يتقاطع 
الستقیمان عند الحل . آضف آیضاً » مستقيماً آخر »وهو بیان الشکل 
الجديد للمعادلة الثانية الذی یظهر بعد الحذف . 
اوجد ثلاث قیم ل » بحیث یکون الحذف من آجلها فاشلاً» دوماً أو 
مؤقتاً. وذلك فى النظام : 
1[ = ۷ + ۷ 6 
2 - ۷ 0 + 41 
يمكن إصلاح فشل الخطوة الأولى بمبادلة بين السطرين ‏ ولكن لن یکون 
ذلك من أجل - فشل الخطوة الأخيرة . 
() إذا كان سطرا 4الاولان متساويين» متى يكن للحذف أن يكتشف 
أن 4 شاذة؟ أعط مثالاً من النوع 3*3 يسمح ببادلة أسطر . 
(ب) إذا كان العمودان الآولان من 4 متساويين» متى يكن للحذف أن 
يكتشف أن 4 شاذة؟ 


۲ 


۸-۲-۱ 


اا 


۱ ۰-۳-۱ 


1 


الخبر اخطی و تطبقانه 


کم عدد عملیات الضرب - طرح التي يجب إجراؤها لحل نظام من 
المرتبة 600 =۸ ؟ کم عدد ثوانى العمل فى ©« الذي يمكنه اجراء 
۰ عملية في الثانية أو في ۷۸ حيث يمكن اجراء ۸۰۰۰۰ عملية 
في الثانية أو في 1-1/۳/2 7841© حيث يمكن اجراء ۱۲ مليون عملية في 
الغانية؟ 
(إن في ذلك دقة ثنائية اعتقد أن 7843© أرخص . إذا كنت قادراً عليه . ) 
صح أو خطأ ۱ 
(1) إذا ابتدأت المعادلة الثالثة بمعامل صفري (تبداً ب “0 ) فانه لن يطرح 
مضاعف العادلة (۱) من العادلة (۳) . 
(ب) إذا كان العامل الثاني فى العادلة (۳) صفراً (تحوي "0 ) فانه لن 
یطرح مضاعف للمعادلة (۲) من العادلة (۳). 
(ج) إذا حوت المعادلة الثالثة «0, 0 » فانه لن یطرح مضاعف 
للمعادلة الاولی أو للمعادلة الثانية من المعادلة (۳). 
(اختیاری جدا) یتضمن عادة ضرب عددین مركيين 

(a + ib) (c +id ) = (ac - bd ) + i (be + ad (‏ 
أربع عمليات ضرب ۰00,,4». متجاهلاا» هل كنك حساب 
المقدارين 44 + 52 , 42-54 بثلاث عمليات ضرب فقط ؟ (يمكنك القيام 
بعمليات جمع مثل تكوين 4+0 قبل الضرب دون حظر) . 
استخدم الحذف لحل : 


7 ۷ + ۷ + 6 > ۷ + ۷ ۰+ 1۷ 
u + 2۷ + 2w = 0‏ و 11 2 2 + 2۷ + بر 
3 ح برك - اد + 214 3 ح بيرك + تا ی 


التمارین الأخيرة تعطی خبرة فى انشاء العادلات الخطية . آفرض : 
أ أن ۸۰ فى المائة من یکونون فى بدء السنة فى کالیفورنیا یبقون فیها 
و۲۰ فى الائه يخر جون منها . 


Lh i 


1١] ات‎ 


ب وأن ٩۰‏ فى المائة من یبدژون سنتهم خارج کالیفورنیا يبقون فیها 
بینما يدخل ۱۰ في المائة منهم الیها . 
إذا علمنا الوضع في البدی يوجد ۲۰۰ ملیون خارج کالیفورنیا و ۳۰ 
ملیون داخلها» فمن السهل أن نجد العددین «.» المثلین لا في کالیفورنیا 
وخارجها في نهاية العام . المسألة الحقيقية هی العودة إلى الخلف وحساب 
وضع الإنطلاق بمعرفة الوضع النهائي . 

.9 (200,000,000) + .2 )30,000,000( - 

۷ = (30,000,000) 8. + (200,000,000) 1. 
إذا كان » مساوياً ٠١٠١‏ مليون و« مساوياً١‏ ۳ مليوناً فى نهاية السنة. 
ضع العادلات الضرورية لایجاد «,» في بدء العام (الحل غير مطلوب) . 
إذا كان «, » في نهاية العام مساو یین ل 1,۷ فى بدئه » فما هي 
المعادلات التى نحصل عليها ؟ وما هي نسبة » إلى « في هذه "خالة 
الثایتة" ۲ 


4-۱ الرمز الصفوفی وضرب الصفو فات 

حتی الا ن ومن أجل مثالنا ۰۳۳ كنا قادرين على کتابة جميع العادلات كاملة . 
ولقد تمكنا أيضاً من سرد کل خطوات الحذف بالتفصیل وهی طرح مضاعف لمعادلة 
من أخرى وذلك وضع النظام بشکل مثلثي . لکن عملية الحذف على هذا النحو تصبح 
مستحيلة حینما یکون نظام العادلات کبیراً ما یجعل صياغة مختصره آمرا ضروریا . 
سنقدم الآن الرمز الصفوفي لتمثیل نظام العادلات الأصلي ونقدم أيضا ضرب 
الصفوفات وذلك لوصف العملیات التي تري بصورة آکثر سهولة . 
لنذکر آن فی مثالنا 


5 ح با +۷ + Au‏ 
ات 6 - Au‏ )۱( 


-2)# + 7۷ + 2۷ < 9 


۳۹ ابر الخطي وتطبیقاته 


تظهر ثلائة آنواع من القادیر . في الطرف الایسر تقع الجاهیل ۷,۷ وفی الطرف 
الأيمن يقع التجه ۸ وأخيراً مجموعة تسعة معاملات عددية تقع في الأطراف الیسری 
(قد یصدف أن واحداً منها صفر) . من الطبیعی أن تمثل الجاهیل الثلائة هتجه : 


ظ 1 
المجهول هو = ء ؛ والحل هو 














7 
1 1۷ 
2 ۷۳ 


آما ما یتعلق بالعاملات الصطفة في ثلائة آسطر وثلاثة آعمدة فان آفضل شکل 
لها هو مصفوفة ثلاثة في ثلائة تدعی مصفوفة العاملات : 


A = 








دم کب ټم 
سم چم ل 
ربت زم 


۸ مصفوفة مربعة وذلك لأن عدد المعادلات متفق مع عدد الجاهیل . بصورة 
أعم ٠‏ إذا وجدت « معادلة فى « مجهولاً فسيكون لدينا مصفوفة معاملات مربعة من 
المرتبة ” ذات « سطراً و » عموداً. بصورة أكثر عمومية» يمكننا أن نحصل على « 
معادلة و ۸ مجهولاً. فى هذه الحالة» تكون المصفوفة مستطيلة ذات :« سطراً و عموداً. 
بقول آخر إنها مصفوفة من النوع ( ۸× ) . 

تجمع مصفوفة إلى أخرى أو تضرب بعدد كما يجري ذلك من أجل المتجهات 
حيث نتعامل مع كل مركبة لوحدها . بالفعل يمكننا أن ننظر إلى التجهات على أنها 
حالات خاصة من المصفوفات؛ هي مصفوفات ذوات عمود واحد. كما هو حال 
التجهات ؛ يمكن جمع مصفوفتين فقط في حالة كونهما من نوع واحد : 
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سوف نستخدم فیما يلي الرمز التالي . نقترح كتابة النظام (۱) ذي المعادلات 
الثلاث والجاهیل الثلاثة بالشکل الصفوفی المبسط ۸-۷ . لنکتب ذلك بصورة مفصلة 
على | شک : 


ود 
mm‏ 
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نم طب دم 
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الطرف الا ین واضح بصورة كافية » إنه التجه العمود «للحدود غير المتجانسة» . 
آما الطرف الا سر فانه مکون من التجه ‏ وبا من السار بالصفوفة ۸. بجت 


تعریف هذا الضرب بحیث ينتج عنه النظام الأصلي . لذا يجب أن تنتج آول مر کبة لهذا 
الجداء من ضرب آول سطر من ۸ في التجه العمود ‏ : 


۲۲) 2 1 1 








يساوي ذلك المركبة الأولى من « ؛ 5 +7+ :2 هی العادلة الأولى من نظامنا . 
تتعين المركبة الثانية من امحداء ×4 بالسطر الثاني من ۸-نها «6 - »4 آما المركبة الثالثة 
فانها تنتج عن السطر الثالث . إذاً العادلة الصفوفية ۸۰-۸ هي » بصورة دقيقة . مكافئة 
للمعادلات الانية الثلاث التي انطلقنا منها . 

العملية الظاهرة في العادلة (۲) آساسية في کل ضرب مصفوفي . ننطلق من 
متجه سطر ومتجه عمود من سعة واحدة ویکون احداء عدداً صرفاً . تدعی هذه الکمية 
اخداء الداخلی للمتجهین . بقول آخر إن جداء مصفوفة 1×۸ التى هی متجه سطر ‏ 
فى مصفوفة 1× ٠١‏ العروفة بمتجه عمود» هو مصفوفه 1×1 : 


ا(2 ا !ل 1 32 


۲۸ ابر الخطي وتطبیقانه 


يؤكد ذلك أن الحل المقترح (1,1,2) = ×يحقق العادلة الأولى . 
إذا نظرنا إلى جميع الحسابات» في ضرب مصفوفة فى متجه فان هناك طريقتين 
لاجراء ذلك . الأولى متابعة سطر في كل مرة . نركب كل سطر من المصفوفة مع المتجه 
لينتج مركبة من الجداء . يوجد ثلاثة جداء ات داخلية» عندما توجد ثلاثة أسطر : من 
أجل المثال : 
بالاسطر : 


























O 3‏ > وق | اعاا۸8 1 ۲ 
اعد 0 كد که زاف و و اع اک | 5 6 5 اح عم 
7 06 نف 5 . اھ ا ۵ 11 


هكذا يشرح الأمر› عادة» لكن الطريقة الثانية لاتقل عن هذه أهمية › وهي في 
الواقع أكثر أهمية . إنها تجري الضرب : عمود في كل مرة . نحصل على +1 دفعة واحدة 
وهو تركيب في الأعمدة الثلاثة ل 4 : 


(۳( 


: 0+ | 5+ 2 = بر 


























| | 6| 7 
3 0 3 6 
۱ 1 4 7 

الجواب هو مثلاً العمود 0+)١(‏ آمثال العمود(۲) . انه يقابل «الصورة العمودیة 
للنظام الخطي ۸۰-۵ . إذاكان للطرف الأيمن ال رکبات 7,6,7 فان للحل + ال رکبات 2,5,0 . 
طبعاً تتفق الصورة السطرية مع ذلك . (وعلینا أخيراً أن نقوم بالعملیات ذاتها) . 

نستخدم قاعدة العمود باستمرار وفی کل مکان فى هذا الکتاب» لذلك نعید 
ذکر ها للتاکید : 

.)۳( أ يكن ایجاد الجداء :4 باستخدام الاعمدة کاملة كما هو ظاهر في‎ ١ 

ولذلك. فان ×4 ترکیب خطي لاعمدة 4. العاملات التي تضرب بالاعمدة هي 
هر کات 2 . 


إذا آردنا أن نستخلص قاعدة عامة للضرب في «بعد. فاننا نحتاج إلى رمز لكل 


عنصرفی 4 تمكن قراؤ ته بسهولة . إذا وفع عنصر من ۸ في السطر دي الرقم : والعمود 
ذي الرقم رفاننا مثله بالرمز ,ه. يعطي الدليل الأول رقم السطر ويعطي الدليل الثاني 
رفم العمو د ۱ (فى المصفوفة السابقة» 56 ,3= E‏ ادا کانت 4 من النوع × mn‏ فان 
¡ يتحول من 1 إلى ” و زیتحول من | إلى «» و بالحملة إن للمصفوفة 1 7 عنصرأ 
مكونة نظاماً مستطیلا ,,» يقع في الزاوية اليمنى الدنیا . 

ويكفي دليل واحد لكل مركبة ل ؛ تمثل مركبته ذات الرقم ربالرمز (فی الضرب 
السا لالص وک يكتب عادة × على صورة متجه عمود يشبه مصفوفة من 
النوع ۱ - لكن يطبع في بعض الأحيان بصورة سطر. مثل (2,5,0) = ×. و جود 
القوسين والفواصل يبين أن ذلك ليس مصفوفة من النوع 1×3 . إنه متجه عمود لكنه 
انکب على وجهه مؤقتاً. 

من أجل تمثيل الحداء ۸ يمكننا استخدام رمز التجميع سیغما ۾ ”چ si‏ : (27) 


رن © مه هى المركبة 1 من Ax‏ 


ینتقل هذا الجموع على طول السطر : من ۸ مكوناً الجداء الداخلی لهذا السطر 
بالمتجه × . يعطي الدليل زجميع القيم من | إلى ومن ثم يضيف النتائج _المجموع 
هو ۵+...+ »+ × ےه . نلاحظ من جديد أن طول السطر (عدد أعمدة ۸) يجب أن 
يساوي عدد مركبات ×. مصفوفة من النوع :7 تضرب بمتجه ذي « بعداً (تعطي 
متجهاً ذا : بعداً) . التجميع يبسط العمل وذلك بكتابة كل شيء كاملاً» ولكن ليس له 
جودة الترميز المصفوفي”'' 


(۱) آدخل انشتاين «الرمز التنسوري» حيث يعني تكرار الدليل تجميعياً . لقد كتب ز×ز © أو ز×ز1 © 


يدون الرمز ب2 . 


1 الحبر الخطي وتطبیقاته 


الشكل الصفوفی لإحدى خطوات الحذف 

استخدمناء حتى الآن». شکلا مختز لا مناسباً للنظام الأصلى هو ۸۲-۵ . ولكن 
ماذا نستخدم من أجل العمليات التي نجريها خلال عملية الحذف ؟ في مثالناء تقوم 
الخطوة الأولى بطرح جداء المعادلة الأولى بالعدد (2) من المعادلة الثانية وتؤدي هذه 
ا لخطوة» في الطرف الثاني إلى ضرب المركبة الأولى من ۶ بالعدد (2) أيضاً وطرح 
الناتج من المركبة الثانية . ندعي آننا نحصل على هذه النتيجة ذاتها إذا ضربنا التجه ط بالمصفوفة 
الأولية التالية : 


د ی اح 
ته = ت 
ده ب 








یتحقق ذلك بتطبیق قاعدة ضرب مصفو فة قش 
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نلاحظ أن الرکبتین الأولى والأخيرة 5.9 تبقیان كما هما (بنسب الشکل الذي 
اخترناه للسطرين الأول والثالث من ). المركبة الجديدة الثانية هى 12- وذلك ماظهر 
بعد الخطوة الأولى من الحذف . 

من السهل وصف المصفوفات التي تشبه 8 والتي تنفذ مختلف خطوات الحذف . 
نلاحظ أيضاً أن «مصفوفة الوحدة» لاتقوم (في الضرب) بأي عمل . 

١ب‏ المصفوفة التي تبقى (في الضرب) أي متجه كما هو هی مصفوفة الوحدة 
7 مكونة من وحدان على قطرها وأصفار في المواقع الأخرى . المصفوفة التي تطرح 
مضاعفاً / للسطر ز من السطر : هي المصفوفة الأولية ,2 مكونة من وحدان على 
القطر وبالعدد 1- عند تقاطع السطر : مع العمو دز( بقية العناصر آصفار ) . 


الصفوفات والحذف الغاوسی ۳۱ 
0 ۱ 
1 0 
0 0 


دروم و 3 











0 1 0 0 
0 WL Û 
| -1 0 [ 





مثال 
إذا ضربت أى متجه م بمصفوفة الوحدة فانك تحصل من جديد على 5. إن ذلك 
يشبه الضرب بالعدد (۱) : ۰16-6 إذا ضربت » عوضاعن ذلك» بالمصفوفة ,غ > 
فانك تحصل على ( ,طط رط, ,) = ضر . إنها عملية نموذجية على الطرف الاين من 
المعادلات . والشیء الهم هو ماذا يحصل في الطرف الایسر . 
للمحافظة على الساواة علینا أن نطبق العملية ذاتها على طرفی العادلة 1-۵ 
أو بقول آخر» علینا أن نضرب من الیسار» التجه «۸ بالصفوفة 6 . مصفوفتنا الأصلية 
ع تطرح جداء العدد (۲) بالمركبة الأولى من المركبة الثانية تاركة ال رکبتین الأولى و الثالثة 
ثابتتین . بعد هذه الخطوة یظهر النظام الجديد الابسط (المكافىء للنظام القدیم) وهو 7 
۴=( ×4). انه نظام آبسط بسبب الصفر الذي آحدث تحت الحور وهو مکافیء لانه 
يمكننا أن نعود إلى النظام الأصلى (باضافة جداء العدد(2) بالعادلة الأولى إلى الثانية) . 
لذا فان لهذين النظامين الحل نفسه × . 


ضرب الصفوفات 

نصل الآن إلى المسألة الأكثر أهمية : كيف نضرب مصفوفتين . لدينا من قبل 
مفتاح جزئي لهذا الأمر وذلك من خلال طريقة الحذف . نعرف مصفوفة العاملات 
الأصلية وإلى ماتؤول بعد الخطوة الأولى من الحذف» ونعرف أخيراً المصفوفة × التي 
تنفذ هذه الخطوة . من أجل ذلك نرغب أن يكون : 


EA = 




















زم بم انم 
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یظهر أن السطرین الأول والثالث بقیا كما هما في 54 بینما طرح ضعفا السطر 
الأول من الثاني . إذاً الضرب المصفوفي متوافق مع عملیات السطر في الحذف . يمكننا 


۳ اخبر الخطي و تطبیقاته 


كتابة هذه النتيجة إما بالصورة ۴=( ×۸) ۴» بضرب ۶ب لطرفي معادلتنا آو 
بالشكل =٤‏ ×( 2۸)؛ لقد كونت المصفوفة الجديدة 54 ۰ تماماً» بالصورة التی توافق 
هذه العادلات . بقول آخر القوسان غير ضروريين ویکننا أن نکتب 85 = ۱8۸۰ . 

هناك حاجة أخرى من ضرب المصفوفات : نعرف الآن كيف نجری الضرب :۸ 
لصفوفة في متجه» وعلى التعريف أن يبقى متسقاً مع مثل هذه الحالة . عندما تتكون 
مصفوفة 8 من عمود واحد «فان على مصفوفة الجداء ۸2 أن تكون متطابقة مع متجه 
الجداء ده. من المفضل أن تسیر الأمور إلى أبعد من ذلك : عندما تحوى المصفوفة 8 
أعمدة متعددة مثل ,×, ,, × فاننا نتوقع أن تكون أعمدة 48 هی بالضبط 

۸,۸ لذا يصبح ضرب الصفوفات واضحاً تماماً؛ يمكننا أن نعتبر المصفوفة 
8 مكونة من عدد من الأعمدة المتتابعة ويمكننا أن نأخذ كل واحد منها منفرداً . يكن 
استخدام هذه القاعدة من أجل المصفوفتين المضروبتين أعلاه . يساوي العتهود الأول 
من 2۸ جداء 2 في العمود الأول من ۸ نعمل بهذه الصورة في بقية الاعمدة . 


)( )( 


() | 
1[ 0 
لنلاحظ أن مطلبنا الأول كان اجراء عمليات سطر بينما يتعلق المطلب الثاني 
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بالاعمدة. آما الأسلوب الثالث فهو وصف كل عنصر من ۸8 بصورة منفردة . کون 
الواقع توجد قاعدة واحدة مکنة» ولست متأكداً من اکتشفها. لیس من المکن أن 
نضرب آي مصفوفتین 4 و8 ؛ إذا كانتا مربعتين» كما في مثالنا فان علیهما أن تکونا من 
حجم واحد و|ذا كانتا مستطیلتین فان من الضروري أن لاتکونا من النوع ذاته بل يجب 


آن یکون عدد أعمدة ۸ مساویاً عدد آسطر 8. عندئد فقط یک ضر ب 4 بكل عمودمن 8 


۱۸( ان ذلك هو الخاصة التجميعية 4( 23) = 3x4)‏ )2 الامر بظهر اقا بحیت مین الصعب 
تصور ا من الممكن أن یظهر الأمر نفسه من أجل «الخاصة التبدیلیة) 2 = 3 ولکن 
هذه الخاصة خاطئة فعلاً من أجل المصفوفات . 


منفرداً. بقول آخر إذا كانت ۸ من النوع ”× « و8 من النوع ۶× ”۸ فان الضرب 
هکن وسیکون الحداء ۸8 مصفوفة من النوع × . 

سنصف الآن كيف نجحد العنصر الواقع في السطر : والعمود زفي 8 ۸ . 

۱ ج العنصر ز, : من ۸8 هو الجداء الداخلی للسطر ¡ من ۸ والعمود زمن 8. من 
أجل المثال الظاهر في الشکل (1-۱)) 


)۸ در رد = دوز‎ + 815 5 + A33 4 + ود‎ P42. 


سته ڪه حك "د 


3 by 4 matrix ١ 4 by 2 matrıx 3 by 2 matrix 


كك 
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شکل (۱ - )٦‏ توضیح لضرب الصفوفات . 


ملاحظة نکتب 48 عندما لایکون لهاتین الصفوفتین أي دور خاص فى عملية 
الحذف . لقد كان مثالنا القریب 84 بسبب الصفوفة الأولية 2 ؛ سنجد فیما بعد 7۸ أو 
10 أو 127 أيضاً. فى کل حالة نستخدم القاعدة العامة نفسها لضرب الصفوفات . 
مثال ١‏ 


: 


العدد 17 مثلاً هو (5) (3) + (1) (2) وهذا هو احداء الداخلی للسطر الأول من 
المصفوفة الأولى بالعمود الأول من الثانية . آما العدد 8 فهو (1-) (0) + (2) (4) وهو ناج 
ع || 1 الثاني من اله فوفة الأولى والعمود الثاني من الثانية . العمود الثالث من 8 


مثال ۲ 


تأثیر الصفوفة الیسری هو البادلة بين سطرین في الصفوفة الیمنی . 
مثال ۳ 


BI= 8. و‎ 1۸ - 4 


تبقي مصفوفة الوحدة کل متجه كما هو وتبقي أيضاً کل مصفوفة كما هی : 
مثال ٤‏ 


01 4 
20 + 3c 25+ 34| 





abl _‏ 
اه ع 








بالأعمدة: یوضح هذا المثال الخاصة التى تأملنا وجودها قبل قلیل . إن 8 مكونة 
من عمودين متتابعين وان ۸ تضرب کل منهما على انفراد. لذا فان کل عمود من ۸8 
سيكون تر كيبا لأعمدة 4. تماما كما في ضرب مصفوفة بهتجه » أعمدة ۸ مضروبة بعناصر 
من 1. العمود الأول من 48 هو جداء ۱ بالعمو د (۱) + جداء ۱ بالعمود(7). 

نتساءل الان عن آسطر ۸8. يكن للضرب أن يعمل مع سطر في کل مرة. 
یستخدم السطر الثاني من الجواب العددین 2,3 من السطر الثاني من ۸. یضرب هذان 
العددان سطری 8 لنحصل علی(4 »31+ 214 . بصو رة مشابهة . یستخدم المنطر 
الأول من الجواب» العددین 1,0 ليعطي [ 4 ]1+0 ۸ ۱]4. تماماً كما في الحذف» كل 
سطر من ۸8 تر كيب في آسطر 8 . 

سنجمل فیما يلي الطرائق الثلاث للتعبیر عن ضرب مصفوفتین . 

() کل عنصر من ۸8 هو جداء سطر في عمود : 


,( 48) = السطر : من 4 في العمود زمن 8 . 
(۲) كل عمود من ۸۶ هو جداء مصفوفة فى عمود : 
العمود رمن 48 = ۸ مضروباً بالعمود زمن 8 
(۳) کل سطر من 48 هو جداء سطر في مصفوفة : 
السطر : من ۸2 - جداء السطر زمن ۸ في الصفوفه 8 . 
تفید هذه اللاحظة لتحقیق خاصة من خواص ضرب الصفوفات . لنفرض أن 
لدینا ثلاث مصفوفات © ,8 .۸ من المکن أن تکون مستطیلة» ولنفرض أن آنواعها 
تسمح بضربها بهذا الترتیب : عدد الأعمدة في كل من 4,8 يساوي على الترتیب 
عددالأسطر فى کل من © , 8؛ عندئذ تتحقق الخاصة التالية : 
۱ هم ضرب الصفوفات مجميعي (80) 6-۸ ( 48) . 
اذا فر ضنا أن » مجر د متجه (مصفوفة ذات عمود واحد) فان ذلك هو التطلب 
الذي قدمناه سابقاً ( ×4) ۴= ×( £4). إن ذلك هو القاعدة الااساسية كاملة لضرب 
المصفوفات . إذا كان للمصفوفة © عدد من الأعمدة فان علينا أن نعتبرها موضوعة 
الواحد تلو الآخر ونطبق هذه القاعدة عدة مرات . لذا فان الأقواس غير ضرورية عندما 
نضرب عدداً من المصفوفات بعضها بالبعض الآخر . يمكن التحقق من ذلك بمقارنة 
كل عنصر من ©( 48) مع العنصر المقابل له من (860) ۸ ؛ (التمرين ١-٤-٠۲)؛‏ لکن 
سنرى لاذا الرمز الصفوفی هو المفضل ! 
نريد أن نتوصل إلى الرابطة التي تقع بين ضرب المصفوفات وطريقة الحذف. 
ولكن هناك خاصتان أخريان علينا أن نقدمهما أولا-يتمتع الضرب المصفوفي بالأولى 
منهما بينما لا يتمتع بالثانية . الخاصة التي يحققها هي : 
١-و‏ ضرب المصفوفات توزيعي على جمعها : 
A(B+C) =A 8+4 , )8+) ( ]( < BD + CD‏ 
من الواضح أن أنواع هذه المصفوفات يجب أن تكون متوافقة كما ينبغي كون © 
و من نوع واحد لكي يمكن جمعهما . أما2 و 4 فان عليهما أن تكونا قابلتين للضرب 
في ۸+6 من اليمين ومن اليسار على الترتيب . برهان هذا القانون عمل مضجر . 


۳۹ اخبر اخطي وتطبیقانه 

آما الخاصة الفاشلة في هذا الجال فهی ذات أهمية آکبر : 

۱-ز ضرب الصفوفات غير ابدالی : بصورة عامة ۶۲ 8م . 

مثال ۵ نفرض أن 8 هي الصفوفة التي قدمت آعلاه والتي تقوم بطرح ضعفي 
العادلة ال ولی من الثانية ولنفرض أن ۴ هي مصفوفة اخطوة التالية » إنها تجمع السطر 
() إلى السطر (۳) ؛ 














i 0 0 EEE 
E=|2 1 0| و‎ F=|0 1 0| 
0 0 1 4 89 ۱ 
: هاتان الصفوفتان تتبادلان‎ 
| 0 0 
ككرت | م 1 م ات وج‎ 
| 0 1 








یقوم هذا الجداء بخطوتین» بكلا الترتیبین» أو بهما معا لأنه في هذه الحالة 
ليس للترتيب أي تأثير . 

مثال ٦‏ نفرض أن 2 هي نفسها لكن © هی مصفوفة الخطوة الا خیرة-|نها تضيف 
السطر ۲ إلى السطر ۳. الترتيب الآن ينتج اختلافاً + في حالة أولى» عندما نطبق 8 ثم 
6 فان المعادلة الثانية تتغير قبل أن تؤثر فى الثالثة . إن ذلك هو الترتیب الذي سد الحاجة 
في الحذف . تؤثر المعادلة الأولى في الثانية التى تؤثر فى الثالئة . إذا جاء ت ٤‏ بعد 6 
فان المعادلة الثالثة لا تتأثر باي شىء من قبل الأولى . يمكنك أن تلاحظ وجود صفر 
في الموضع (3,1) من 80 بينما هو 2- فى 01 : 


























لذا فان :61 ± 506. من أجل مثال كيفي سيقع » على الاغلب. الشيء ذاته - 
معظم المصفوفات غير تبديلية ‏ لكن المصفوفات الواردة هنا ذات معنى خاص . هناك 
سبب لکون ۴۴= 87 وسبب لكون E626٤‏ . يستحق ذلك أن نأخذ خطوة اضافيةء 


لکی نری ماذا يحدث لصفوفات الحذف الثلاث فى الوقت داته : 


|1 0 0 | 0 ۱ 
6۳8 -| 2 1 0۱ و‎ EFO 2 1 0۱, 
۷ 1 5 1 1 1 











إن امحداء 6۶۶ هو بالترتیب الصحیح للحذف . |نها الصفوفات التي تنقل الصفوفة 
الأصلية ۸ إلى الصفوفة الثلثية العلیا ۷. سنراها من جدید في البند التالي . 

المصفوفة الأخری 576 آلطف. لأنه» فى هذا الترتيب» لم یختل نظام الا عداد 
2 من و | من لو امن E‏ بقيت مرتبة في الحداء . لسوء الحظ إنه الترتيب الخاطىء من 
أجل الحذف . لکن لحسن الحظ إنه الترتیب الصحیح لعکس خطوات الحذف» الذي 
سیأتی أیضاً فى البند التالی . لاحظ أن جداء مصفوفتین مثلئیتین دنیاوین هو ايشا 








۱-۶-۱ احسب الداءات 
7 5 0۱ 0 | 3 || 1 0 4 
.21و2 6 01 Ol EIS‏ 1 5 
| 1 ا 3 1۱ ۱00 | ۱۱5 0 ۱4 


1-8-5 


١-2-١ 























ارسم جو ران متعامدین وارسم في مدو يهما مسجهی النقطتين ,0 = ۲ 





3< و [< ,۸ < × . اجمع هدین المت- 
استخدم سردا فی کل مره نخسا احداءات 


li 2 0 4 3‏ ۰ 4ا 
۱ ۶ 6 و |6 5 4] و !5۱ 
و 8] 6 75 E‏ 


آوجد الجداءين الداخلیین والجداء الصفوفی : 


۳۸ 


وب و 


۷-۵-1 


وس وا 


اخبر الخطي وتطبيقاته 


11 :5 3 ]1 2 1] و 1 1] 

7 | ۱ 17 
الاولان یعطیان طول متجه (مربع) 
إذا كانت مصفوفة من النوع ۸× ” مضروبة بمتجه «دذی بعداًء فما هو 
عدد فما هوعدد العملبات التی يحويهاذلك ؟ وماهو عدد ههه 
العملیات اذا ضربت #بمصفوفة من النوع م<,,؟ 
احسب الحداء : 


۱ 


Ax = 1 














0|2 6 3 
:| 21 2 0 
1 1- 1- | 
من أجل هذه الصفوفة أوجد × متجه حل النضام 0= ×۸» حیث الطرف 
الثاني آصفار في العادلات الثلاث . هل يمكنك أن تجد أكثر من حل 
و احد؟ 

أكتب الصفوفتین 8. ۸ من النوع 3×2 واللتین عناصرهما على الترتیب 
)2 را و ز+ ۱ < ره 
عبر عن الجداء الداخلي لتجه السطر (.«.... ,< ,0 = « في التجه العمود 
<» بصورة التجمیع . 
اعط أمثلة من النوع 3 (سوی 0= ۸) لمايلى 
(آ) لصفوفة قطرية : 0 - .» إذا كان زع ¡ ؛ 
(ب) لصفوفة متناظرة : »= »لكل نوز ؛ 
(ج) لصفوفة مثلثية علیا :0 - ,» |ذا كان ز < : ؛ 
(د) لصفوفة متناظرة تخالفية : ,4- - ره لكل :وز ؛ 
هل البرامج الحزئية التالية تجري الضرب +4 وفق الأسطر أو الأعمدة ؟ 


سوت 


1ج[ ۱ 


i 


الصفو فات وا حذف الغاوسى ۲۹ 


DO ۱0] < ۱,۷ DO 10J = 1, 
DO 101 - ۱۲ ۰ 0 10I=1,N 
10۳8) = 8)1( + ۸), * XJ) 10 8)5( + ۸,( * 201 

النتائج متكافئة رياضياًء نفرض أنه منذالبدء 1(=0) #ولكن 
بناء فورتر ان ۴0۲٠۵۸١‏ یجعل الشفرة (6046) الثانية» جزئیا آکثر فعالية 
(اللحق۲) . انه آکثر فعالية على آلة متجهات مثل 0841© لأنه يكن 
للمجموعة الداخلة ( ۱00۸ 1:6) أن تغیر عدداً من (7) 8 دفعة واحدة 
وذلك عندما تقوم الشفرة الأولى بتغییرات عدة لواحدة من (1) 8 ولا 


إذا كانت عناصر ۸ هي ,هاستخدم رمز الدلیل الادنی من أجل كتابة 


(۲) مضروب السطر الأول الذي یطرح من السطر 1. 

(۳) العنصر الحديد الذي يأخذ مکان ره بعد هذا الطرح . 

() المحور الثاني . 

صائب أم خاطىء ؛ أعط مثالا معاكساً إذا كان الأمر خاطاً. 

() إذا كان العمودان الأول والثالث في 48 . متطابقين فانه یکون كذلك 
من أجل العمودين الأول والثالث في ۸8. 

(ب) إذا كان السطران الأول والثالث من 8 متطابقين فانه يكون كذلك 
من أجل السطرين الأول والثالث في ۸8. 

ج) إذا كان السطران الأول والثالث من 4 متطابقين فانه یکون كذلك 
من أجل السطرين الأول والثالث في 48. 

. (AB (۳ 2۸28۶ ) د‎ 


السطر الأول من 48 تركيب خطي لجميع أسطر 8 . ماهي العاملات في 


7 ابر النطی و تطبیقاته 


هذا التركيب وماهو السطر الأول من ۸8 إذا كان : 











ااا 





ثيتين دنياوين هو مصفوفة مثلثية دنيا (جميع 

عناصرها الواقعة فوق القطر الرئيسي آصفار . تأکد من ذلك ال ت 
النوع 3*3 وفسر كيف ينتج ذلك عن قوانین ضرب الصفوفات . 
۱-4-۱ بطريقة التجربة والخطأء آوجد آمثلة من النوع 2×2 بحيث یکون 

(آ) 1-=4» عناصر 4 آعداد حقيقية فقط . 

(ب) 0 =8 رغم أن 0+ 8 . 

(ح) 726 = ون خلاف اخالة 0 - () . 

(د) 0= E۴‏ رغم أن عناصر £ أو / ليست كلها أصفار . 
ات عت صف أسطر ۸4 و أعمدة 4 إذا كان | 7 ( 2 E:‏ 
٠١-٤-١‏ حقق الخاصة التجميعية (16) =٤‏ 6( £۴) من أجل مصفوفات النص . 
٠۷-٤-١‏ نفرض أن 4 قابلة للمبادلة مع كل مصفوفة من النوع 2×2 - 48) 
( ۶۸ وبصورة خاصة 


| ۵ *|-۸ تبادل‌مع إن ۵|-:ظ و | 8-0 
بين أن 26-0 4 = . إذا كان 84 = 48 لكل مصفوفة ۰8 فان ۸ 
عوسيب سنوي 
۸-۶-۱ ۱ لیکن ۲ عمود مر کباته (,.... 1. برهن أن القاعدة١‏ 51) 4= ×( 48) تؤدي 
سود لوس سو e‏ العمود الأول من 8. 
٠۹-٤-١‏ أي واحدة من المصفوفات التالية تساوى ۶( 8+ 4) ؟ 


ا 


| 27-1 


ا 


۲۳۵-۱ 


المصفوفات والحذف الغاوسي ۶۱ 
في رمز التجمیع؛ الحد ذو الدليلين ز, : من ۸8 هو : 
5 2 د (AB)‏ 


إذا كانت كل من 8 , ۸ مصفوفة من النوع XA‏ 1م وكل عنصر فيهما 
يساوي الواحد» فأوجد ,( 48). الترميز ذاته يحول الخاصة التجميعية 


(BC)‏ 4 - © (48) إلى الشکل 
a 2 6 >‏ ,2 < > | ند فی 2 ۳ 
7 ۱ 


Kk 
. ©,- 2 احسب كلا من الطرفين إذا كانت © أيضاً من النوع ۸×۸ وکان‎ 
هناك أربع طراتق للنظر فی صرب الصفو فات  مثل ضرب اعمدة‎ 
بأسطر . إذا كانت أعمدة 4هى ,»...... » وأسطر 8 هی المتجهات السطرية‎ 
”فاك م مصعو فه وان‎ .... 
لاطي اورم م كم‎ # 
. (أ) أعط مثالا النوع 2 لهده القاعدة فى ضرب المصفه فات‎ 
۹ ۱ 

زب ) قسر لادا بعطي الطرف ا ن القيمة الصحيحة ik E‏ 2 
للعناصر ,( ۸8) . 


الصفوفة التي «تدور» الستوي « »هي 


۲ 1 
cos 6 وزع‎ 6 ۱ 
sin 68 cos Û ۱ 





A( 6) = 


(أ) حقق أن ( ,6+ 8) 4= (,6) 4( 6) ۸ من المتطابقتين المتعلقتين ب 
cos )0+0,( , sin (0 +8)‏ . 


(ب) ماهو جداء (0) ۸ فى (0-) ۸؟ 


من أجل الصفوفات 


3 الجبر الخطي وتطبيقاته 


0 ۵-۲ ٩9| و‎ == 





د | نع نم | ټم 
1 1 
= ]ماب | نم 





ص | دم ب | ۵ج 
د | ی س | نج 


أو جد القوی..61,* °,..., ° 82,8 ,...,) 2۸ 4( ۸ 2 ۸ 
 ۲5-۸-۱‏ شرب الکل هو آكر عمومية من الضرب هن طرین الاعمدة. |6 
وزعت مصفوفه إلى كتل (مصفوفات جزئیة) وکانت طريقة اجراء 
الضرب بالکتل ممكنة» فان ذلك یجری كما يلي : 

















Xx X ۱ 3 
> | ۳ KE 32 COOK 37 بن‎ ۱ E RE 2 
او اب با | أو‎ |< ۶ || ۶ 3 
وي‎ YFKE XK 
5 5 XE FE KUK KE 
# ۵ 


(أ) عوض الحروف × بأعداد وتأكد أن ضرب الکتل عملية ناجحة . 
(ب) اعط مثالین آخرین (باحروف *) |ذاکانت ۸ من النوع 3×4 و8 
من النوع 42. القطع الرأسي في 4 يجب أن یتلائم مع القطع الأفقي 
لى :3 . 


۵-۱ العوامل المثلثية والمبادلات السطرية 
نريد أن ننظر من جديد في طريقة الحذف ونرى ماذا يعنى ذلك من وجهة النظر 
المصفوفي . لقد كانت نقطة الأنطلاق هي النظام ‏ = ×4 : 

















21) ۱ 7 1 1 ۱۱: ۱ | 3 
Ax =| 4 6 01 ۷ | | 2 | 2 , 
2 7 ل‎ || ۷ | 9 


لقد كان آن ذاك ثلاث خطوات حذف : 
(۱) طرح ضعفی العادلة الأولى من الثانية ؛ 
(۲) طرح جداء العدد (1-) بالعادلة الاولی من العادلة الثالثة ؛ 
(۳) طرح جداء العدد (1-) فى العادلة الثانية من العادلة الثالثة . 


الصفوفات والحذف الغاوسي E‏ 


الناتم نظام مكافىء ولكنه أبسط» يمُثل بمصفوفة معاملات جديدة ل : 




















26 | 12- زع | ۷۲ ||[ 2- 8- 0 |- جنا 
2 | ]|1 0 0 


المصفوفة ا مثلثية عليا . جميع عناصرها الواقعة تحت القطر الرئيسى آصفار . 

الطرف الا ین متجه جديد نتج عن التجه الأصلي ط با لخطوات ذاتها التي أنتتجت 
') عن 4 . لذاء فان طريقة الحذف يمكن انجازها با يلي : 

الانطلاق من , ۸ 
تطبيق اخطوات (۳(۰6۲(۰6۱) بهذا الترتيب 
الإنتهاء بالمصفوفة نا والتجه » . 

المرحلة الا خيرة هي حل النظام » = ×0 بالتعویض التراجعي؛ لکننا لن نهتم الآن 
بذلك » بل نر كز اهتمامنا على علاقة ۸ د 0 . 

7 مصفو فة الخطوة (۰)۱ ۴ مصفو فة الخطوة (۲) و 0 مصفو فة الخطوة (۳). قد 
قدمت في بند سابق . لقد سمیت مصفوفات أولية ومن السهل معرفة عملها. لطرح 
مضاعف ! للمعادلة رمن العادلة :» ضع العدد 1 - في الموضع (ز,:) من مصفوفة 
الوحدة وحافظ على الوحدان على القطر والا صفار في بقية الواضع . الضرب بهذه 
المصفوفة ينفذ الخطوة الطلو بة . 

نتيجة جمیع الخطوات هو 1= 071۸ . لاحظ أن ع هي الأولى التى یضرب بها 
4 ثم ۴ ثم © . يمكننا آن نضرب 078 بعضها ببعض لایجاد مصفوفة وحيدة حول ۸ 
إلى ۷ (و حول کذلك 5 إلى ») . باهمال الأصفار یکون ذلك : 


1 ۱ 1 
أ‎ 1 2 1 232 3 ' 
i 1 | 21. ۲ f 


إن ذلك جيد ولکن الا هم منه هو بالضبط العکس : كيف يمكننا العودة من ۷ إلى 
4 كيف يمكننا ابطال خطوات الحذف ؟ 


1 
1 1 
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إن ابطال خطوة منفردة مثل (۱) ليس بالأمر الصعب . عوضاً عن الطرح : 
نضيف مثلى السطر الأول إلى الثانی (ليس مثلى السطر الثاني إلى الأول !). نتيجة 
اجراء الطرح والجمع معا هي ظهور مصفوفة الوحدة من جديد : 

















۱1 0 011 0 01 ]1 0 8 
ما‎ 1 Ol 2 1 لا‎ | -|0 1 OL. 
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|حدی العملیتین تلفي الثنية. بلغة الصفوفات» |حدی الصفوفتین هي معکوس 
الثانية . 

إذا كان العدد (1-) يشغل الوضم (ز.) في المصفوفة 7 فان معكوسه 
(/+) يقع في هذا الموضع"''' . تمثل هذه المصفوفة بالرمز 2۰ . جداء 67 في 
ع هو مصفوفة الوحدة. وهذه هي المعادلة (؛) . 

يمكننا عكس كل خطوة باستخداء 0۰ ,"۴ ,"£ . المسألة الأخيرة هي إلغاء 
كل هذه العمليات دفعة واحدة ومعرفة أي مصفوفة تعيد 7 إلى 4. .لنلاحظ 
أنه لما كانت الخطوة (۳) هي الخطوة الأخيرة للإنتقال من ۸ إلى ۰۲ فان مصفوفتها 
© هي الأولى التي يجب عكسها عندما ننتقل في الاتجاه المعاكس . العكس يجري 
فى ترتيب مضاد لذاء فان الخطوة المعاكسة الثانية هي ۴ والاخيرة "£ : 

(۵ E" 1۳101 رد‎ 

يمكن للقارئ أن يعوض ا ذهنياً ب 07۳۸ ليرى كيف تسقط المعكوسات الخطوات 
الأضلية . ۱ 
لقد تعرفنا الآن على الصفوفة التی تعید إلى ۸ . إنها الصفوفة 7-07 1۲ 


(۱) یصعب ایجاد معکوس آغلب الصفوفات ! نقدم العکوس بصورة نظامية في البند الاخیر ؛ 


الصفوفات والحذف الغاوسی ٥‏ 


وهی مفتاح طريقة اخذف . وهي أداة الوصل بين ۸ التى ننطلق منها و 7 التى 
نصل إليها. تدعى هذه الصفوفة / لأنها مثلثية دنيا . لكن هناك أيضاً خاصة أساسية 


يكن رؤيتها فقط عند ضرب جميع هذه المصفوفات بعضها ببعض : 


| | | ۱ 
2 3 | 
۲ | | E 


من المؤكد أن 1 مصفوفة مثلثية دنيا كل عنصر في قطرها الرئیسی يساوي 
الواحد. وأصفار فوقه . الشيء المميز فيها هو أن العناصر الواقعة تحت القطر الرئيسي 
هي بالضبط المعاملات 1-,1-,1=2.يظهرء عادة» عندماتضرب مصفوفات 
فيما بينهاء أنه لا توجد طريقة مباشرة لمعرفة الجواب . في هذه الحالة » جاء ت 
المصفوفات بالوضع الناسب لمعرفة جدائها مباشرة . إذا ما خزن حاسوب كل مضروب 
,1 وهو العدد الذي ضرب به سطر المحور ليطرح الناتح من السطر ا لتحصل أخيراً 
على صفر في الموضع (7.)- لذا فان تلك المضاريب تكون تسجيلاً تاماً لطريقة 
الحذف . إنها صاخه لتكوين الصفوفه 1 التي تعيد 8 إلى ۸ . 

2-0( التحلیل المثلثى نا - 4) إذا لم يكن هناك ضرورة لبادلات 
سطرية» فانه يكن كتابة المصفوفة الأصلية على شكل جداء 10 -4.. المصفوفة 
امثلثية دنياء بوحدان على قطرها وتقع المضاريب ,/ (التي أخذت من أجل الحذف) 
تحت القطر . 17 مثلثية عليا تظهر بعد الحذف التقدمی وقبل التعويض التراجعي ؛ 
عناصر قطرها هي المحاور . 


را )1( 
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مثال ۱ 
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۱ ابر الخطي وتطبيقاته 
مثال ۲ (يحتاج إلى مبادلة سطرية) 


أ ]- هلا يكن تحويله إلى الصيغة نا - ۸ 


مثال ۳ (جميع المحاور موجودة والمضاريب تساوي الواحد) 


ا 
ج 


1 0 ) 
237] 1[ 1 3 
I 1 [1 


يوجد طروح في الانتقال من 4 إلى ۰۷ وجموع في الانتقال من 0 إلى 4 . 


مس = ۲ 

















نسم نزخ ییا 


1 [ ۲ 1 [1 
1 2۵ 0 1 [1 
1 2 | 0۵ 0 [1 


مثال ٤‏ (حيث ل هى مصفوفة الوحدةوا مطابقه ل (A‏ 


3 E ۱ 
8 حت‎ 2۱ ۱ 0 | 
3۱ 


1 مها 





خطوات الحذف هي (۱) 2 تطرح جداء ,1 بالسطر الأول من السطر الثاني (۲) 7 
تطرح جداء ,,! بالسطر الأول من السطر الثالث (۳) 6 تطرح جداء ا بالسطر 
الثاني من السطر الثالث . الناتج هو مصفوفة الوحدة : في الشال 1= 0 . في الاتجاه 
المعاكس » إذا كانت قاعدتنا صحيحة» يعيد العکوس الصفوفة ۸ : 





1 
7 |4 ضع 0 


الترتيب الصحيح ضروري لتجنب التفاعل بين المصفوفات . لاحظ أن الأقواس 
ليست ضرورية بسبب القانون التجميعي . 


الصفوفات وا حذف الغاوسي ۷ 
A = LU‏ : حاله 2 ند 7 


التحلیل ۸-0 مهم لدرجة يجب أن نتكلم عنه من جديد . كثيراً مايهمل في 
مقررات ابر الخطي خاصة عندما يتركز على الجانب المجرد» أو عندما يظن أنه صعب 
لا آنك قد أدركته . لو أن المثال )٤(‏ أعطي خطوة اضافية مقحمة لكي يقبل أي 
لاعوضاً عن ال حالة الخاصة 17-1» فانه سيكون من الممكن رؤية كيف تعمل هذه القاعدة 
بصورة عامة . لذا فان علينا أن نتذكر كيف يستخدم التحليل 20 في الناحية العملية . 
القاعدة هی : تطبيق 1 على ل يعيد ۸ : 
سطرا من ۲ |01 0 | 
8 ۷ سطر ۲ من 0 |1 
سطر ۲ من لا 
البرهان هو تطبیق خطوات الحذف . في الطرف الأيمن» إنها تنقلنا من ۸ إلى 0 . 
نريد أن نبين آنها تقوم بالامر ذاته بالطرف الایسر؛ |نها تزیل 2 .لما كان الجانبان في (7) 
تودیان إلى ۷ ذاتها وآن جمیع الخطوات التي أنجزت قابلة للعكس» لذا فان الطرفین 
متساویان والعلاقة (7) صحيحة . 
تطرح الخطوة الأولى جداء ,با في (1,0:0) من السطر الثاني فتجعل فيه ,ا صفراً . 
العملية الثانية تطرح جداء ,1 بالسطر الأول من السطر (۳). تطرح الثالثة جداء ,با 
بالسطر الثاني الجديد (الذي هو 0,1,0) من السطر الثالث . الترتیب صحیح ومد الان 
مصفوفة الوحدة. یسمح القانون التجميعي لنا أن نواصل عملیات الضرب هذه على 
طول المصفوفة . في النهاية» عندما تحولت 1 إلى ۰1 تبقی لا وحدها في الطرف 
الایسر . ی کد هذا أن مصير طرفي العلاقة (7) الصفوفة 0 . أي أن علیهما أن یکونا 
الان مار . 
لتحلیل 17 =4 حرج جدا ونمل بحيث تتطلب التمارین معالجة ثانية . لقد کتبنا 
لصفوفات من النوع ۰3:3 لکن يمكنك أن تری كيف يمكن تطبیق هذه الحاکمات 
على مصفوفة آکبر من ذلك . هنالك برهان ثالث يصل إلى 1۷ = ۸ بوساطة الاستقر اء 


(۷ 





۸ اخبر اخطي وتطبيقاته 
الرياضي وذلك بارجاع کل مسألة من النوع ۲۶ ۸ إلى الرتبة الأخفض التالية 7-1 
يوضح كتابي» مدخل إلى الریاضیات التطبيقية كيف یسقط الحذف مصفوفة بسيطة 
في كل خطوة . مجموع هذه المصفوفات هو بالضبط 11 = ۸ e‏ 
ومن ثم نترك ا = ۸ للاستخدام . 

مثال ( L€‏ ع مي بأصفار في المواضع الخالية) 





یبین ذلك كيف يكن تحليل مصفوفة ذات ثلاثة أقطار غير صفرية إلى مصفوفتين 
بقطرين غير صفريين . ينتج هذا المثال عن مسألة مهمة فى المعادلات التفاضلية (البند 


ہے خد 


۷ 


نظام خطی = نظامین مثلثیین . 

هناك نقطة خطيرة تتعلق بالصيغة ۸-1۷ . إنها آکثر من سجل لخطوات الحذف ؛ 
[نها تعطى آیضاً المصفواقات الصحیحة لإتمام حل ط = ×4 . فى الحقيقة ۸ ستهمل عندما 
» إلى × بالتعویض التراجعي (الذي يستخدم ]) . يمكننا العمل بدون ۸ وسنقوم بد لك » 


عندما جحد عامليها . 
باستخدام له الصفوفات » الحذف پجز ی 6 = Ax‏ إلى نظامن ملش , 


الأو ۱ ثم (A) Uae‏ 
إن ذلك يطابق ۸۰-۸ . إذا ضرينا المعادلة الثانية ‏ 1 لنحصل على »1= ×11 التي 
هي ١‏ = ×4 . يحل كل نظام مثلثى بسرعه . إن هذا هو الذي يعمله الحذف وان نظاماً 


الصفوفات والحذف الغاوسي ۹ 


TT TEE 

| ۲- حل (من ,1و لاو طنجد ×) 

فصل هاتین امطوتين يعني آنه يكن اجراء سلاسل كاملا من الأطراف الیمنی 

على التوالي . الروتین الجزئي حل یخضع العادلة (۸) . إنه يحل النظامين المثلثيين ب/” 

2 خطوة لكل منهما. يكن ايجاد ال حل المقابل بأي طرف أيمن جديد ب" عملية فقط . 
إن ذلك أخفض كثيراً من 7/3« خطوة ضرورية لتحليل 4 في الطرف الأيسر 






مثال (المثال السابق مع طرف آین ط) 


X1 - X2 =1‏ 
AX» - X3 =[‏ + ,رز - ۱ = ها 5 
: : = عفر عن | إل نظام 
ك فج رد لاي - عه جزا إلى نظامين 
ا F AX4‏ دا - 
نت 1 1[ | 
Ep FC = 1‏ 5-59 3 7 3 
1 عد ۵4 + 3 ه 4 
[ = ¥5 = |3 10 
a hu E 3 8‏ 9|_ 
3 كك و ته ور Ux =c‏ لي 7 e‏ 
4 = 4 1: 


من أجل هذه «المصفوفات الحزامية» ينخفض عددالعمليات إلى ”2 . انك ترى 
انیل اقا + - Lc‏ و تقدمياً؛ هذا بدقة ما يحصل خلال الحذف . ثم »= +0 يحل 
بالتعویض - التراجعي - كما هي العادة . 
ملاحظة ۱ الشکل 117 غير تناظري لانه من ناحية : تقع الحاور على قطر () 
الرئيسي » بينما کل عنصر من قطر 1 الرئيسي يساوي الواحد . إن إصلاح هذا الامر 


سهل ودلك باخراج مضروب من / مکون من مصفوفة قطرية 7 عناصر فطرها هي 
الحاور ,4 ..... ,2,4 . 


, ۵ ابر الخطي وتطبیقاته 
d |1 Held daê‏ )4( 
4ج اش ۱ 7 
و 7 
في الثال الا خیر» جمیع الحاور تساوي الواحد . في هذه الحالة» 2 هی مصفوفة 
الوحدة ولیس لهذه الملاحظة آية آهمية . لکن هذه الحالة استثنائية ومن العتاد أن یکون 
0 مختلفا عن L1‏ . 
كثيراً ما يكتب التحلیل الثلثي بالصورة 120 = 4 ۰ حیث العناصر القطرية من 
کل من 7,۲ وحدان و 7 هي الصفوفة القطرية للمحاور . 
من التفق علیه» رغم أن ذلك مربك» متابعة تمثيل هذه المصفوفة المثلثية العلیا 
الجديدة بالرمز 0 . كلما رأيت ۷ 1 فعليك أن تفهم من ذلك أن عناصر ‏ القطرية 


وحدان_بقول آخر کل سطر قد قسم على محوره . لذاء فان 1,1 تعاملان بالتساوی . 
مثال ذلك : 


||! | |! : 5 | | u. 


حيث تقع وحدان على فطري ۷ ,1 ويقع المحوران 2- ,1 فى 7 . 

ملاحظة ۲ ريما أعطينا انطباعنا عند وصف كل خطوة في طريقة الحذف. وهو 
أنه لایو جد لنا خيار لاجراء الحسابات بترتيب آخر . إن ذلك خاطىء . إن هناك بعضص 
الحرية وهناك 'طريقة کراوت 0:0 التي ترتب الحسابات بطريقة مختلفة قليلاً. ولكن» 
من المؤكد أنه لاتوجد حرية كاملة لأن اجراء مبادلة الأسطر بترتيب اختياري» في خطوة 
ماء قد يزيل الأصفار التي كونت في خطوة سابقة . بالاضافة إلى ذلك» لاتوجد حرية 
في الوضع النهائي المتعلق بالمصفوفات ۷ ,2 ,2 . إليك نقطتنا الأساسية : 

١‏ ط إذا كان يلارطمط = ۸, ,لا 1,2 = 4 حيث تمثل ا مصفوفة مثلثية دنيا بو حدان 
على قطرهاء وغثل نا مصفوفة مثلثية عليا بوحدان على قطرهاء وتمثل 2 مصفوفة 


الصفوفات وا محذف الغاوسي ۱ 


قطرية بعناصر غير صفرية على قطرهاء فان ,لا = ,لا , ر2 = ,2,,.آ- با . التحلیل 10 
والتحلیل لاا یعینان بصورة وحيدة بالصفوفه ۸. 
البرهان تمرین سيد لعکوسات الصفوفات فی البند التالی . 


مبادلة الأسطر ومصفوفة البادلة 

سنقابل الآن مسألة كنا قد استبعدناها : العدد الذي نری استخدامه کمحور 
يمكن أن یکون صفراً. يمكن أن يقع ذلك في وسط الحسابات ومن المکن أن یظهر في 
الندء (عندما یکون 0ه .6 . اليك مثالا شهلا لذلك : 


0۱ 
دم 


4 
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0 2 
| 3 4 

















الصعو بة واضحة ؛ لايو جد مضاعف للمعادلة الا ولی يمكنه حویل العامل 3 إلى 
صفر . العلاج كذلك واضح . إنه البادلة بين العادلتین ۰ حیث ينقل العامل 3 ليقع 
موقع المحور . في هذه الحالة السهلة تکون الصفوفه مثلثية علیا مباشرة 

3u + 4۷ ع‎ 6 

2۷ < 6 

ويمكن عندئذ حل النظام بصورة مباشرة بالتعویض التراجعي 

لکی نعبر عن ذلك بلغة المصفوفات» علینا أن نحد مصفوفة البادلة التی تنجز 
البادلة بين السطرین . انها الصفوفه : 


1 10 
5 ادم 


فاذا ضربنا بهذه المصفوفة فانه يقع التبادل بين السطرين : 


=? ۸۱ 2|-3 4 


05 الجبر الخطي وتطبیقاته 

للمصفوفة م التأثير نفسه على ط؛ فهي تبادل بين ,۵,,ه؛ يأخذ عندها النظام شكله 
الحديد ۴ = ۳۸۰ لم يتغير موضعا المجهولين ۷, » عند المبادلة بين السطرين . 
ننتقل الان إلى حالة آکثر صعوبة . لنفرض أن ۸ مصفوفة من النوع 3×3 


0 a 65 
A=| 0 0 باع‎ 
# #8 ل‎ 





إن وقوع صفر في موضع الحور يثير إحتمالين : إما أن يكون من السهل إصلاح 
المشكلة القائمة أو أن تکون الشكلة آکثر جدية . یقرر هذا الأمر بالنظر إلى ما تحت 
الصفر . إذا وجد تحته» وفي العمود ذاته» عنصر لایساوی الصفر آجرینا مبادلة بين 
الأسطر لیصبح العنصر غير الصفري هذا هو الحور الطلوب وتتابع عملية الحذف 
طریقها من جدید"". 
في الحالة التي نحن بصددها »كل شىء یتعلق بقيمة @ . ادا كان 4-0 فان 
المسألة تشكل معضلة وتدعى عندئذ المصفوفة مصفوفة شاذة وليس هناك أمل بحل 
و ما إذا كان 40 فان المبادلة بين السطر الأول والثالث ينقل 4 إلى موضع المحور 
وبذلك تكون الخطوة الأولى قد انتهت . لكن في موضع الحور التالي صفر أيضاً. 
لعدد » یقع الآن تحته (» الواقعة أعلاه غير مستخدمة) وإذا لم يكن ه صفراً» فان الأمر 
یحتاج إلى مبادلة أسطر آخری. المبادلة الأولى و وهذه البادلة الثانية ووم تنفذان 
بواسطة المصفوفتين : 
1 0 | 
۰ ۱ 0 0 


0 1 0 








0 0 [3 
lO 1 0۱ و‎ P= 
1 2 8 


يكن ایجادهما بحيلة بارعة إذا ماضربنا بها مصفوفة الوحدة . مثلا, ۴ =1, ۶ 
تنتح مصفوفة الوحدة عبادلة بين السطر الأول والثالث . 


(۱) عملا تجري أيضاً مبادلة أسطر عندما یکون الحور الاصلي قريب من الصفر - وكذلك إذا لم 
يكن مساوياً الصفر . إن اختیار محور كبير يصغر خطأ التدوير. 


الصفو قات والحذف الغاوسي ا ا 


نقطة أخرى : توجد مصفوفة مبادلة تقوم بالبادكتن السطریتین معاً. انها حداء 
مصفوفتی البادلة ( ,5 تعمل أولاً !) : 
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| 0 0 0 0 
0 0 0 =1 0 0| =P. 
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مسرم 




















لو أننا عرفنا ذلك» لضربنا مصفوفتنا بالصفوفة ‏ من آول الأمر . لذا فانه لن 
يكون في الحذف صعوبة مع ۶۸4+ ليس هناك سوى الترتيب الأصلي السيء الحظ . 
بالترتيب الصحيح للأسطر نصل فعلا إلى الشكل المثلثي » 





۴ de Ff 
هی فعلا مثلثية‎ PA < | 0 6 5 
1 O 0 اخ‎ 








فعلاً إن کون هذه المصفوفة مثلثية» وقع صدفة؛ غالباً مايوجد حذف يساري 
يجب عمله . لكن النقطة الأساسية هي : إذا أمكن للحذف أن يتم بمساعدة مبادلات 
سطرية» فانه يمكننا أن نتصور أن هذه المبادلات قد أجريت سابقاًء لتنتح ۰7۸ وان هذه 
الصفوفة لم تعد بحاجة لبادلات سطرية . يعمل الحذف مع جميع الأسطر وهي الآن 
في وضع لاتقع فيه أصفار في مواضع الحاور . بقول آخر» تقبلت 74 التحليل العتاد 
ا مضروبة ب 'ا . يمكن تلخيص نظرية غاوس فى اخذف كمايلي : 

١-ى‏ فى الحالة غير الشاذة» توجد مصفوفة مبادلة 7 تعيد ترتيب آسطر ۸ بحيث 
لاتقع أصفار في مواقع الحاور . في هذه الحالة : 

() للنظام م- ۸۰ حل وحيد . 

(۲) يحصل عليه بالحذف مع مبادلات سطرية . 

(5)إذا آعید ترتیب الاسطر مسيقاء فانه يمكن ليل 7۸ بالصورة 1۷0 . 

فى الحالة الشاذة لا توجد إعادة ترتیب تنتج مجموعة كاملة من الحاور . 


لاحظ أن لصفو فة مبادلة ‏ آسطر مصفو فة ال و حدة ذاتها بترتیب ما. فى ال حقيقة 
5-1 أبسط مصفوفة مبادلة (إنها لا تجرى أي مبادلة) . ان جداء مصفوفتی مبادلة هو 


۵ اخبر الخطي و تطبیقاته 


مصفوفة مبادلة آخری . إنها ليست تبديلية : الجداء ,م ,۰۳ حيث ضربنا باتجاه 
معاکس لا فى المثال آعلاه يؤدي إلى مصفوفة ۴ مختلفة . 

ملاحظة عليك الانتباه مع 1. افرض أن الحذف طرح السطر الأول من 
السطرالثاني فأوجد 1,,=1 . ثم افرض أنه بادل بين السطر الثاني والسطر الثالث . إذا 
اجریت هذه البادلة قبل » فان الضروب يتحول إلى اسر فی وديم ۹ 

مثال ۱ 
4 1 
0 0 
3 0 


و تسس 


سس ټم بل 
سم ري تا 
سم رل یب 


A = 




















1 
3 
8 


سم سم ۵ 


1 
۱ 
3 


بمبادلات سطرية نستعيد 10 لکن الان 2ع,ا, ار[ : 


1 0 ۱ 
]1 0 1 








1 0 0 
PA =LU ,P=|0 0 ۱ 
0 ۱ 0 

الخلاصة : إن نظاما جیدا للحذف الغاوسی یحتفظ بتسجیل الصفوفات , نا ,1 
م. تحمل هذه الصفوفات العلومات التی آتت بالأصل من ۸-و تحتفظ بها بشکل آکثر 
قابلیه للاستخدام . إنها تسمح بحل النظام ۵ = عه من خلال نظامين مثلثيين . إنها 


الکافیء العملی للحساب الذي نريه فیما بعد -لایجاد معکوس مصفو فة وحل النظام 
سب ۰ من 


۱-۵-۱ متی تکون مصفوفة مثلثية علیا غير شاذة ؟ 
۲-٠-١‏ من أجل الحذف. أي مضاعف للسطر الثاني یطرح من السطر الثالث 


(۱) قال لى بعض البریین : إذا وقعت ۴ بين 0 و ا » فان ذلك یبقی ا-, و لکن ذلك متأخر جداً . 


5-6-١ 


۷-۵-۱ 


المصفوفات والحذف الغاوسي هه 














ماسيكون الحور ؟ هل هناك ضرورة لبادلة سطرية ؟ 
إضرب المصفوفة ۱۳۰6۰۱ £ = 1 الظاهرة فى المعادلة (5) بالمصفوفة 
۴1 6 الظاهرة فى المعادلة (۳) . 
3[ | 
2 
ت 


إضرب أيضاً بالا تجاه العاکس . ما هى الأجوبة ولماذا كانت كذلك ؟ 


0 l100 
۱۲ 58: 1-2 1 Ol 
1 | 
: طبق الحذف لتحصل على 1 ,ا من أجل كل من الصفوفات‎ 


520 نس نس 














حلل 4 بالصورة 17 واكتب النظام المثلثي الاعلی ء = ×0 الذي يظهر 
بعد امحذف» من أجل : 

















أوجد E‏ ,ة ي ,£ إذا كان : 


ا 
)17 دم 


أوجد الجداءين 16۴ , ۴6۸ (حيث آهملت الأصفار فى المصفوفات 
المثلثية العليا) 


سرت د هت 
رات ت 





۸-۵-۱ (برهان آخر للعلاقة 7= 4) ينتج السطر الثالث من عن السطر الثالث 
من ۸ بطرح مضاعف للسطر الأول ومضاعف للسطر الثاني (من ۱0) : 
السطر 3من 0 = السطر 3 من ۸- ,:7(السطر الاول من 0)-./(السطر 
2 من ) . 

(1) لاذا طر.حت آسطر من ۷ ولیست آسطرآمن ۴۸ اطواب لانه قد 
استخدم سطر محور . . . . 

(ب) العادلة الواردة آعلاه هي العادلة التالية نفسها 

السطر ۳ من 4= ,,/(السطر ۱ من ۷)+,/(السطر ۲ من ۱+60 (السطر ۳ 


من ) 
أي قاعدة فى ضرب الصفوفات ( فى ۱-د) تعطی اما جداء السطر ۳ 
من .1 في ؟ 


الأسطر الأخرى من 11 تتوافق بصورة مشابهة مع آسطر ۸ . 
٩-۵-0‏ () تحت آی شروط تکون ۸غیر شاذة |ذا کانت ۸ هی اداء 




















0 #4 ) ۵ 0 1 
8 1 0 وه 0 1 ۸-۱-1 
FEF‏ 0 1۱0 4 [ 1 0 
(ب) حل النظام ۸- ۸۰ منطلقاً من طا < م1 : 
۰0 ۱ 0۱۱۶ 0 ) 
SUIS‏ | مت || | 1- 
kw 1‏ ك 5 














٠٠-٠-١‏ () لماذا نآخذ بصورة تقريبية ۸/2 من خطوات ضرب - طرح لحل كل 
من © = Ux‏ , 8 ع م] 


(ب) ما هو عدد الخطوات التي يستخدمها الحذف من أجل حل ٠١‏ أنظمة 


۱ ۱-۵-۱ 


۱۲-۵۱ 


۱۲۳۳-۵-۱ 


۱-۵-1 


۱ 6-۵-۱ 


۱-۵-۱ 


۱۱-۵-۱٩ 





الصفوفات وا ذف الغاوسي ۷ 


بمصفوفة العاملات ۸ نفسها وهی من النوع 60X60‏ ؟ 
حل النظام التالی دول أن جر ی الضرب 7 لایحاد ۸ : 


2 & ۱ 4 4 2 
0 ]ع ]| 21۷۷ 1 0 
3 ير || 1 0 0 


كيف تمكنت » من تحليل ۸ على صورة جداء ۰۷/1 جداء مصفوفة مثلثية 
عليا بمصفوفة مثلثية دنيا ؟ هل هذان المضروبان مطابقان للمضروبين فى 
احداء A = LU‏ ؟ 


حل بالحذف وباستخدام مبادلات سطرية عند الضرورة : 


سوم وان تا 














۷ + تير‎ = 0 u + -ح 2۷ + برك‎ 2 
u +=) و‎ A - V+ 3W = 2 
u+v+w = [1 1۷ + ۱۷ =] 


أي مصفوفة مبادلة نحتاج لذلك ؟ 

اکتب مصفوفات البادلة الست من النوع 3×3 با في ذلك 7-م. آظهر 
معکوساتها التي هي أيضاً مصفوفات مبادلة ‏ إنها تحقق 1=" مم وتقع 
فى القائمة ذاتها . 

أوجد التحليل 121 = 84 (وتحقق من ذلك)لكل من 














ح نانم 
سم ے درا 


| 
1 
4 


لا له سب 


1 
2 
۱ 


آوجد مصفوفة غير شاذة من النوع 4*4 تحتاج إلى ثلاث مبادلات سطرية 
لتبلغ نهاية الحذف . اجعل الثال مصفوفة مبادلة» إذا كان ذلك مکناً. 


بسبب تفضيل اطبریین فیمایتعلق بترتیب ۰1۳0 تجرئ البادلات 























۱ + 1 | 1 1 | 0 011 I i 
۸4-۱1 1 10-<0م<|2 0 اب-3‎ 0 1۱0 3 6۱ 
2 5 8 0 3 6| 0 1 0۱0 0 2 


0۸ ابر الخطى و تطبیقاته 


ماهی ا فى هذه الحالة ؟ على نقيض 7 = 84 والثال الذي ورد بعد 
5 کو ای بأمکنتها ( ,را هی 1 و ,با هی 2) . 

۱۸-٠-١‏ إذكر أي نظام ما يلى يكون شاذاً وأيها يكون غير شاذ» وأي منها ليس 
له حل» حل واحد أو عدد غير منته من الحلول : 


1 < مير + ۷ =0Û‏ ۷ - ۷ 2= ۷ - ۷ 
1 - ۱+۲۷ و 0= ۷ - ۱ و 2= ۷ - نا 
1 - بن + u‏ 0 > ۷ - نا 2 - ۷ - نا 
۱۹-۵-1 ماهي فيم © , 5, © التي تؤدي إلى مبادلات سطرية وما هي التي جعل 
الصفو فتن شاذتين؟ 
52 2 ۱ ا 8 
lii‏ و 











۱-۱ العکوس والمنقول 

معکوس مصفوفة من النوع ©« هو مصفوفة آخری من النوع ۸×۸ . إذا 
كانت المصفوفة الاولی ۰۸ فاننا غثل معکوسها بالرمز 4-1( یلفظ معکوس ۸) . الخاصة 
الاساسية سهلة : إذا ضربت ب 4 ثم ب ۰۸۰ فانك تعود إلى ما انطلقت منه : 


إذا كان ط= ×۸ فان ×= ۸ 


لذاء فان ×= ۰۸۸ جداء المصفوفة 4 بالمصفوفة 47 يساوي مصفوفة الوحدة. 
لكن ليس لكل مصفوفة معكوس . تبرز المشكلة عندما يكون ×4 صفراً» لكن × لايساوي 
الصفر . ينقلنا المعكوس من ×4 إلى . لاتوجد مصفوفة إذا ضربت بمتجه صفري تعطي 
متجها غير صفري فى هذه الحالة "4 لن تكون موجودة. هدفنا تعريف المعكوس 
وحسابه واستخدامه في الحالة التي يكون نها مو ودا ومن ثم التعرف على 
الصفوفات التي لها معكوسات . 





آي ك تکون الصفو فة ۸ قايلة للسکس. |ذا وجدت مصفوفة 8 تحقق کلاً من 
العلاقتین 1= 8۸ ,۸8-1 . پو جد على الاکثر مصفوفة واحدة مثل 8 تدعی معکوس ۸ 
مکل بالرمز 5ه : 
AAS AA‏ 010 
ملاحظة (۱) لايمكن أن يكون لصفوفة معکوسان مختلفان لأنه إذا کان 1 = 8۸ 
و ۸0-1 فاننا نجل : 
(AC) = (BA) C = C.‏ 8 = 8 
إذا وجد معكوس يساري ومعکوس يميني (8 مضروبة من اليمين و © من اليسار) 
اا اوا 
ملاحظة (۲) معکوس ۸۱ هو ۸ نفسها. إنهما يحققان العادلة )١(‏ . 
ملاحظة (۳) مصفوفة من النوع 1×1 قابلة للعکس عندما لاتکون صفراً : إذا 
كان [۸] ۸ فان [1/۸] -"4. يكن کتابة معکوس مصفوفة من النوع 2×2 یصلح 
لجميع مصفوفات هذا النوع (شرط أن لایکون »۵ ۰4 صفرا) : 


و9 a ۱:۸۰ 1 fd‏ 
له © زعم علو 4 6 


ملاحظة (5) المصفوفة القطرية قابلة للعكس عندما لايكون آحد عناصر قطرها 
dı‏ 


إذاكان 
4 








۳ ۸ < 


1/4 | 





ملاحظة (۵) الصفوفة | | | |- ۸ ذات النوع 2×2 غير قابلة للعکس . عمودا 
جداء ۸ ×8 متساویان حتماً ولا یکن أن یکونا عمودین فى ۰7 اللذین هما مختلفان . 


.1 اخبر الخطي و تطبیقاته 


(سنری سبباً آخر أفضل من هذا لكون المصفوفة ۸ هذه غير قابلة للعكس). 

عندما تكون مصفوفتان قابلتين للجمم. فانه لايمكننا أن نعمل كثيراً فيما يتعلق 
بمعكوس 4+8. يكن أن يكون المجموع قابلاً للعكس أو لايكون بصورة مستقلة عن 
قابلية العكس لكل من ۸و 8 . بالقابل» يعتبر معكوس جدائهما 48 قاعدة أساسية في 
حساب المصفوفات . يقع الأمر ذاته للأعداد العادية : من العسير تبسيط ۱( 0+ ). 
بینما يكن تجزئة 1/00 إلى 1# × 1/6 . لكن من أجل المصفوفات» يلزم أن يكون 
ترتيب المضاريب صحيحاً إذا كان ر= :48 فان ر "4 = :8 و «۸" 8= + الأمر الذي يبين 
أن المعكوسات تظهر بترتيب معاكس . 

١ي‏ خداء مصفوفتين قابلتين للعكس معكوس . هو جداء معکوسی هاتين 
الصفوفتین بترتيب معاكس . 

A‏ وروي انه 

البرهان . لكي نبرهن أن :874 هو معكوس ۰۸9 

الخاصة التجميعية لحذف الأقواس : 


(AB) ار ای‎ )= ABB ۸۱ - ۸۱۸۲-۸۸۲ =1 





لي کل جداء هما ونستخدم 


8-3 لمق دقع A‏ 9۱ ووو ( ۸ ۱ع) 

قاعدة مشابهة صالحة من أجل ثلاث مصفوفات أو آکثر : 

ار ره اس وريدم 

لقد رأینا تأثیر تغییر الترتیب منذ قليل عندما عکسنا الصفو فات الأولية 6 ,۳ ,2 
في الحذف لنعود من جدید من "۷ إلى ۸ . في الا جاه التقدمي 6۴۴۸ هي 17 . في الاتجاه 
العاکس "0" ۶ ع = ا هي جداء العکوسات . با أن © هي آخر مایطبق على ۸ فان 
تأتی آولا. 

يكن ضرب معادلة مثل 17- 6۴۴۸ بالمصفوفة ۱ © (من الیسار) أو بالصفو فة ۸۱ 
(من الیمین) أو بالصفوفة 7 (في کل من الطرفین) . إذا احتجنا ل ۸ فانه يكن أن 
یدعی آنها 6۴۴" 1 . رجاء تحقق أنه من السهل بیان خطأ ذلك . 


حساب ' ۸ 

لننظر فى المعادلة ۸۸۲-1 . إذا أخذنا عموداً في كل مرة» فان هذه المعادلة تعين 
من مصعو فه الو حدة 6 = تنك . بصوره مشابهه © ۸,2 بر < Ax,‏ التجهات » هي 
اتید ۲ فى مثال من النوع 3 ۰ XA"‏ ۸ هی 1 


00 


© 62 3 


























بپ س ي 


۱ 
- | 0 
0 


لذاء يكون لدينا ثلاثة أنظمة معادلات (أو ۸ نظاماً) لكل منها مصفوفة العاملات 
۸ذاتها . الأطراف اليمنى تختلف » ولكن من الممكن إجراء الحذف على جميع الأنظمة 
فى الوقت ذاته . نسمى هذه الطريقة طريقة غاوس-جوردان . 007000 68155 . عوضا 
عن التوقف عند نا والانطلاق بالتعویض التراجعی» نتابع بطرح مضاعفات سطر من 
الأسطر التی تعلوه لنحصل على آصفار فوق القطر كما حصل تحته» وعندما نتوصل 
إلى مصفو فة الوحدة نکون قد وجدنا 4 . 

المثال التالی یحتفظ بالأعمدة ,»,,»,» ویعمل على أسطر ذوات ستة عناصر : 


مثال لطريقة غاوس - جوردان لایجاد " ۸ 











۱ 8 ۵ 1 1 1 ° 
10 0 0 6 4 |ع[یه جع به ۸] 
از 4 :له فد FES‏ و 
FT 4 0‏ } 4 # 
0 1 2 2 8- 0 اک 
٩ 5 FT ۱ ۷ 11‏ 
f 1 0 0 ۱‏ 3 
755 ادا 0 1 فد 22 فى ز ات 
1 1 كك 1 GE‏ 1 








3 اخبر اخطي و تطبیقاته 


بذلك ينتهي الحذف التقدمي . في المصفوفة الأخيرة» تعطى الأعمدة الثلاثة 
الأوائل المصفوفة المثلثية العلیا المعتادة ۲ . أما الأعمدة الثلاثة الأخرى التى هی الأطراف 
اليمنى الثلاثة وقد هيئت من أجل التعویضالتراجعي» فانها تكون المصفوفة "1 نفسها 
(إن ذلك نتيجة تطبيق العمليات الأولية على مصفوفة الوحدة : 0-0 . النصف 
الأول من الحذف انطلق من 4 إلى ۰۷ والآن يذهب النصف الثاني من ا إلى 1 ۰ 


محدثاً أصفاراً فوق الحاور في الصفوفة الأخيرة وهکذا نصل إلى ' ۸ 








ع = كل فا 85 3 
8 8 8 ۱ 
2 3 4 0 8 0 
۱ 3 لكت 1 0 0 
6 5 ۱ 
وه ی 0 ۱ 
6 ۰ 16 16 ۲ 
زگ اتا کے ه35 گے 0 1 0 ای 
8 8 5 
| ۱ ۰-1 1 0 0 


في الخطوة الأخيرة» قسمنا على الحاور . تحولت مصفوفة العاملات الواقعة 
في النصف الأيسر إلى مصفوفة الوحدة. با أن ۸ تحولت إلى / ۰ فان العمليات ذاتها 
على النصف الاین تحول / إلى ۸۳ . بذلك نکون قد حسبنا العکوس . 

ملاحظة من أجل الستقبل : يمكنك أن تلاحظ الحددة 16 - الظاهرة في القامات 
في "۰۸ |نها جداء الحاور (1) (8-) (2) وهي تدخل في النهاية عندما نقسم الاسطر على 
اسان 

رغم أن هذا نجاح في حساب "۸ فانني لاأنصح بذلك . إنني آقبل أن المعكوس 
يحل = ×4 بخطوة واحدة بدلاً من إثنتين : 


۲-۸۵ عو ضا عن 0-6 , (- 16 

یکننا أن نذهب إلى آبعد من ذلك ونکتب «ا1ع »و ۲2۷-۷۳۱۵ . لکننی 
لم آکتبه بصورة مفصلة» وفي الحسابات الحالية لن نکون الصفوفتین ۷7۸ . سیکون 
هناك تبذیر في الوقت لأنه سیکون علینا أن نجري العملیات التي عددها ۳/2« نفسها 
لضرب ء ب "0 أو ط ب "1 . ملاحظة مشابهة تطبق علی ۸۲ ؛ 

بحتاج الضرب 45 إلى « خطوة . إنه الحل الذي نبغیه ولیست جمیع عناصر 
العکوس. 

ملاحظة ۱ : خارج عن الغرابة؛ سنقوم بتعداد العملیات الضروریه لایجاد ۸۳ . 
إن التعداد العتاد یعطی من أجل کل طرف أيمن جدید *” عملية نصفها من أجل الحذف 
التقدمی ونصفها ال خر من أجل التعویض التراجعي . لذا فمن أجل ” من الا طراف 
الیمنی الختلفة نحتاج إلى ” من العملیات » بالاضافة إلى 7/3 « من أجل المصفوفة 
۸ نفسهاء فیکون الجموع 3/ 4 . 

هذه النتيجة» مع ذلك» عالية نوعاً ماء وذلك بسبب الشکل الخاص للاطراف 
الیمنی ». في الحذف التقدمي سیکون التغيير ضرورياً فقط » تحت العدد واحد الذي 
یشغل الوضع رمن العمود . هذا الجزء مکون من ز. ‏ مركبة فقط لذا فان التعداد من 
أجل » قد تحول فعلاً إلى 20/2 *). إذا جمعنا من أجل كل زفان الجموع التعلق 
بالحذف التقدمي سيكون 7/6 . هذا العدد يجب أن نضيف إليه : ۸/3 وهو عدد 
العمليات التى طبقت على ۸ بالاضافة إلى (272) « عدد العمليات الضرورية خطوات 
التعويض التراجعی التي تؤدي في النهاية حساب قيم ۰ سواء أجري ذلك بشكل 
متفرق أودفعة واحدة في طريقة غاوس -جوردان . ويكون عدد العمليات الكلي اللازم 
لحساب "4 هو : 
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إن هذا العدد منخفض بصورة واضحة . فى الحقيقة با أن ضرب مصفوفتين 
مربعتين من النوع ۸ یحتاج إلى 3 خطوة فان عدد العمليات اللازمة لحساب 42 هو 
العدد نفسه الضروري لحساب "4. يظهر هذا الأمر وكأنه غير معقول (إن حساب۸ 
یحتاج» كما یظهر لناء إلى ضعفي ذلك) . في جمیع الا حوال (ذا کانت ۸۱ غیر 
ضروریه فانه يعضل عدم حسابها . 

ملاحظة ۲ : في حسابات طريقة غاوس ‏ جوردان قطعنا قدماً الطریق كاملا 
المؤدي إلى ۰۷ قبل أن ننطلق إلى الجهة العاکسة لاحداث آصفار فوق القطر . ان ذلك 
يشبه الحذف الغاوسي» لکن تراتیب آخری ممكنة . كان بامکاننا استخدام الحور الثاني. 
لایجاد صفر فوقه كما هو الحال تحته . ولکن ذلك بطيء . في ذلك الوقت كان السطر 
الثاني ممتلئاً فعلا» لأنه كان يحتوي قبل النهاية أصفاراً نتجت عن البادللات السطر ية 
الصاعدة إلى الاعلی » حیث أخذت مکانها مسقا 


قابل للعکس = غير شاذ 

أخيراً نرید أن نعرف ماهي الصفوفة القابلة للعکس وما هی المصفوفة غير القابلة 
لذلك . إن هذه المسألة مهمة جداً لدرجة أن لها جوبة متعددة . بالفعل» كل فصل من 
الفصول الخمسة القادمة سيعطي طريقة لاختبار قابلية العکس مختلفة (لکنها مكافئة) . 
و يكن في» بعض الاحیان. أن تمتد الطريقة لتشمل الصفوفات المستطيلة والعکوس 
من جهة واحدة ؛ الفصل الثاني یتطلب ضرورة کون الأسطر مستقلة خطیاً أو الأعمدة 
مستقلة . الفصل الثالث یعکس 474 أو 447 تتعرض بقية الفصول فقط للمصفوفات 
الربعة وتنظر فقط في تلك التي محددتها لاتساوي الصفر أو ذات القیم الخاصة غير الصفرية 
أو ذات الحاور غير الصفرية. الاختیار الأخير هو الذى استخدمناه فى عملية الحذف 
ونريد أن نبرهن (في عدد قليل من المقاطع النظریة) أنها طريقة ناجحة . 

لنفرضص أن هناك مصفوفة ذات مجموعة كاملة من الحاور - انها بالتعريف 
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غير شاذة (نذکر من جدید أن الحاور ليست أصفاراً . ) تعطی العادلة 44-7 « نظاماً 
منفصلاً »= ۸۰ من أجل أعمدة ۰۸ ويمكن حلها_بالحذف أو بطريقة غاوس- 
جوردان. يكن أن يكون هناك ضرورة لبادلات سطرية » لكن أعمدة ۸۳ هي 
الوحيدة التي تتعين . بقول دقيق » علينا أن نبين أن المصفوفة “4 بهذه الأعمدة 
هي أيضاً 

معكوس -يساري . حل ۸۸-1 يؤدي بالوقت ذاته إلى حل 44-17 » لکن كيف 
يجرى ذلك ؟ ليس ذلك مسألة تافهة . إحدى الطرائق تنتظر الباب الثانى : معكوس 
من جانب واحد لمصفوفة مربعة هو بصورة آلية معكوس من جانبين . لکن » يمكننا أن 
نعمل دون الباب الثاني بملاحظة بسيطة : كل خطوة في طريقة غاوس - جوردان تقوم 
على عملية ضرب من اليسار بمصفوفة أولية. لقد استخدمنا ثلاثة أنواع من المصفوفات 
الأولية : 

 رطسلا ع لطرح مضاعف / للسطر زمن‎ )١ 

۲ م للمبادلة بين السطرین و ز 

۳ « (أو ") لتقسیم جمیع الأسطر على محاورها . 

طريقة غاوس ‏ جوردان هي في الحقيقة متتالية ضخمة من عملیات الضرب 
الصفوفی : 

/< ال ل 0( 

هذه المصفوفة الواقعة داخل القوسين عن يسار ۸هي » بالبداهة معكوس يساري . 
إنه موجود وإنه يساوى المعكوس الأيمن وفق الملاحظة )١(‏ لذا كل مصفوفة غير شاذة 
قابلة للعكس. 

العكس صحيح أيضاً : كل مصفوفة قابلة للعكس هي مصفوفة غير شاذة. إذا 
كانت 4 قابلة للعکس ۰ فان لها ” محوراً. ذلك واضح في ال حالة القصوى : اذا كان له 
معكوس» فمن غير الممكن أن يكون فيها عمود كله آصفار . (لايمكن آبدا للمعكوس 
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أن ينتج عموداً من مصفوفة الوحدق بضربه بعمود صفری) . فى الحالة الاقل تطرفاًء 
نفرض أن الحذف انطلق من مصفوفة قابلة للعکس ۸ لکنها محطمة مثل : 


اج ل ع نو 46 





0 & . ۶ 

: 5232 
اع 0 0 6 اعد A‏ 
د ع ل) Û‏ 1 
UZ‏ 0 0 


لايمكن أن يكون لهذه المصفوفة معكوس مهما كانت الأعداد: . أحد البراهين هو 

استخدام عمليات عمود (للمرة الأولى) لجعل جميع عناصر العمود الثالثت 
أصفاراً. بطرح مضاعف مناسب للعمود ۲ ثم مضاعف مناسب للعمود ۱ (من العمود 
۳ نصل إلى مصفوفة غير قابلة للعکس فعلاً . لذاء فان الصفوفة الأصلية غير قابلة 
للعكس » نقع هنا في تناقض . عندما ننطلق بمصفوفة قابلة للعکس. فانه لايمكن 
للحذف أن یفشل . 

الحذف یعطی اختباراً موثوقاً لوجود"۸ : يجب أن یکون هناك ۸ محوراً. 

تكون مصفوفة مربعة قابلة للعكس إذا وإذا فقط كانت غير شاذة. 

سيستخدم الفصل الثانی عمليات سطر على 4 ليحصل على سطر أصفار وعلى 
النتيجة ذاتها . من أجل بعض الأطراف اليمنى لايكون للنظام = ×4 حل . من أجل 
مصفوفة قابلة للعكس » يوجد دائماً ا لحل الوحيد 478 = × 





النقول 
نحتاج إلى مصفوفة آخری وهی سن الحظ أبسط كثيراً من العکوس . تسمی 

هذه الصفوفة منقول ۰4 وتمثل بالرمز "۸ . آعمدتها على الترتيب أسطر 4 السطر ذو 
الرقم : من 4 يصبح العمود ذا الرقم في ۸. لذا فإنه يكن تكوينها دون أية حسابات : 
0 2 


ادا كان : ۱ = فان 1 1 


۸ = 
74 0 0 3 
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بالوقت ذاته » أعمدة ۸ تصبح أسطراً للمصفوفة ۰۸۲ إذا كانت ۸ مصفوفة من 
النوع ۸× ۷ فان "4 من النوع × ۸ . إن التأثیر النهائی هو قلب الصفوفة حول قطرها 
الرئیسی بحیث ينتج العنصر الذي يقع في السطر : والعمود رمن ۸ عن العنصر الدي 
یقع في السطر زوالعمود افي ۸ : 





00) 


إن منقول مصفوفة مثلثية دنيا هو مصفوفة مثلثية عليا وان نقل ۸ يعيد إلينا ۸. 

لنفرض الآن أن لدينا مصفوفتين 8و 4 فاذا جمعناهما ثم نقلنا الناتح فاننا نحصل 
على الشيء ذاته فيما لو نقلنا آولا ثم جمعنا : "( ۸+8) هو "4+8 نفسه . لکن ليس من 
الواضح ماهو منقول الجداء 48 و منقول المعكوس 4۱ إليك القانونين الأساسيين في 
هذه الفقر ة : 


ام (۱) منقول 48 هو ۸" 48('=8) 
(۲) منقول العکوس هو '(”4) = (۸) 


نلاحظ أن القانون التعلق ب"(48) يشبه القانون التعلق ب (۰)۸8 فى كل من الحالتين 
نقلب الترتیب ونحصل على "8"4 و 4 8. لقد كان البرهان التعلق بالعکوس سهلا 
ولکن الأمر یتطلب صبراً غير طبيعي من أجل نقل امحداء . السطر الأول من (۸۸) 
هو العمود الأول من 48.» وهذا يعني أن أعمدة ۸ قد حملت بالعمود الأول من 8 . اذا 
بقينا مع الأسطر فان ذلك یکافیء أسطر 47 محملة بالسطر الأول من "8 وهذا بالتأكيد 
هو السطر الاول من "84 . 

الأسطر الأخری من (48) ومن 787 8 هی أيضاً متفقة 


مثال 























لكي نتوصل إلى القانون التعلق ب ۰0۸ ننطلق من العلاقتین 1= ۸۱۸و 
1= "44 و نأخذ النقول لكل من هاتین العلاقتین . من ناحية أولى ۰1-1 من ناحية ثانية 
نعلم منقول حاصل الضرب من (۱). 
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وهدا یجعل '(4) معکوس 4 وبذلك نکون قد برهنا (۲) . 

بعد أن أقمنا هاتين القاعدتين يمكننا أن نقدم صنفاً خاصاً من المصفوفات› یحتمل 
أن يكون أهم صنف من أصنافها . الصفوفة ا متناظرة هي ا مصفوفة التي تساوي منقولها : 
۸= ۸. المصفوفة مربعة بالضرورة وكل عنصر فيها يساوي نظيره بالنسبة للقطر الرئیسی 
أو بصورة أخرى : »= ه و إليك المخالين البسيطين : 


[؛ 5-16 د[ة 4]- 


لیس من الضروري أن تكون المصفوفة المتناظرة قابلة للعکس + ومن الممكن أن 
تكون مصفوفة صفرية . ومع ذلك إذا كانت 45 هوجودة فانها تكون متناظرة أيضاً . 
ينتج ذلك مباشرة من القانون (۲) الوارد أعلاه وذلك لأن منقول "۸ يساوي دوم 
(۸)؛ من أجل مصفوفة متناظرة يساوي ذلك اما ۸. لذاء فان ۸۳ تساوی منقولهاء 
في هذه اخالة» وهی متناظرة عندما تکون ۸ كذلك . 

نظهر الصفوفات التناظرة في کل موضوع تکون قوانینه موافقة لذلك : «لکل 
فعل ردفعل يساويه ويعاكسه» والعنصر الذي يعطي تأثير ؛ على زیکافیء الفعل الناح 
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عن تأثیر ز فی : بیش اون هل | التناظر في البند القادم عند دراسة العادلات التفاضلية . 
سنبقی هنا مع الحذف الغاوسي وسنهتم بمعرفة تأثیر التناظر . بصورة آساسية إنه يقطع 
العمل إلى نصفین . امحسابات لا فوق القطر نسخة عن الحسابات التعلقة با حته كما 
أن المصغوفة المثلثية العلیا ا تتعين تماما بالمصفوفة الثلثية الدنيا 1 : 


.4 210 ل اذا كانت 4 متناظرة وإذا كان من الممكن محلیلها على الصورة‎ ١ 
ولم يكن هناك تغییر أسطر یشوه التناظر. فان المصموفة المثلثية العليا نا هى منقول‎ 
. 4 المصفوفة المثلثية الدنیا 1 . يصبح التحليل لا‎ 


لبرهان ماتقدم نأخذ منقول 44-1210 يظهر المنقول بترتيب معاكس ليعطي 
7۲ -۸. با أن ۸ متناظرة فانها تساوي "۰4 لذاء لدينا الآن تحليلان ل4 وفق 
مصفوفة مثلثية دنيا في مصفوفة قطرية في مصفو فة مثلثية عليا ( .1 مصفوفة مثلثية عليا 
عناصر قطرها تساوي الواحد وهی مشابهة تماماً للمصفوفة ]). استناداً إلى ۰-۱ 
فان مغل هذا التحليل وحید . لذلك فان على" أن تكون مطابقة 1 0 . وهذا ما ينهى 
آل غات 


مثال ( ۸ متناظرة و (ا</1) 
۳ ]| 1 )1 د 
[ ۱0( 10 ۱2 8۱ ۵2 


بعد كل خطوة من الحذف. تبقی الصفوفة الواقعة فى القرنة الدنیا والیمنی متناظرة 
كما هى الحال بعد الخطوة الأولى ۱ 


3 
2 
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یقطع عمل الحذف» بصورة أساسية؛ إلى نصفين بسبب التناظر» من 73 0 إلى ۰ 6 7 


١-1-١ 


۶ -"-۱ 


1۱0 cosO | 


آوجد العکوسات (لاضرورة لأنظمة خاصة) للمصفو فات 


© - 2 ©وموء 2 2 0 
۸۰-7 , | - ۸۱ 








- ۸۰ ۲ 9 
() أوجد معکوسات مصفوفات البادلة 


3 ۵ 1 
1 0 01 
0 1 0 








0 O 1 
P=|0 1 ٩۱ و‎ P= 
1 0 Û 


(ب) فسر لماذاء من أجل مصفوفات البادلة» ”8 تساوی دوماً 8 وذلك 
ببيان أن الوحدان واقعة في المواضع المناسبة لتعطي ۳۳۲-۱ . 

من العلاقة =٤‏ ۸8 أوجد قانوناً ل"4.. قم بالأمر ذاته انطلاقاً من 

. PA =LÛ 

(أ) إذا كانت ۸ قابلة للعکس و ۸8-۸6 برهن بسرعة أن =٤‏ 8 . 
(ب) إذا كانت ۱ : 0 ۸ آوجد مثالا یکون من أجله ©4- 48 لکن 
#C‏ ۲ . ۱ 

إذا كان معکوس "۸ هو 8 برهن أن معکوس ۸ هو 48.. (لذاء تکون ۸ 
فابلة للعکس عندما تکون ۸ قابلة للعکس) . 


استخدم طريقة غاوس - جوردان لعکس 

















1 0 0 8 كه 2 0 0 | 
1[ 1 ۵ ات و۸ .1 2 IASG‏ 1 اد .۸ 
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ا با آوجد مصفوفة من النوع 2×2 غير 1-- ۸ و 4-1 بحیث یکون معکو سها 
مطابقاً لها : ۸2-7 


: برهن أنه لیس للمصفوفة | ! ! | معکوس وذلك بمحاولة حل‎ 2048-7-١ 
| 4 ۸ ۱11 8 
ا‎ TÎ ۱0 11 
عندمایفشل الحذف من أجل مصفوفة شاذة مثل‎ ٩-۷-۱ 


2 [ 
10 3 
= a م‎ 

0 0 


خخ 030 ت نت 
ها لب ص 


برهن أنه لايمكن أن تکون ۸ قابلة للعكس . جداء السطر الثالث من ۸۱ 
مضروباً 
ب 4» يجب أن یعطی السطر الثالث من 7- ۰۸۸ ماهو الباعث لهذه 
الااستحال؟ 
٠٠-٠-١‏ آوجد العکوسات (بأي طريقة مقبولة) للمصفوفات : 





1 0 0 
05 O 52 1 بات‎ ۲ 0 a 6 0 0 
10 0 2 0 _| 2 ظ‎ | ۸4 0 0 
TEES 6 لس‎ 1 210 0 a bT 
4 0 0 0 8 0 2 ۴ 6 4 
4 


: آوجد آمثلة 1 ۸,8 بحیث یکون‎ ١١-٠١-١ 
غير قابلة للعکس رغم أن 8, 4 قابلتان لذلك‎ ۸ +8 )۱( 
قابلة للعکس رغم أن 8, ۸ غير قابلتیر‎ 4 +8 )۲( 
. كل من 8+ 4, 8, ۸ قابلة للعكس‎ )۳( 





۷ 


اال 


ا 


۱ 2-1-۱ 


١-1-1 


١-1-١ 


من ۱۳۳ 


او 
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في الحالة الأخيرة» استخدم "4+ 8'=8 (8+ 4) "4 لبيان أن 

۸ قابلة للعكس أيضاً- وأوجد قانوناً معكوسها. 

ما هي خواص الصفوفة 4 التي تبقی محفوظة من قبل معکوسها (بفرض 
"۸ موجودة) (۱) ۸ مثلثية (۲) ۸ متناظرة (۳) ۸ ثلاثية الا قطار (4) جمیم 
عناصر ها آعداد صحيحة (۵) جمیع عناصرها کسور (یدخل فى ذلك 
الأعداد الصحيحة مثل 3/1). 


۱ | 
إذا كان | | - 4و 





۰ ا 8 احسب ۸ , ۸ ,۸۵,۸ 

(مهم) برهن» من أجل الصفوفات الستطيلة أن كلاً من ۸۸ , 447 
مصفوفة متناظرة دوماً . بين بمثال أنه يمكن أن لاتکونا متساويتين» أيضاً 
من أجل مصفوفات مربعة . 

برهن » من أجل اي مصفوفة مربعة 28 أن "8+ ۸-8 دائماً متناظرة وأن 
K=B-B‏ دوما متناظرة تخالفية . الأمر الذي يعني أن ۸-="۸. أوجد هذه 
الصفوفة إذا كانت | 7 ! |= 8 واکتب 8 كمجموع مصفوفة متناظرة 
ومصفوفة متناظرة تخالفية . 

(أ) ما هو عدد العناصر المستقلة فى مصفوفة متناظرة من الرتبة ؟ 
(ب) ما هو عدد العناصر المستقلة فى مصفوفةمتناظرة ‏ تخالفية من الرتبة::؟ 
(آ) إذا كانت 2100 ۰۸ بوحدان على قطري ۰1,0 ما هو التحلیل القابل 
ل ۸۳ ؟ لاحظ أن ۸,۸ (کمصفوفتین مربعتین بدون حاجة لبادلات 
سطریة) تشترکان بالحاور ذاتها . 

(ب) ما هو النظام المثلثي الذي يعطيه حل النظام ط= ر۸ ؟ 

إذا كان لا ,1= 0۸ ,2 ۸ برهن أن لات ا, ,20 ه, ,£= با . إذاكانت 


4 قابلة للعکس ‏ فان التحليل وحيد . 


۲۸-1 


آم 


اکاک 


ا 


۲۳-٦-۱ 


المصفوفات والحذف الغاوسی ۷ 
(أ) وضح المعادلة 1 ر 7 2 ,2ب ۱ £ وفسر لماذا يكون أحد الطرفين 
مصفوفة مثلثية دنيا بينما الطرف ال خر مثلثية عليا. 
(ب) قارن القطرين الرئيسيين فى هذه المعادلة ثم قارن العناصر غير 
القطرية . 
تحت أية شروط تتعلق بالعناصر » تكون 4 قابلة للعكس. إذا كان 
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اذا حققت المصفوفة ۸ ذات النوع 3 کون السطر ۱+ السطر ١د‏ 
السطر ۳ برهن أنه من غير المکن حل '[4 2 1 ]=× . هل ۸ قابلة 
للعکس ؟ 

احسب التحلیل التناظر "157 للمصفوفتین 
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إذا كانت 8, ۸ مصفوفتين مربعتين» برهن أن 1-48 قابلة للعکس إذا 
كانت 84- / قابلة للعكس . انطلق من : 84(8- 1 ) = (48- [) 8 


۱ - ۷ مصفوفات خاصة وتطبیقاتها 

سیکون آمامنا في هذا البند هدفان . الأول هو شرح حالة واقعية یظهر فیها نظام 
كبير من العادلات اخطبه . حتی الآن لم یذ کر هذا الکتاب أي تطبیقات من هذا النوع . 
فى الحقيقة » إن دراسة مسألة كبيرة وواقعية بصورة تامة » سواء فى الانشاءات الهندسية 
أو فى الاقتصاد. قد يقو دنا إلى متاهات عملية عميقة . لکن هناك تطبیق مألوف ومهم 

الهدف الثاني هو التوضیح. بهذا التطبیق ذاته» للخواص الاساسية التي تتمتم 
بها عادة مصفو فة العاملات . لیس من العتاد مواجهه مصفو فة کبيرة بحیث تظهر وكأنها 
قد صیغت بصورة عشوائية » بل سیکون على الأغلب هناك نموذج ظاهر للنظرة الاولی 
- غالباً مایکون نموذج تناظر فيه کثیرمن العناصر الصفرية . في هذه الحالة الأخيرة» لا 
كانت مثل هذه المصفوفة غير المكتظة تحوی عدداً من المعلومات يقل كثيراً عن ۰ لذا 
فمن التوقع أن تكون العمليات الحسابية الواجب اجراء ها أكثر سهولة من حالة مصفوفة 
مليئة . سوف ننظر بصورة خاصة إلى خواص المصفوفة ا حزامية وهي التي تتجمع فيها 
لعناصر غير الصفرية فى جوار القطر الرئیسی وذلك لرؤية تأثير مثل هذه الخواص 
على طريقة الحذف . في الواقع إننا سننظر في مصفوفة حزامية خاصة . 

يمكن رؤية هذه المصفوفة فى المعادلة (7). الفقرة التالية ستبين التطبيق . 

ینتج مثالنا عن إبدال مسألة متصلة بأخرى منقطعة . يكن للمسألة التصلة أن 
يكون لها عدد غير منته من المجاهيل (هى قيم () » عند كل ×) ولايمكن حلها بصورة 
صحيحة بالحاسوب . لذا سیجری حل ذلك بشكل تقريبى بوساطة مسألة منقطعة. 
كمسألة بسيطة ولكنها تبقى مسألة متصلة نموذجية» وقع اختيارنا على المعادلة التفاضلية 
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هذه المعادلة معادله تفاضلية خطية مجهو لها » وهی دات حد غير متجانس/. فى 
هذه المسألة كثير من الاعتباطية وذلك لأنه يكن اضافة تر كيب من الشکل :8+ © إلى 


الصفو فات والحذف الغاوسي ۷۵ 


حل » فیکون الجموع حلا آخر اذ أنه لیس للمشتقة الثانية للتر کیب +0+ © أي تأثير في 
العادلة . يكن إزالة عدم التعيين الناشیء عن الوسیطین 2 , © باضافة شرط حدي 
عند كل طرف من طرفي الفترة : 


(۲( u (0) =0, «(1) =0 


ينتج عن ذلك مسألة ذات قيمتين حديتين فى نقطتين . إنها لاتصف قضية خيالية 
بل تصف مثلاً حالة ثابتة لحادثة توزيع الحرارة في قضيب يقع أحد طرفيه في الدرجة 
الئوية 0 ويخضع إلى توزيع منبع حراري (۶6 . 

لنذکر أن هدفنا هو ايجاد مسألة منقطعة أو ذات عدد أبعاد محدود بقول آخر 
ایجاد مسألة جبر خطی . لهذا السبب لایکننا أن نقبل إلا عدداً محدوداً من العلومات 
حول » مثل قیمه عند النقاط التي تقع » فیما بینها» على آبعاد متساوية. 220 تناد × 
0 -:...., وسیکون أي نات حسابنا قیماً تقريبية #...... » للحل ا حقيقي عند هذه النقاط . 
لقد سبق أن أعطينا القيمتين الحقيقيتين 0= »,0 -» عند الطرفين (2+1) -1- + و 
ادع : 

السؤال الأول هو كيف تستبدل المشتقة ×4 /::47 ؟ با أن كل مشتقة هي نهاية 
قسمة فرقين »لذا يكن أخذ ذلك بصورة تقريبية والتوقف عند قيمة محددة للبعد / 
دون أن ندع #(أوعك ) يسعى إلى الصفر . من أجل المشتقة الأولى يوجد اختيارات 


متعدده . 


(۳۱ du _ u(x+h)- u(x) 5 u (x) - u (x - kh) أو‎ u(x +h) - 1 (x - f) 
dx i h 3 2h 


الاختیار الأخير هو المفضل عادة بسبب التناظر حول ×» في الواقع هو الأكثر دقة. من 
أجل المشتقة الثانية يوجد تركيب واحد فقط تستخدم فيه القيم عند الك × : 


4 ابر الخطي وتطبيقاته 


du _ u(x +h) -2u(x) + u(x -h) 


سوت 


1 hُ 

فتاز هذه الصيغة أيضاً بكونها متناظرة حول × . نعيد» إن الطرف الأيمن 

یقترب » في الحقيقة » من *05/* 4 عندما 0+ ۸ ولكن علينا أن نتو قف عندقيمة موجبة 
ل۸. عند نقطة نموذجية #[ - + من الشبکة» يستعاض الآن عن المعادلة التفاضلية 

=f )× (‏ ×4/ »ة 4 ۰ بهذه المعادلة المنفصلة المشابهة (4) ؛ بعد ضرب الطر فین ب ۸ مد : 





00 


4 Hy + ع ر رها دروو‎ 86 FOR). 
توجد » معادلة مشابهة تماماً لهذا الشكل واحدة لكل قيمة »......1 - ز. المعادلة‎ 
الأولى والأخيرة تحويان القيمتين ,,. و ,» وهما غير مجهولتین-|نهما يمثلان الشرطين‎ 
الخذييخ وقد نقلا إلى الطرف الأيمد للمعادلة ليقوها بدور الحد غير التجانس (آو علی‎ 
الاقل. يمكنهما أن يكونا كذلك إذا لم يكونا معروفين أنهما يساويان الصفر). من‎ 
)» -»,,( السهل فهم المعادلة (5) على أنها معادلة حالة  ثابتة حيث يتوازن التدفق‎ 
. الآتي من اليمين والتدفق (,,» - ») الاتي من اليسار مع الضياع (۸ :۸*6 في المركز‎ 
يكن تصور بناء العادلات (50) بصورة أفضل إذا كتبت بالشكل المصفوفي‎ 

ط = ۸ سنختار 1/6- ۸ أو 5 -م : 
)0 
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منذ الآن» وحتى إشعار آخر» علينا أن نتعامل مع المعادلة (۷) وليس من 
الضروري النظر إلى الخلف لعرفة مصدر هذه المسألة . مهما يكن الأمرء فقد كونا 
صنفاً من مصفوفات العاملات من الرتبة ”يكن أن تکون کبيرة جداًء ولکنها کما 
یظهر بعيدة عن أن تکون عشوائية . للمصفوفة ۸ خواص مختلفة» ثلاث منها أساسية : 


المصفوفات والحذف الغاوسی ۷ 


(۱) المصفوفة ثلاثية الأقطار . تقع جميع عناصرها غير الصفرية على القطر 
الرئيسي وعلی القظرين الجاورین له . آما خارج هذا امحزام الحدود فلا يرج الا 
اصفار 0 » إذا كان ۱ <111. ستقدم هذه الا صفار سهولة هائلة فى عملية الحذف . 

() المصفوفة متناظرة . كل عنصر »يساوي نظیره »۰ بالنسبة للقطر الرئيسي 
ی ۸ - "۸ . لذا ستکون الصفوفة امثلثة العليا ا هي منقول المصفوفة الثلثية الدنياءاء 
وسیکون التحلیل النهائی : ۸2 . تناظر الصفوفة یعکس التناظر الوجودفي 
العادلة التفاضلية . فلو كانت فیها مشتقة فردية مثل 4/4 آو 4/4 لما كانت ۸ 
متناظر ة . 

(۳) الصفوفة معرفة إيجابياً . هذه الصفة الإضافية تتحقق عند حساب الحاور 
وهی تشیر إلى أن الحاور موجبة . سنقدم فى الباب السادس تعاریف متعددة ومتكافئة 
للمصفوفة العرفة ايجابياً» لیس لعظمها علاقة با ذف ؛ الا أن للتناظر ولکون الحاور 
موجبه» نتيجة مباشرة واحدة : التغییر السطري غير ضروري من الناحية النظرية 
والناحية العملية . هذا مخالف ال المصفوفة 4 الظاهرة في نهاية هذا البند والتی هي 
غير معرفة ايجابياً. بدون تغييرات سطرية ستکون شديدة اطساسية للتدویر . 

لنعد إلى الحقيقة الا ساسية وهی کون 4 ثلاثية الاقطار . ماآثر ذلك على الحذف ؟ 
لتفرض . في البداية» آننا نفذنا الخطوة الأولى من الحذف وهی جعل ماتحت الحور 
الاو ل ف 
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إذا ماقارنا ذلك مع مصفوفة عادية من النوع 5×5 فاننا نلاحظ وجو د تبسیطین 


۷۸ الجبر الخطى و تطبیقاته 


(أ) لم يكن سوی عنصر واحد غير صفري واقعاً تحت الحور . 

(ب) هذه العملية الوحيدة قد نفذت على سطر قصير جداً . بعد تعيين العامل 
الصحيح 1/2--,را فاننا نحتاج إلى عملية واحدة (ضرب - طرح) فقط . 

لقد تسهلت الخطوة الأولى كثيراً بسبب وجود الأصفار في السطر الأول 
والعمود الأول . علاوة على ذلك. فان الشكل الثلائي الأقطار محفوظ خلال الحذف 
(عند عدم الحاجة لتغييرات سطرية) . 

(ج) تقبل الخطوة الثانية من الحذف» شأنها فى ذلك شأن الخطوات التالية» 
التبسیطین )١(‏ و(ب): 

يمكننا أن نجمل النتيجة النهائية بطرق مختلفة . إن أفضل مظهر لذلك هو النظر 

في التحليل ۲۷ للمصفوفة ۸ : 
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يكن التعبير عن الملاحظات (آ)-(د) كمايلي : العاملان نا , 1 لصفوفة ذات 
أقطار ثلاثة هما مصفوفتان بقطرين . لهاتين المصفوفتين تقریباً بنية ۸ ذاتها من الأصفار . 
لنلاحظ أيضاًء أن كلاً من .5 و 1 منقول الأخری» كما كان متوقعاً بسبب التناظر 
ولأن الحاور 4 كلها موجبة”''. من الواضح أن الحاور تتقارب من قيمة نهائية هي 
(+۱) وذلك عندما تزداد م كبراً. إن مثل هذه المصفوفة تجعل الحاسوب سعيداً . 


det A -6 ۸ سيجري فيما بعد مطابقة جداء الحاور مع محددة‎ )١( 





شکل (۷-۱). مصفوفة حزامية وعواملها . 

هذه التسهیلات تودي إلى تغيير کامل في تعداد العملیات المعتاد . في کل خطوة 
من الحذف نحتاج إلى عملیتین وحيث إن هناك « خطوة. لذا نحتاج إلى 2 عملية 
عوضاً عن 73,؛ الحساب سیکون آسرع بالنسبة لدرجة الضخامة . وهذا صحیح 
أيضاً من أجل التعویض التراجعی ؛ فعوضا عن 72 « نحتاج إلى 2۸ عملية» لذا فان 
عدد العملیات الضرورية فى مصفوفة ذات آقطار ثلاثة » تتناسب مع ۸ ولیس مع قوة 
عالية د «. يكن حل نظام ذي ثلائة أقطار ط= ×4 بصورة فورية تقريباً. 

لنفرض بصورة آعم أن ۸ مصفوفة حزامية » أي أن عناصرها آصفار عدا تلك 
التي تقع في الحزام ۷ >۱:۱ الشکل .)۷-١(‏ نصف عرض الحزام 1=« من أجل 
مصفوفة قطرية » و2 =« من أجل مصفوفة ذات آقطار ثلاثة و ۰-۰ من أجل مصفوفة 
كاملة . تحتاج الخطوة الأولى إلى (0-1) عملية وبعد هذه الخطوة سیبقی لدینا مصفوفة 
ذات حزام من العرض «. با أنه توجد حوالي « خطوة. فان الحذف في مصفوفة 
حزامية یحتاج إلى حوالي ۷*۸ عملية . 

عدد العملیات يتناسب مع « ونلاحظ الان أنه متناسب أيضاً مع مربع :. عندما 
تقترب » من « فان الصفوفة تقترب من أن تکون متلثة ویصبح عدد العملیات من 
ى التعداد الأكثر دقة بالأمر التالی في القرنة الیمنی والسفلی من 
۸ لم يعد عرض الحزام . إن العدد الدقیق من عملیات القسمة وعملیات الضرب- 






جديد” ۸ تقریبا 


A.‏ الخبر اد خطو و تطبقانه 


الطرح اللازمة لایجاد 1,2,17 (دون اعتبار تناظر 4) هو : (1+ س3۸-2) (1- ) w‏ ۲-1/3 
من أجل مصفوفة متلثة حيث ۰-2 من أجل مصفوفة متلئة حیث ۸=« » سيكو ن هذا 
العدد : (6+۱ (0-1)» 1/3 - ۲ . نلخص ما سبق : إذا كان لدينا مصفو فة حز امية ۸ 
فان لها عاملین مثلثیین لاو .1 تقع عناصرها غير الصفرية داخل الحزام وان عمليتي 
الحذف والتعویض التراجعی سریعتان حقاً. 

هذه آخر عملية تعداد نقوم بها لذا علینا أن نوضح النقطة الهمة التالية. من 
أجل مصفوفة مثل ۸ التي وردت فى مثال الفرق الحدود سیکون معکو سها مصفوفة 
تمتلئة . لذاء عند حل النظام مدعف سیجعل عدم معرفتنا للمصفوفة ۰۸۱ الوضع 
أسوا من ا حالة التي نعرف فيها لاو 1 . إن ضر ب 43 بالتجه ط يحتاج إلى 7 من الخطوات 
بينما «4 تكفى لحل «- 16و :- «آوهما الحذف التقدمى والتعويض التراجعي اللذان 
یعطیاننا ۱۱۵-۸۱ عم لاد , 

نأمل أن یکون هذا امثال قد خدم غرضین اثنين : الأول زيادة فهم القاریء 
لتتالية الحذف (التي سنعتبرها اصبحت مفهومة تماما الآن). والغرض الثاني تقد 
مثال حقيقي من الانظمة الخطية الکبيرة التي نصادفها في الحياة العملية . منوا ف وه 
في الفصل القادم إلى القيمة النظرية للأنظمة الخطية 0-«۸- و جودو وحدانية الحل × . 


آخطاء التدویر 

من الناحية النظرية قد انتهینا من الحالة غير الشاذة . قد یکون من الضروري 
جراء مبادلة بين الأسطر للحصول على مجموعة کاملة من الحاور؛ ومن ثم يحل 
التعویض التراجعي ط=×4 . مع ذلك » قد نکون من الناحية العملية» بحاجة لبادلات 
سطرية آخری أو أن یظهر بوضوح أن الحل الحسوب أصبح تافهاً. نريد أن نکتب 
صفحتین (اختیاریتین كلياً في الصف) . لجعل الحذف آکثر ثباتاً_لماذا هو ضروری 


( ان عدد صحیح ادا کان 1+ ,7-۱ هی أعداد متتالية و لايد أن يكون أحدها يقبل القسمة 


٣ غل‎ 


وكيف يقدم . لنذکر أن الحذف » في نظام معتدل الحجم مثلا 100100 » یتطلب ثلث 
مليون عملية . وعلينا أن نتوقع في كل عملية خطأ تدوير. نحتفظ عادة» بعدد ثابت 
وي نمی 
6« 23 1 ()(), +3435. 

نلاحظ أنه قد اهملت الأرقام الأخيرة بصورة كاملة في العدد الصغير . السؤال 
الوارد هناء ما هو تأثير أخطاء التدوير على الخطأ النهائی في الجواب ؟ 

ليس هذا الأمو مسألة سهلة. لقد عالج ذلك جون فون نيومن 165 10/7 
۸ الذي كان الرياضي الرئيسي في الزمن الذي تمكن فيه الحاسوب من القیام 
بمليون عملية بسرعة فائقة . في الواقع أعطى تركيب طريقتي غاوس وفون نيومن لطريقة 
احذف السهلة تاريخاً متميزاً رغم أن فون نيومن لم يتوصل إلا إلى تقدير معقد جدا 
لخطأ التدویر . لقد كان ویلکنسون ۷/507 هو الذي آ و جد الطریق الصحیح خواب 
هذه السألة وأصبحت کتبه الاق کتب مدرسية . 

هنالك مثالان بسیطان مقتبسان من نصوص ل Nobel‏ و Forsythe and Moler‏ « 
سیوضحان ثلائاً من آهم النقاط التعلقة بأخطاء التدویر . الثالان هما : 


حتلم 
۱۱ 


+1 ۰000۱ | _ بر 0 ۴ 
اما بل TI‏ | 1.0001 ,۲ 


النقطة الاولی هی : 

۱ س بعض الصفوفات شدیدة الحساسية للتغیرات الصغيرة وبعضها لیس 
كذلك . الصفوفة 4 سيئة الشروط (إى حساسة) آما ۸۰ فانها حسنة الشروط . 

من حيث الكيفية المصفوفة ۸ شاذة تقريباً بینما "۸ ليست كذلك . إذا جعلنا العنصر 
الأخیر فى ۸ 1-,به» فانها تصبح شاذة إذ یصبح فیها عمودان متساویین . لننظر في 


AT‏ ابر الخطي وتطبیقانه 


حالتين يكون فيهما الطرفان الأيمنان قريباً أحدهما من الآخرء في النظام ۸-0 : 


u + =2 u + = 2‏ 
u + 1.000lv = 2.0001. 4 + 1.0001 = 2‏ 
حل النظام الأول 0= ,2= بر ؛ حل النظام الثانی [= ۷= 14 . التغير الذي وقع في 


الرتبة الخامسة من ١‏ تضخم تأثیره بحيث غير الرتبة الأولى من الحل» ولاتوجد أي طريقة 
حسابية يمكنها تفادي هذه الحساسية تجاه التغیرات الصغيرة. يكن لسوء الشروط هذا أن 
ینتقل من مكان إلى آخر خلال الحسابات ولكن من غير الممكن حذفه . الحل الصحيح 
حساس جداً ولايمكن للحل المحسوب أن يكون أقل من ذلك . 
النقطة الثانية هي : 

. ع يكن لمصفوفة جيدة الشروط أن تفسد بسبب طريقة رديئة‎ ١ 

من المؤسف أن نقول» فيما یتعلق بالمصفوفة ۸۰ » أن الحذف الغاوسي الصريح 
هثل إحدى الطرق الرديئة . لنفرض أننا قبلنا 0001 . كمحور أول وأنتا طر حنا 10.000 
ضعف السطر الأول من الثاني» ليصبح العنصر الأدنى الأيمن 9999 ولكن التدوير 
إلى ثلاث مراتب سيجعله 10.000 . لقد اختفى كل أثر للعنصر (۱) الذي كان سابقاً 
هناك . 
لننظر في المثال الخاص : 

v= 1‏ +؛:0001. 
.2 > ۷ + يز 
بعد الحذف تأخذ المعادلة الثانية الصورة : 
9998 - = ,9999 أو 0 = ر 

سيعطي التدویر عوضاً عن ذلك » 10.000- - «10.000- أو 1= «. حتى الآن 
لم يعكس تخريب العادلة الثانية حلا رديئاً ٠.‏ صحيحة فعلاً إلى ثلاث مراتب . ومع 
ذلك. فإذا ماتابعنا التعويض التراجعي» فان المعادلة الأولى تأخذ الشكل : 

u=1 أو‎ .0001/+ 9999 = [1 


لو قبلنا قيمة ل1 = س خاطئة في الرتبة الرابعة فقط . فان هذه العادلة تصبح : 
11+ 0001. أ و0 < 4 
قيمة » الحسوبة خاطئة تماماً رغم أن ۸۰ ذات شروط جيدة» فا حذف الصریح 
مضطرب بشدة . سواء كانت العوامل 1,0,0 صحيحة أو تقريبية » فانها خارجة عن 
مستوی الصفوفة الأصلية ماما : 


a f 0 || 001 0 | 0 
| 10,000 1 | 0 9999 | 0 | | 


لقد آدی الحور الصغیر 0001 . إلى عدم استقرار وان معالجة ذلك واضحة وهي 
مبادلة بين الاسطر . اليك نقطتنا الثالثه : 


۱ ف كما كان من الضروري» عند وجود صفر في موضع محور؛ تغير نظري في 
الحذف » فان وجود محور صغير يضطرنا من الناحية العملية إلى تغييرفي طريقة 
الحذف . مالم يوجد تأكيد خاص مخالف. فان على الحاسوب أن يقارن كل محور 
مع بقية المحاور الممكنة الواقعة معه فى العمود نفسه . يدعى اختيار أكبر المحاور 
والبادلة الملائمة بين الأسطر بحيث تؤخذ القيمة الکبری محوراً» الحوره الجزئية . 


يجب اجراء مبادلة بين السطرین مباشرة . بالتعبیر الصفوفی » هذا الام یعنی الضرب 
بمصفوفة مبادلة كما سبق . للمصفو فة الجديدة ۸۳-2۸۰ التحلیل التالی : 


f 0 ۱ ۰ 0 1 13‏ ااا 3 افر 
1 | 9999. 0 1 ۰ 0001. | |1 0001. 


لقد أصبح الحوران الآن 9999. و 1 وهما في مستو واحد تقريبا . لقد کانا سابقاً 
9 - . و 0001. 


تتميز المحوره الجزئية عن الطريقة الأكثر محافظة للمحورة الكاملة » التي لانكتفي 


A‏ ابر الخطي وتطبيقاته 


فيها بالنظر في العمود # بل تنظر أيضاً في جميع الأعمدة التالية من أجل محور أكبر 
محتمل . في المحوره الكاملة لایکتفی بالبادلة بين الأسطر بل قد يتطلب ذلك مبادلة 
بين الأعمدة لتحريك هذه القيمة الكبرى كي تقع في موضع الحور (بقول آخر تغيير 
ترقيم المجاهيل أو الضرب من اليمين بمصفوفة مبادلة) . تکمن صعوبة هذه الطريقة 
المحافظة في كونها ذات كلفة عالية ؛ البحث فى بقية الأعمدة عن المحور الأكبر يستغرق 
وقتاً طويلاً لذا فإن الحورة الجزئية تكفي عادة بشكل ملائم . لقد وصلنا أخيراً إلى 
الطريقة الأساسية للجبر الخطي العددي : الحذف بالمحورة الجزئية. ومع ذلك فانه من 
الممكن اجراء بعض التهذيبات الاضافية مثل الانتباه فيما إذا كان من الضرورى تغيير 
موضع سطر أو عمود بكامله . الهم الآن أن القارىء أصبح عارفاً بعمل الحاسوب 
بالنسبة لنظام معادلاات خطية . بالمقارنة مع الوصف «النظري» ‏ ايجاد ۸ والضرب 
0 فان وصفنا قد استهلك كثيراً من وقت القارىء ( ومن صبره) . كنت أتمنى لو 
وجدت طريقة أكثر سهولة لتوضيح كيف ند « فعلاً» لکنی لاأظن أن ذلك موجود. 





۱-۱-۱ اجعل فی مثال التص ات كه بدلا من 2 ح,,» ثم آوجد التحليل LDU‏ لهذه 
المصفوفة الجديدة ذات الاقطار الثلاثة . 
۲-۷-۱ اکتب مصفوفة المرق الحدود ذات النوع 3×3 (۸-۱/4) المتعلقة بالعادلة 


+u=x, 000 > u(1) = 0‏ ی 


0 





۳-۷-١‏ أو جد مصفوفة ۸ من النوع 5×5 تقرب 


مدوم ۳ عرو لا ,رت 4 
dx 1 dx‏ 


المصغوفات والحذدف الغاوسي Ao‏ 


وذلك بجعل شرو ط البدء ,لاح ,4ء = ,۰ تحقق من أنه ادا طبقت مصفو فتك 
على المتجه (1.1.1.1,1) فانها تعطي صفراً؛ 4 شاذة . بصو رة مانلف برهن 
أنه إذا كانت () » حلا للمسألة المتصلة فان ۱+() کذلك . الشرطان 
الحديان لایغیران فى عدم التعيين المو جود بسبب الحد +۰0 لذا فاحل 
ا وا م 


بفر ضص أن 2/4 ۱ و 72511 4 جر cf (x‏ نصبح المعادلة (۵) 














1 | 2 1 || ۵ 1 2 | 
Uy | 3 0 |.‏ له ل [- 
23 4 13 2 [- 0 


آ و جد الحل من أجل ,». ,». ,» وأوجد آخطاء ها با لمقارنة مع الحل الصحیح 


sin 0‏ = ۷ عند ۲۱/4 و ۲1/2 و 3/4 = ×. 
ماهو النظام ذو النوع 5×5 الذي یخلف (۱ ۰4 ادا غير الشرطان احدیان 
فأصبحا 0 =(1) » و ۱-(0) ,؟ 

( موصى به ) احسب معكوس مصفوفة هيلبرت ذات النوع3 


1۳ 


د | ابا س | زرا س | له 





بطر یقتن مستخدمامتتالية غاوس-جوردان العتادة : (۱) بحساب 
صحیح (۲) بتدویر کل عدد إلى ثلاثة آرقام عشرية . ملاحظة : هذه 
حالة لا تساعد فيها الحورة + حيث ۸ سيئة الشروط ولايمكن اصلاحها . 
من أجل الصفوفة السابقة ذاتها» قارن الأطراف الیمنی للنظام ه = ×۸ 
القابلة للحلین (3.6-,0,6) > : , (۱,۱,۱) = ع . 


حل النظام ( 00 ) = م28 علق جت ۸ مصعو فه بنا ت من النوع 
0 و (1-/+)/1-,» وذلك باستخدام أي نظام حاسوب لعادللات خطية . 


A1 


ات 


الحبر اخطي وتطبیقانه 


ثم غير قليلا بأحد عناصر 4 أو 5 وقارن بين الحلين . 
فارن الحاور في حذف مباشر مع تلك الناتجة عن محورة جزئية وذلك 
للمصفوفة : 

اج 4-7 
(هذا فعلاً مثال یحتاج إلى تغییر لقیاس قبل الحذف) 
فسر لادا» عند الحورة الجزئية » تحقق الضاریب رافي 7 العلاقة 1 کار . 
استنتج أنه إذا كانت العناصر الاصلية للمصفوفة ۸ محققة 1 > 0۱,۱ فانه 
بعد ایجاد أصفار في العمود الاول» یصبح کل عنصر محدود بالعدد 
2 بعد ۸ خطوة تصبح العناصر محدودة بالعدد 2 . هل يمكنك انشاء 
مثال من النوع 3<3 بعناصر 1كارها و 1كار!ا بحيث یکون الحور الأخير 
4 


۱-۹ 


() اکتب مصفوفة من النوع 33 بالعناصر 


ij 


فیط و وت 
(نس) احسب تل 48,84 
من أجل المصفوفتين 
ا 8 1ب 
1 ا8 |=4 
احسب 7( (AB‏ ,الى AB ,BA‏ 
أوجد مثالاً من النوع 2×2 حيث 21/2 ,,» ويحقق : 
انك ۵ ۶۸۲ A 21 A‏ 


حل با محذف والتعویض ‏ التراجعی : 


0 < بير + ۷ 4 ع + u‏ 
ع ۱۲۷۷+ u‏ و 3= ۷ + ها 
6= ۷+ يعر 6 ح ۱۷ + ۷ + يز 


حلل الصفوفتین السابقتین بالصورة ۸-10 أو 0 1= 4م 

(أ) توجد ۱۲ مصفوفة من النوع 2×2 عناصرها أ صفار ووحدان . 
ماعددالقابل للعکس منها ؟ 

(ب) (أكثر صعوبة) إذا وضعت بصورة كيفية وحدان وأصفارفيمواقع 
عناصر مصفوفة من النوع10×10 ۰ هل الأكثر احتمالا أن تکون قابلة 
للعکس أو أن تکون شاذة ؟ 

توجد ١7‏ مصفوقة من النوع 2×2 عناصرها (۱) أو (-۱) . ماعدد القابل 


کنر ا 


AA 


۱۰-۱ 


۱۱-۱ 


۱۲- ٩ 


اخبر اخطي و تطبیقاته 


ماهی آسطر £4 الر تبطة بأسطر ۸ إذا كان : 











1 ,2 ¥ 4" ۰ 1 0 | 
ED 1 ۳‏ ۱ ` |= £ أو |0 2 ماع 
0 0 1 له ۴ 98 ۱ 0 4 


اکتب نظاماً من النوع 2<2‏ ذا عدد غير منتهه من الحلول . 
آوجد معکوساً إذا وجد. بالعاينة أو بطريقة غاوس 


- جوردان للمصفو فات : 


سس لب 


| ۸ آو 











۱ 
1 2 
-2 





إذاكا نت ع من النوع 2×2 وهي تجمع العادلة الأ ولى الى المعادلة 
الثانية» فما هي 85,88 , * E‏ 

صائب آم خاطىء» مع التعلیل إذا كان صائباً ومثال معاکس إذا كان 
خاطئاً : 

(١)إذا‏ كانت 4 قابلة للعكس و كانت أسطرها فى ترتيب معاكس 
لاسطر #» فان 8 قابلة للعکس . ۱ 

(۲) إدا كانت الصفوفتان 8 , ۸ متناظرتين فان ۸48متناظ ة . 

() ادا كانت ۸.8 قابلتين للعکس فان 84قابلةللعكس . 

)٤(‏ يكن تحلیل آي مصفوفة غير شاذة بالصورة ا- ۸ کجداء 
مصفوفه مثلثية دنیا / بمصفوفة مثلثية علیا ل . 


حل النظام 6 < Ax‏ بحل النظامن الان عح Le < Ux‏ 











1 ۱ 2 د 0 | 
با 0 اهف 5۱ 1 0۱۱8 1 )ال ۸ 
|1 3 0 1۱0 0 1 


ماهو جرء الى الذي و حد نه بهده القيمة الخاصة لم ؟ 


١ 2-1 


۱۵-۱ 


[ ۷ [ 


۱۱۷-۱ 


۱۸-۱ 


هل من الممكن ایجاد مصفوفة 8 من النوع 3×3 بحيث يتحقق 
(1) 2= 8۸لکل مصفوفة 4 . 

(ب) 2= 84 لكل مصفوفة ۸ . 

(ج) في الصفوفة 84 السطر الأول والاخیر من ۸ معكوسان. 
(د) في الصفوفة 84 العمود الأول والعمود الأخير من ۸ 
معکوسان 

آوجد قيمة » فى العکوس التالی ذي النوع ”× « 





ره : 1- ۲۲ ۱ 1[ © 
زوا ان ۱ ۰ 8 ]در غو 1 ۰ ۴ اب۸1 
8 21 ۽ ل ۱ ۱ | + ] 
1 1- 1- [- ا 1 بل ۱ 


لأي قيمة ۰۸1 متی یکون للنظام التالی حل» یکون له حل واحد. أو 
یکو ن له عدد غير منته من اخلول ؟ 

kx + y= | 

Xx + ky = | 


آوجد التحلیل التناظر 217 =4 لكل من : 





تفرض 4 من النوع4*4 وهي تشبه مصفوفة الوحدة الا في متجه 


العمودالثانى 3 





)( 7 | 
)( 3 ۷ 0 
1ت و 6م 





(أ) حلل 4 وفق تالا بفرض ۲,۶0 . 


55 


اس 


د 
۲۷-٩‏ 


۲۳-۱ 


۱۵-۱ 


(ب) آوجد ۸۱ الذی له شکل ۸ نفسه . 
حل بطريقة الحذف أو بين أنه لیس هناك حل للنظامین : 


14 + ۷ + ۷ )ع‎ i + ۷ + با‎ < 
/ + 2۷ + و 0 2 باق‎ u + ح 3۱۷ + بر‎ 0 
316 + Su + Tw = 1 3u + 5۷ + w= [ 


تعد مجموعة مصفوفات البادلة من النوع ۸× ۰ مثالا «للزمرة» . إذا 
ضربت أي اثنتين منها فان الناتح من الزمرة؛ معكوس کل واحدة منها 
يقع في الزمرة؛ مصفوفة الوحدة ذات النوع ذاته واقعة في الزمرة؛ 
وأن القانون ,م (یم,ع) = (رميم) م صحيح لأنه صحيح من أجل جميع 
المصفوفات . 

)0 ماهو عدد عناصر الزمرة ذات النوع 4X4‏ والنوع ا f‏ 

(ب) آوجد آساً » بحيث تحقق كل مصفوفة مبادلة من النوع 
P= 3‏ 


صف آسطر 24 وأعمدة ۸0 إذا كانت ۱ : 10 . 


)( ادا كانت 4 قابلة للعکس فماهو معکوس ۸1 ۲ 
(ب) إذا كانت ۸ متناظرة یضاً فما هو مقرل ۸۰ ۴ 


بتجربة 3 = ,2 = « آوجد 


4 | 8 2] هاة 2] ما3 2 

21*١5 ۰۵ 1‏ 2 
انطلق من مستو آول 6 = ۷- 2+ » وأوجد معادلة 
(Î)‏ الستوي الموازي الار من نقطة الأصل 


۹ 





۲ 6-۱ 


۲۲-۱ 


۲۸-۱ 


(ب) مستویاً آخر یحوی. بالاضافة إلى البد النقطتین ,(6,0,0) 
)220 . 
(ج) مستوياً ثالثاً يلاقى الأول والثاني في النقطة (4,1,0) . 
ماهو مضاعف السطر (۲) الذي یطرح من السطر (۳) في الحذف 
التقدمی لایلی 
١ ۱‏ 
۱ 0 
0 


هل تعرف (دون اجراء ضرب هذین الضروبین) أن 4 قابلة للعکس » 
متناظرة آوذات أقطار ثلاثة ؟ ماهی محاورها ؟ 

(أ) ماهو التجه الذي یجعل ۸۰ مساوياً العمود الثالث + مثلي العمود 
الثالث لصفوفه ۸ من النوع 3×3 ؟ 

(ب) آنشیء مصفوفة فیها العمود الأول + مثلي العمود الثاني = 0 ۱ 

تحقق من أن ۸ شاذة (أقل من ثلائة محاور) وفسر لاذا يجب أن یقم 


A= 





سرد ت 
ل٣‏ س اس 


0 
| 
5 


اح س 


1ن" 
صحيح أم خاطىء مع التبرير إذا كان صحيحاً ومثال معاكس إذا 
كان خاطعا : 


(۱) إذا كان ,ارا = 11 (حيث ا عُثل مصفوفة مثلثية عليا بعناصر 
فطرية غير صفرية وتمثل ا مصفوفة مثلثية دنيا عناصر قطرها 
وحدان)» فان ,0,<0, ,1= 1 . التحليل لال وحيد . 

(۲) اذا كان 7- 4+۸ فان 7+ ۸۱-۸ 

(۳) إذا كان کل عنصر قطرى من ۸ صفراً فان ۸ شاذة . 
يي ی 


0 O |" : 
1| 0 
0 1 Mm 1 1 








- 


۹۲ 


١4-1 


الخبر الخطى وتطبيقاته 


اكتب مصفوفة من النوع 2 بحيث 

)أ( تعكس انهاه أئ متجه ذى بعدين . 

(ب) تسقط كل متجه ذي بعدين على محور ,× 
(ج) تدور کل متجه ذي بعدين با تجاه معاکس لدوران الساعةبقدار ۹۹۰ . 


(د) ۳ کل متحه دې بعدين في مخنصف الربع الأول 2 2 . 


(سفمرن ن 
فضاءات المنجهات والمعادلات الخطة 


۱-۲ فضاءات التجهات والقضاءات الحزئية 

يكن لطريقة الحذف تبسيط النظام الخطى ۰۸۰-۵ وهذا التبسيط یشمل عنصراً 
واحداً کل مرة. لحسن الحظ. يبسط الحذف كذلك النظرية . السؤال الرئیسی يتعلق 
بوجود ووحدانية ا لحل -هل هناك حل وحید» أو لايوجد حل أو أن هناك عدداً لانهائياً 
من الحلول ؟ -تصبح الإجابة عليها أيسر بعد الحذف . نحتاج إلى تخصيص بند إضافي 
ثل هذه الأسئلة» وبعدئذ تكون دائرة هذه الأفكار قد استکملت . إلا أن آلية الحذف 
تؤدي إلى اتجاه واحد في فهم النظام الخطي» وهدفنا الرئيسي هو التوصل إلى فهم 
مختلف وأعمق . هذا الفصل يكن أن يكون أضعب من الفصل الأول . إنه يتوجه 
نحو جوهر الخبر الخطي . 

أولاً نحتاج إلى مفهوم فضاء التجهات . لادخال هذا الفهوم ننطلق مباشرة 
من الفضاء ات ذوي الأهمية الکبری التی نرمز لها ب ۸ ,۰,۸87 حیث یو جد فضاء 
لكل عدد صحیح موجب . یتکون الفضاء "8 من جمیع متجهات الاعمدة التي لها » 
مر كبة (الر کبات هنا آعداد حقیقبة) . يمثل الفضاء 2٩‏ بستوی «د- + العتاد وتکون 
عندئذ موکبتا التجه هما «و × إحداثيي النقطة القابلة لهذا التجه . معروف 
أيضاً» حيث تعين الرکبات الثلاث نقطة فى الفضاء ذي الابعاد الثلاثة . الفضاء الوحید 


۳ 
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لبعد #8 مستا . الامر القيّم في الجبر الخطى هو هو أن توسيع هذا المفهوم إلى " 
بعداً يجري بصورة مباشرة . من أجل متجه من فضاء ذی سبعة أبعاد ۲ مثلا نحتاج › 
فقط » إلى معرفة الرکبات السبع رغم أنه من الصعب تصور ذلك هندسياً . 

في هذه الفضاءات وفي جمیع فضاءات التجهات يكن اجراء عملیتین : 

يمكن جمع أي متجهین كما يمكن ضرب أي متجه بعدد. 

من أجل كل فضاء من الشكل "8 تنفذ هاتان العمليتان على مركبة واحدة في كل 
مرة؛ إذا كان × متجهاً من *# مركباته 1,0,0,3 فان +2 متجه مر کباته 2,0,0,6. هناك 
سلسلة كاملة من الخواص يكن تحقيقها مثل الخاصة التبديلية ×+ ر= «+ أو خاصة 
'المتجه الصفري' الذي يحقق العلاقة ×= +0 أو خاصة التجه ×- الذي يحقق العلاقة+ × 
0 -* . من ضمن هذه الخواص» توجد ثماني خواص (منها اخواص الثلاث التي 
ذکر ناها) أساسية لفضاء لتجهات ذکرت كاملة في التمرین (0-۱-۲). بصورة 
شكلية » فضاء متجهات حقيقي هو مجموعة من «التجهات» تقبل قاعدة جمع التجهات 
وضرب متجه بعدد حقيقي ؛ على الجمع والضرب إنتاج متجه واقع في الفضاء ذاته وأن 
يحققا اخواص الثمان المذكورة . 

نظامياً تقع التجهات التى نتعامل معها فيواحد من الفضاءات "۰ تمثل عادة 
عتجهات أعمدة . التعريف الشكلي لفضاء ء المتجهات يجعلنا نعتبر متجهات أشياء 
أخرى غير التجهات المعتادة وذلك شريطة أن يكون الجمع والضرب بعدد معرفين 
بصورة ملائمة . سنقدم من أجل ذلك أمثلة ثلاثة : 

() الفضاء ذو السعة اللانهائية -8 . لمتجهات هذا الفضاء عدد غير منته من 
ال رکبات مثل (....1,2,1,2) چولگ فانوني الجمع والضرب لم يتغيرا . 

(۲) فضاء الصفوفات من النوع 3*2. في هذه ال حالة يعتبرالمتجه مصفوفة. 
یکننا أن نجمع مصفوفتین ویکون 8+4 - 8+ ۸ وهناك مصفوفة صفرية وهکذا . إن هذا 
الفضاء مشابه تى ال ٩‏ . (المركبات الست مرتبة فى مستطیل عوضاعن 
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عمود) . ويعطي أي اختیار آخر ‏ «و« مثالا مشابهاًء فضاء مصفوفات من النوع 
7 26 77 . 

(۳) فضاء الدوال (:)/ . نفرض هنا أن جميع الدوال معرفة على فترة محدودة 
مثل 1> «>0. يقع في هذا الفضاء مثلاً الدالتان عم = (ع) ع ,۶( 
وكذلك مجموعهما مهزو+” - () (م +۴) وجداء کل منهما بعدد مثل جهأة- و ×3 . 
المنتجهات هنا دوال وعدد أبعاد هذا الفضاء مالانهاية أيضاً. إنه » في الواقع» مالانهاية 


۳۹ ا ده 
اوسع من 5 


اکثر من غیرها تقم ضمن الفضاءات المعتادة"۸. نريد أن نصفها ونبين سبب أهميتها . 
هندسياً» تصور الفضاء ذا الأبعاد الثلاثة 8 واختر أي مستو يمر من نقطة الأصل . يمثل 
هذا الستوی بنفسه فضاء متجهات . إدا ق تا متها هذا الستوی بالعدد(3) آو 
بالعدد (3-) أو بأى عدد آخر فاننا نحصل على متجه واقع في المستوي ذاته . ادا جمعنا 
إحدى أهم أفكار الجبر الخطي . إنه فضاء جزئي من الفضاء الأصلي 8. 

تعريف : الفضاء ا جزئي من فضاء متجهات هو مجموعة جزئية من هذا الفضاء 
تحقق الشرطين : 

(۱) إذا جمعنا أى متجهين «, × من هذه المجموعة الحزئية فان مجموعهما «+ × 
يقع فيها أيضاً . 

(۲) ادا ضربنا أى متجه × من هذه المجموعة الحزئية بعدد » فان الحداء یقع فيها 
أيضاً . 
بعدد . تجرى هاتان العمليتان وفق قواعد الفضاء الكلى دون أن تأخذنا إلى خارجه . 
لسنا بحاجة إلى تحقيق الخواص الثمان الضرورية لأنها محققة فى الفضاء الكامل› 
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لذاء تكون محققة آلياً في كل فضاء جزئی . لنذكر بصورة خاصة أن التجه الصفری 
يجب أن يقع في كل فضاء جزئي لأنه يمكننا أن نختار فى الشرط (۰)۲ ۰<0. 

إن أدنى امكان لفضاء جزئی هو أن يتكون من عنصر واحد وهو المتجه 
الصفري . إنه فضاء بعده صفر يحوي نقطة واحدة» فقط » هي نقطة الأصل . 
القاعدتان (۱) و (۲) محققتان لأن الجمع والضرب بعدد مکنان ؛ فالمجموع 0+0 من 
الفضاء ذي النقطة الواحدة وكذلك أي جداء من الشكل ۰0. وهذا هو أصغر فضاء 
جزئي مکن : ليس هو المجموعة الخالية . هناك فضاء جزتی أقصى وهو أكبر فضاء 
جزئي مکن ‏ وهو الفضاء الكلي الأصلي . إذا كان الفضاء الأصلى هو #8 فانه من 
السهل وصف الفضاءات الجزئية مثل : "8 نفسه وكل مستو مار من نقطة الأصل وكل 
مستقیم مار من هذه النقطة ونقطة الأصل ذاتها (التجه الصفری) . 

الفرق بين مجموعة جزئية وفضاء جزئي یتوضح بالامثلة . سنقدم هنا بعضاً 
منها ونقدم آمثلة آخری فیما بعد . على كل حال سیکون السوّال الذي يجب الا جابة 
عنه هو ما إذا كان الشرطان (۱) و (۲) محققین . هل يمكنك جمع متجهات وهل 
يمكنك الضرب بعدد؛ دون ترك الفضاء ؟ 


مثال ١‏ لننظر في جمیع التجهات التي تکون مر کباتها موجبة أو مساوية الصفر . 
إذا كان الفضاء الا صلي هوالستوي «- أي * ۰ فان هذه الجموعة الحزئية تمثل الربم 
الأول من هذا الستوي» يحقق الاحدائیان العلاقتین : 0<« , 0<+. إنها لاعغل فضاء 
جزئياً رغم أنها تحوي الصفر وأن ناتج الجمع يقع فيها . الشرط الثاني لم يتحقق إذ لو 
فر ضنا آن العدد (1-) وان التجه هو | 1 1 | فان | 1- 1- | = × هو متجه لايقع في الربع 
الأول بل يقع في الربع الثالث . 

إذا آدخلنا الربع الثالث بالاضافة إلى الأول فانه یتحقق عندئذ شرط الضرب 
بعدد؛ کل جداء من الشکل ‏ یقع في هذه الجموعة الجزئية وبذلك یتحقق الشرط 
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الثاني . لكن الشرط الأول لم يعد محققاً الآن لآن جمع المتجهين | NEE‏ 
| 2 | ایعطی المتجه | | -١‏ ] وهو متجه لايقع في آي واحد من هذين الربعين. إن 
أصغر فضاء جزءي يحوي الربع الأول هو ۸ كله . 

مثال 7 إذا انطلقنا من فضاء المتجهات المكون من مصفوفات النوع 3×3 فان 
هناك فضاءاً جرا مکناً هو مجموعة الصفوفات الثلثية الدنیا . هناك قضاء آخر هو 
مجموعة الصفوفات التناظرة. نجد فى كل من الحالتين أن الجموع 8 + ۸ والجداء 4ء 
یر ثان خواص 4 و8 . هما مثلئیتان دنیاوان إذا كانت ۸ و2 کدلك » وهما متناظرتان ادا 
كانت ۸ و 8 متناظرتین . من الواضح ‏ أن الصفوفة الصفرية تنتمي إلى کل من هذین 
الفضاتين الجرثيين . 

نصل الآن إلى الأمثلة الأساسية للفضاءات الجزئية . إنها تتصل مباشرة بالمصفوفة 
۸ وإنها تعطی معلومات حول النظام #-4.. فى بعض الحالات» نحوي متجهات ب 7 
مر کبة مثل أعمدة ۸ لذاء فانها فضاءات جزئیه من "۸ . فی حالات أخرى. يكون 
لهذه التجهات + مركبة» مثل الأسطر (آو مثل نفسه) . !نها فضاءات جزئية من ۸ 
0 نوضح ذلك بنظام ذي ثلاث معادلات في مجهولین : 














1 0 | 6 
۱ | 3 4 "| - 8 
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إذاكان عدد الجاهیل آکبر من عدد العادلات يمكننا أن نتوقع عدد آغیر منته من 
الحلول (مع أن الامر لیس كذلك دائماً) . فى الحالة احاضرة عدد العادلات آکبر من 
عدد الجاهیل (< :”) وعلینا أن نتوقع » كا معتاد» أن لایکون هناك حل . يكن أن 
يكون هذا النظام قابلاً للحل من أجل بعض الأطراف اليمنى فقط ۰ وفي الواقع من 
أجل مجموعة جزئية صغيرة من متجهات الأبعاد الثلاثة ط. نريد أن نجد هذه المجموعة 
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از ئية ذط. 
إن إحدى طرائق وصف هذه الجموعة الجزئية بسيطة جداً بحیث من السهل 
عدم الا نتباه إليها. 


١‏ أ يكون النظام 6 - مه قابلاً للحل إذا وإذا فقط أمكن التعبير عن التجه م 
کر کیب فى اغد ة2 
لايكشف هذا الوصف أي شيء جديد أكثر من إعادة كتابة النظام 0- ×4 بالشكل 
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وهذه هي المعادلات الثلاث بمجهولين نفسها . لكن المسألة التي علينا أن ننظر 
فيها الآن هي : ايجاد العددين » و « اللذين إذا ضربا بالعمودین» الأول والثاني: 
آنتجا التجه ۶ . يكون النظام قابل للحل بصورة صحيحة إذا كان هذان المعاملان 
موجودين ويكون عندها ( «») هو ال . 

لذاء فإن المجموعة الجزئية المكونة من الأطراف اليمنى ‏ الوافقة هی مجموعة 
جميع تراكيب أعمدة 4. إن أحد الأطراف المواتية هو العمود الأول نفسه ویکون 
عندها الحملان 0 -« و 1=». إمكان آخر هو العمود الثاني 0 -» و 1 -«. وثالث 
هو أن يكون الطرف الأيمن 0= طوالحملان عندئذ هما 0 -» و0 -:. (من أجل هذا 
الاختيار التافه» سيكون 0= ثم ملائماً وذلك نيبا کات عناصر المصفوفة) . 

سننظر الآن في جميع تراكيب العمودين ونصف النتائج هندسياً : يكن حل 
النظام ١‏ = :۸ إذا وإذاء فقطء كان ط واقعاً في الستوي الولد متجهي العمودين 
(شکل۱-۲). هذه هي مجموعة المتجهات الملائمة ۵؛ إذا وقع ۵ خارج هذا المستوي. 
فانه لن يكون تركيباً للعمودين . في هذه ا حالة ليس للنظام حل . 
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الشیء الهم هو أن هذا الستوي لیس مجموعة جزئية فقط من # بل هو فضاء 
جزئي یدعی فضاء أعمدة الصفوفة ۸. یتکون فضاء الأعمدة من جمیع ت راکیب أعمدة 
۸. ویرمز له ب (4) ۸,. تکون العادلة ۵-:۸قابلة للحل إذا وإذا فقط كان «واقعاً في 
فضاء أعمدة ۸. من أجل مصفوفة من النوع mn Xn‏ یکون هذا الفضاء فضاء جزئياً من 
۳ وذلك لأن للأعمدة :” مر كبة ومن السهل التحقق من المتطلبين (۱) و(۲) المتعلقين 
بالفضاء احزئی . 

(۱) نفرض أن و واقعان فى فضاء الاعمدة بحیث تتحقق العادلة 6 - جه 
من أجل والعادلة "۵  -‏ من أجل ا ع ود يتان ترکیبین خاصین یعطیان ۵ و 
"ولذا 'ط+ ط=( ×+ ») ۸+ أى "هب هو أيضاً ترکیب لهذه الاعمدة. إذا كان 8 حاصل 
طرح العمود الثاني من العمود الأول وکان ۸ مساویاً ضعفي العمود الشاني» 
فان ۰ + ط هو العمود الأول + العمود الثاني . التجهات الواتية مغلقة بالنسبة للجمع 
وهذا ما يحقق الشرط الأول من شرطي الفضاء احزتي . 





perpendicular 
to planê 


column space 


شکل (۱-۲). فضاء الأعمدة هو مستو من فضاء ذي أبعاد ثلاثة . 


(۲) إذا وقع ۸ في فضاء الأعمدة فانه یقع فيه كذلك كل مضاعف . إذا آنتج 
تركيب للأعمدة متجهاً 6 (أي 5- ×4) ۰ فاذا ضربنا كل معامل في هذا التركيب 
بالعدد ء فائنا نحصل على 25 ؛ بقول آخر طc‏ = (عه) 4 . 


ا الجبر الخطي و تطبیقاته 

هندسياً» الحالة العامة تشبه الشکل (۱-۲) باستثناء عدد الأبعاد الذی يمكنه أن 
يكون مختلفاً جداً؛ ليس من الضروري أن نجد مستوياً ذا بعدين فى فضاء ذي ثلاثة 
أبعاد . كما أنه ليس من الضروري أن يكون العمود على فضاء الأعمدة الذي رسمناه 
في الشکل (۰)۱-۲ مستقیمادوماآ. من ناحيء قصوی آولی 
أصغر فضاء أعمدة ينتج عن الصفوفة الصفرية 0= ۸. المتجه الوحید الذي يقع في 
فضاء الأعمدة هذا (التركيب الوحيد للأعمدة) هو ۰۶-0 وليس هناك خيار آخر 
ل #یجعل النظام = »0 قابلاً للحل . في الوضع الأقصى الآخر. نفرضء مثلاً» أن 
4 مصفوفة الوحدة من النوع 5*5 فيكون عندئذ فضاء الأعمدة ۸ كاملا ؛ يمكن تر كي 
الاعمدة الخمسة لمصفوفة الوحدة للحصول على أي متجه . عدد أبعاده خمسة . هذا 
الامر غير خاص مصفو فة الوحدة . کل مصفوفة غير شاذة من النوع 5×5 تقبل الفضاء 
۴١‏ كاملا كفضاء أعمدة . يمكننا من أجل مثل هذه الصفوفة حل النظام - «۸ بطريقة 
غاوس للحذف ؛ يوجد خمسة محاور . لذا فان أي متجه ط ينتمى إلى فضاء أعمدة 
مصفوفة غير شاذة . ۱ 

يكنك أن ترى» لاذا يحتوي هذا الفصل الفصل السابق. هناك درسنا الحالة 
الا کثر وضوخاوالا کر شیوعا لصف فهة من النوع ۸× ”۸ والتی فضاء آعمدتها "8 . 
سندخل هنا في دراستناء ایض الصفوفات الشاذة والستطيلة من أي نوع كانت ؛ يقع 
فضاء الاعمدة بين الفضاء الصفري والفضاء الکلی . كل ذلك» بالاضافة إلى 
الفضاءات التعامدة معهاء بعطي واحدة من طریقتینا لفهم النظام = ۸ . 


الفضاء الصفري للمصفو فة ۸ 

الطريقة الثانية مزاوجة (ثنوية) للأولى . لانهتم فقط بالحصول على الأطراف 
لیمنی 0 الموافقة بل ینصب اهتمامنا أيضاً على مجموعة الحلول × التي تلائم ذلك . إذا 
كان الطرف الأيمن 0= 5 فان ذلك يعطي دوماً الحل الخاص 0= ». لكن من الممكن أن 
يكون هناك عدد غير منته من الحلول الأخرى (يقع هذا دائماً عندما يكون عدد المجاهيل 
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أكثر من عدد العادلات ”< «) . مجموعة حلول النظام 0 = ×4 شو نشسة 
فضاء متجهات الفضاء الصفري ۸ . 

یتکون الفضاء الصفري لمصفوفة من جميع التجهات « بحیث أن 0= ۸۰ ويرمز له 
ب(۸) 2۷,. إنه فضاء جزئی من "8. ماما كما كان فضاء الاعمدة فضاء جر ثيا من 


۳ 


الشرط (۱) محقق : إذا كان ۸۰<0 و ۰20 ۸۲ فان 0=( <+) ۸. الشرط (۲) 

محقق : اذا كان 0= ×۸ فان 0= (×») ۸. كلا الشر طین لایتحققان ادا كان الطرف 
الأيمن لایساوی الصفر . حلول العادلة التجانسة فقط (0 - «) تکوّن فضاء جزئياً. من 
السهل ایجاد الفضاء الصفری للمثال الذکور آنفاً : 














1 0 0 
5 4 HER 
2 4۲ 0 


تعطى المعادلة الأولى 0=» وتعطى الثانية ا ابید . لذا فان الفضاء الصفری 
لايحوي سوی التجه الصفري والتر کیب الوحيد الذي يعطى الصفر في الطرف الاين 
هو الذي یکون فيه 0 = 4 


سيتغير الوضع فیما لو أضفنا عموداً ثالثاً مكوناً من ترکیب للعمودین الاخرین : 


إن فضاء الأعمدة للمصفوفة 8 هو فضاء أعمدة 4 نفسه وذلك لأن العمود الجديد 
بقع في الستوي الظاهر في الشکل (۱-۲) ۳ ماهو إلا مجموع هذين العمودين اللدين 
انطلقنا منهما . لکن الفضاء الصفری لهذه الصفوفة 8 يحوي التجه الذي مر کبانه 
HÎ‏ أو اي ماعب له ۱ 


3 


,۱ اخبر الخطي و تطبیقاته 




















المضاء الصفری للمصفوفة 7 هو الستقيم الذي يحوي جميع 
النقاط- - 2, »< ,»= «حیث يمكن للعددء أن يتحول من _ إلى . , . (يمر هذا 
المستقيم من نقطة الأصل مثل كل فضاء جزئي) . إن لهذا الفضاء الصفري ذي البعد 
الواحد فضاء متعامدا معه (مستویا) یتعلق مباشرة بأسطر الصفو فة وهو ذو آهمة 
خاصة . 

الخلاصة : نريد أن نکون قادرین» فى أي نظام ۸۰-6 على ایجاد كل الأطراف 
لیمنی المواتية م وكل حل للنظام = ×4. يقع المتجه ط في فضاء الأعمدة ويقع التجه x‏ 
في الفضاء الصفري . إن هذا يستدعي أن نحسب عدد أبعاد الفضاءات الجزئية التي 
ذكرناها سابقاً وأن نحد مجموعة متجهات مناسبة لتوليدها. ونأمل أن ينتهى بنا ذلك 
إلى فهم الفضاءات الحزئية الأ ربعة التي ير تبط بعضها ببعض بشكل صمیمی كما ترتبط 
هي بالمصفوفة 4؛ فضاء أعمدة ۸ الفضاء الصفری ۰۸-1 والفضاءان المتعامدان 
معهما. 


تمارين 


201١-1١-5‏ برهن أن شرطى فضاء التجهات (۱) و (۲) مستقل أحذهما عن الآخخر 
و دلك بانشاء : 
(أ) مجموعة جزئية من فضاء ذي بعدین مغلقة بالنسبة لجمع التجهات 
وكذلك بالنسبة للطرح ولکنها لا تحقق ذلك من أجل الضرب بعدد . 
(ب) مجموعة جزئية من فضاء ذي بعدین (تختلف عن الربعین 


تج 
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المتعاكسين) مغلقة على الضرب بعدد ولکنها ليست كذلك بالنسبة لجمع 
التجهات . 
أى واحدة من الجموعات الحزئية التالية من ٭ تکون فضاء جزئیاً ؟ 
() مستوي التجهات ط حیث ال رکبة الاولی 0= ظ. 
(ب) مستوی التجهات # حیث المركبة الأولی ۱ - ظ. 
(ج) التجهات ا التي تحقق 0 -, ۵, ١‏ (إن ذلك احاد فضائین جزئیین» 
الستوي 0 - 5 والستوی 0 -, 5). 
(د) التجه الو حيد (0,0,0) = 6. 
(ه) كل تراكيب المتجهين (2,0,1) = رو (1,1,0) =× . 
(و) التجهات ( , ط, , ط, ) التی حقق العلاقة 0= 36 +, 6 -, ۵ 
صف فضاء الأعمدة والفضاء الصفري لكل من الصفوفتین : 


1 1 10 8 0 
a= 1 و‎ | 0 1 


ماهو أصغر فضاء جزئي من فضاء المصفوفات من النوع 3x3‏ الذي 
يحوي جميع الصفوفات المتناظرة وجميع المصفوفات المثلثية الدنيا ؟ 
ماهو أوسع فضاء جزئي محتوى في هذين الفضاءين الجزئيين معا ؟ 
ني صرف ضا ااتجهات بطلب من المع والضرب بعدد التقييق 
اخواص التالية : 


x+y =y+x )ا(‎ 

x +(y +z) = (x+y) +z )۲( 

(۳) یو جد متجه صفری وحيد يحقق ×= 0 + × لكل ×. 
)٤(‏ لكل +« يوجد متجه وحيد ×- بحيث یکون 0= (×-) + × . 


۱ 


ایو اخطی وتطبيقاته 


| =× )۵( 
(ر » ۱ ع(‎  < 6 ۱ ERY 
c(x+y)=cx + cy (¥) 


(Cc + =€ FHC EA 


(آ) نفرض أن الجمع في ۴ يضيف واحداً إلى كل مركبة من ناج الجمع 
العادی مثل (9,2) = (5,0) + (3,1) عوضاً عن (8.1) » وأن الضرب بعدد 
لم یتغیر . ماهي الخواص التى لم تتحقق من الخواص الثمانية أعلاه ؟ 
(ب) برهن أن مجموعة الأغداد الحقيقيةالوجية از ودة بالعملت 
(+ × و ننه العرفتین بحیث يساوي الناجان على الترتيب الفهوم العتاد 
من «د و ۰ تمثل فضاء متجهات . ماهو التجه الصفری ؟ 

نفرض م مستوياً في الفضاء الثلاثي معادلته 6 < :+ 20+ ×. ماهی معادلة 
الستوي رم الار من نقطة الأصل والوازی إلى م ؟ 


هل کل من ,5 و م فضاء جزئی من "۸ ؟ . 





(1) جمیع التتالیات من الشکل (......1,0,1.0) التی تحوي عدداً غير منته 
قيمة معینه ل ز وحتی اللانهاية . 

(ح) جميع المتتاليات المتناقصة + دک + دلکل ز. 

(د) جميع االات المتقارية 8 x‏ نهایه غتدما وچو زر : 

(و) - جمیع التوالیات الو ف ای 5 (x x‏ لكل ۸ و ۲ . 
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مستویاً آومستقیما أو نقطة أو فضاء جريا أو فضاء صفریاً ل ۸ آوفضاء 
آعمدة ۸ 

٩-۱-۲‏ بين أن مجموعة الصفوفات من النوع 2 <2 غير الشاذة ليست فضاء 
متجهات . كذلك بين أن مجموعه المصفوفات الشادة من النوع 2 2 
ليست فضاء متجهات . 


۲-۲ حل 11 معادلة فى 1 مجهول 

لقد أصبحت الآن طريقة الحذف مألوفة فى حالة المصفوفات المربعة وان مثالا 
واحداً يكفي لتوضيح الامكانات الجديدة التي تظهر عندما تكون المصفوفة مستطيلة . 
يسير الحذف نفسه دون تغيير جوهري ولكن عندما نصل إلى مرحلة استخلاص اخل 
بوساطة التعويض التراجعی» سوف يظهر بعض الا ختلاف . 

لعله من الفضل قبل عرض هذا الثال» توضیح هذه الامکانات بالنظر فی 
العادلة العددية ۰۸۲-۸ إنها نظام مکون من معادلة واحدة بمجهول واحد . من المکن 
أن تكو ن 4 = ×3 أو 0-0 أو ۰0-4 هذه الاأمثلة الثلائة تظهر آمامنا حالات ثلاث : 

(۱) إذا كان 0ه فانه» من أجل أي قيمة ل5» یوجد حل 4/ - + وهذا الحل 
وحيد. هذه الحالة ليست شاذة (هي حالة مصفوفة من النوع 1×1 قابلة للعکس). 

(۲) إذا كان 0= ه و0 - ۰ فإنه يوجد عدد غير منته من الحلول؛ کل قيمة ل» 
نحقق المعادلة 0= +0 . إن هذه الحالة حالة عدم تعيين ؛ يوجد حل ولكنه غير وحيد . 

(۳) إذا كان 0< و ۸۶0 فإنه لايو جد حل للمعادلة 0۰-0 . إن هذه اخالة غير 

فى حالة المصفوفات المربعة» يمكن لهذه الحالات أن تظهر . سوف نستبدل 4 


ل 
() خ 


۱ 14 ابر الخطي وتطبیقاته 


ب ۸ قابلة للعکس لکن لایزال ل "۸ معنی . في حالة الصفوفة المس: 
لايمكن للحالة الاولی أن تظهر ؛ لایکن آن نحصل على حل وآن یکون هذا ال 
و حیدا حل واحد + لكل 5. يكن أن یکون هناك عدد لانهائی من الحلول لكل 5» أو 
عدد لانهائی لبعض قيم ۶ وقد لایوجدحل من أجل قيم آخری ل5» أو حل وحید 
لبعض قیم ط وقد لایوجد أي حل لقیم آخری . 

نبدأ بمصفوفة من النوع 4 × ۰3 نتجاهل في البداية الطرف الأيمن ط : 





ء 


و 
درا ي دنا 
دم ا اح 








المحور 1= » غير صفری. لذاء فان العمليات الأولية المعتادة تجعل العناصر 
الواقعة فى العمود الأول وتحت هذا المحور أصفاراً : 


2 3 
یا 3 
2 6 


سا تا ت 


1 
0 








لقد أصبح المرشح للمحور الثاني صفراً لذا ننظر فيما إذا كان أحد العناصر التي 
تقع تحته غير صفري وذلك لكي نجري مبادلة آسطر . في هذه احالة » العنصر الذي 
يقع تحت المحور الصفري صفر أيضاً . لو كانت المصفوفة الأصلية مربعة لأشار ذلك 
إلى أن المصفوفة شاذة . بالنسبة لمصفوفة مستطيلة» علينا أن نتوقع مشكلات على كل 
حال ولیس هناك ی سبب یدعونا لانهاء عملية امحذف . کل مایکننا عمله هو آن 
ننتقل إلى العمود التالي حيث الحور غير صفري . بطرح مثلي السطر الثاني من الثالث 


جد : 
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بقول دقيق » نعمل بعدئذ على العمود الرابع . نحد صفراً آخر في موضع المحور 
لذا لایکننا عمل أى شىء وتنتهی المرخلة التقدمية من الحذف. 

إن الشكل النهائي هو الصفوفة تا وهی أيضاً مثلثية عليا ولكن الحاور ”ليست 
ویاو کی كار رادي كي اکونا ر 
ود الا : ل ل - 6۷ حیت معت السار ر يصو و افیا ما ا 
العناصر المثلة بنجوم أن تکون أو لاتکون أصفار 


*# 4 ¥ 
+ # ¥ 
¥# 4۶ 4 





نغ مب 
ت اب 
ي اس 





شکل (۲-۲). العناصر غير الصفرية لنموذح مصفوفة مدرجة ل . 


يمكننا أن نلخص بالقول ماهو ظاهر فى هذا الشکل : 
(۱) الاسطر غير الصفرية تأتی في القدمة - ولا يجب |جراء مبادلات آسطر - 
وستکون الحاور آول العناصر غير الصفرية في هذه الاسطر . 


(۱) تذکر بأن الحاور ليست أصفاراً . خلال عملية الحذف قد نصادف صفراً في موضع الحور 
وهو مؤقت؛ عبادلة الأسطر أو بالتخلي عن عمود والانتقال إلى الذي يليه» تصل إلى صف 
من المحاور غير الصفرية تقع تحتها أصفار . 
() يقع نحت كل محور عمود. من الأصفار ناتج عن عملية الحذف . 
(۳) كل محور يقع عن يمين الحور التعلق بالسطر الذي يسبقه وهذا ما يعطي 
الشكل المدرج . 


١ 


۱۰۸ الخبر اخطی و تطبیقاته 


بما آننا انطلقنا من ۸ وانتهینا ب ۳ فان للقاریء النتبه أن يسأل : هل لهذه 
الصفوفات علاقة بمصغوفة مثلثية دنيا .1 حيث 1۷ = ۸ كما سبق ؟ لایوجد أى سبب 
ينع من ذلك لأن خطوات الحذف لم تتغیر ؛ لاتزال کل خطوة تطرح مضاعفا لسطر 
من آخر واقع تحته . علاوة على ذلك » عکس کل خحطوة یجری أيضاء کالسابق تماما 
وذلك باضافة الضاعف الذي طرح» وان هذه الخطوات العكسية تجری بالترتیب الذي 
یسمح بتسجیل ناجها مباشرة في .1 : 


1 

نر يخ شم 
د س دم 
جح هس سب 








على القارىء أن يتحقق من أن 20 = 4 وأن يذكر أن 2 هنا ليست مستطيلة بل 
مربعة ومن الرتبة 7-3 حيث :” عدد الأسطر في كل من نا و 4. 

العملية الوحيدة التي لم تطلب في مثالناء وقد نحتاج إليها بصورة عامة» هي 
مبادلة الأسطر . كما في الفصل الأول» يحتاج ذلك إلى تقديم مصفوفة مبادلة م يمكنها 
انجاز كل مبادلة أسطر ضرورية في ۸ قبل البدء بالحذف . في الحقيقة» با آننا تعهدنا 
بالانتقال إلى العمود التالی» عندما لايكون في العمود المعنى محورء فان ذلك 
البسرجها لان رغ ى أ السش تا خی قاف اليك النظرية اة 


؟ - ب يقابل كل مصفوفة 4 من النوع ×١‏ ” مصفوفة مبادلة 7 ومصفوفة مثلثية 
دنيا .1 > کل عنصر في قطرها يساوي الواحد ومصفوفة مدرجة 0 من النوع 1 1 بحیث 
يكون 1= ۲۸ . 

هدفنا الآن هو حل (إذا كان هناك حل) المعادلة - ۸۲ . 

لنفر ض أننا انطلقنا بالحالة التجانسة 5-0. با أن عمليات الأسطر لاتؤثر 
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على آصفار الطرف الأيمن للمغادلة 0= ۰۸۰ فمن السهل رد هذه العادلة إلى 
الصورة رت : 











۲ 4 5 ا۶‎ ۰۱ ۸ 
اس‎ 0 0 3 1۱. | ۶ 0 | 
۱1: O 8 OI 0 


ندخل الجاهیل .۲.۳ في فئتین» الفئة الاولی مكونة من الجاهیل الا ساسية 
وهي التي تقابل أعمدة الحاور؛ الأول والثالث یحویان محورین لذا »فان »و » 
هما الجهو لان الاساسیان . آما الفئة الثانية فانها مكونة من الجاهیل الاختيارية وهي 
التي تقابل الأعمدة التي لاتقع فیها محاور» وهما العمودان الثاني والرابع لذا فان «و 
هما الجهو لان الاختياريان . 

لايجاد الحل العام للمعادلة 0= ×1 (وهي ال مكافئة للمعادلة 0= ×4) ۰ يمكننا أن 
نعطي قيماً اختيارية للمجاهيل الاختيارية . لتفرض أننا رمزنا لهاتين القيمتين با حرفين 
رو «. یکن عندئذ» تعيين المجاهيل الأساسية بصورة تامة وحساب كل منها بدلالة 
المجاهيل الاختيارية» بتعويض تراجعي . لنعمل باتجاه الأعلى : 


- حت را 


سل | زرا 


J يۆ دي الو‎ w+ ¥Y=Û0 


2y =0‏ + برد + 3 + »يژدى إلى 1 - 3۷ - = u‏ 


یو جد هنا مالانهابة مر دوجه من حلول هدا النظام بو سب سيطين اختبارین 
ومستقلین « و «. الحل العام هو الترکیب : 


[- ۱ لو 3۷ - | 

١ . * | 0 
(۱) ۲ 9 + ۷ 2 ١ 

۱ | )( | 





۱ 
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یرجی النظر» من جدید »فى الشکل الأخير لحل العادلة 0= ×4. يمثل التجه 
(3,1,0,0-) حلا عندما یکون الجهو لان الاختیاریان 0= ,اع «» و التجه الأخير هو 
ا حل عندما 1= «,0= ۰۲ إن کل حل هو تركيب خطى لهذین ا حلين . لذاء فان الطريقة 
اححبدة لا یجاد جمیع حلول النظام 0 - ۸۷ هی : 

۱-بعد أن نصل بواسطة الحذف إلى ۰۰-0 نعين الجاهیل الا ساسية والجاهیل 
الا ختپاریه . 

۲-نعطی لأحد الجاهیل الاختيارية قيمة واحد وللمجاهیل الا ختيارية الأخرى 
أصفاراء ونحل النظام ۲-0 بالنسبة للمتغیرات الا ساسية . 

۳ کل متغیر اختياري يعطي الحل الخاص به بالخطوة الثانية» وتکون تراکیب 
هذه اخلول الفضاء الصفري - فضاء جميع حلول 0= 45 . 

هندسیاً ‏ يكن عرض الصورة التالية : في الفضاء ذي الأبعاد الاربعة» تكوّن 
حلول 0= ×4 فضاء جزئياً ذا بعدین وهو الفضاء الصفري للمصفوفة ۸. فى مثالناء هذا 
الفضاء مستو مولد بالمتجهين (1/3,1-,1,0-) و (3,1,0,0-). مجموعة تراکیب هذين 
التجهین تکون مجموعة مغلقة بالنسبه للجمع والضرب بعدد . إن هاتين العملیتین 
تودیان » فقط ‏ إلى زيادة فى حلول 0 - ۸ وکل هذه التراکیب واقعة في الفضاء 
الصفري . 

لقد وصلنا إلى الکان الذي يمكننا فيه أن نتعرف على نظرية ذات آهمية کبری . 
لنفرض آننا انطلقنا بمصفوفة عدد آعمدتها يزيد على عدد أسطرها ”< : . با أنه من 
المکن و جود مالايزید عن « محورآغیر صفري (لايوجد قدر كاف من الاسطر یتسم 
لأكثر من ذلك)» سنجد مالایقل عن ۰-۳ من التغیرات الاختيارية . قد یکون هناك 
» بالطبع » عدد آکبر من التغیرات الاختيارية إذا اصبحت» كما في مثالنا» بعض 
الاسطر صفرية . لکن ذلك لایودی إلى أي مشکلة» على واحد على الأقل من 
لتغیرات أن یکون اختيارياً. يكن |عطاء هذا التغیر قيمة اختيارية فيؤدي ذلك إلى 
النتيجة التالية : 
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۲-ج لكل نظام متجانس حل غير تافه» إذا كان عدد الجاهیل آکبر من عدد 
العادلات ( ”< ) : یوجد حل × یختلف عن ال التافه 0= 5 . 


يجب أن یوجد» فعلاًء عدد غير منته من الحلول لأن کل مضاعف « یحقق 
ضا العادلة . آی 0دزعة) ۸ . يحوي الفمضاء الصفری الستقیم اخامل ۳ ادا 


وجدت متغیرات اختيارية آخری » فان الفضاء الصفري يصبح أكثر من مجرد مستقيم 
من فضاء ذي « بعداً. إن الفضاء الصفري هو فضاء جزئی عدد آبعاده يساوي عدد 


الجاهیل الا ختيارية . 
هذه الفکرة أساسية -عدد آبعاد فضاء جزئى ‏ ستقدم بدقة فى البند التالی . انه 
عدد درجات الخرية . 


تعد الحالة غير التجانسة 5*0 مختلفة تماما . لنعد إلى مثالنا الأصلى م - جم 
ولنطبق على طرفي المعادلة العمليات التي نقلتنا من ۸ إلى 0 . سيكون الناتح نظاماً 
مثلثياً علوياً » - بو : 
(۲( 








0 ۰ 3 1 
26 - در 5 ف 1 3 0 0 
,5 + و25 - bı‏ 0۰ 0 0 0 
ليس التجه » الظاهر فى الطرف الأيمن» بعد خطوات الحذف» سوی 1۶ كما 


هو معلوم من الباب السابق . 

لیس من الواضح أن لهذا النظام من العادلات حل . یظهر الشك يسبب 
المعادلة الثالشة : طرفها الایسر صفر » وستکون العادلات غير متسقة مالم يكن 
0= 20+55 ,۸ . بقول آخر إن مجموعة التجهات «المواتية ليست الفضاء الثلاني 
الأبعاد كاملاً . رغم أن عدد الجاهیل هنا يزيد على عدد العادلات فمن المکن أن 
لايكون للنظام حل . لقد تعرفنا في البند (۱-۲) على طريقة أخرى في النظر في هذه 


۷1 ابر الخطی و تطبیقاته 


المسألة نفسها : يكن حل النظام = ×4 إذا وإذا فقط كان ثم واقعاً فى فضاء أعمدة 
۸ هذا الفضاء احزئی مولد بالاعمدة الاربعة للمصفو فة ۸ (لیست :]!) : 





























۱ 3 el 8 
1 | 8 | ال‎ ۷, 
1 | | 3 3| ۰0 


بالرغم من أن هناك أربعة متجهات . إلا أن تراکیبها الخطية تملأ مستویا فقط في 
الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة ؛ إلا أن العمود الثاني ماهو إلا ثلاثة أضعاف العمود الأول 
أما العمود الرابع فإنه يساوي مجموع العمود الأول مع جزء من العمود الثالث . 
(لاحظ أن هذين العمودين غير الستقلین. الثاني والرابع» هما بالضبط العمودان اللذان 
لیس في أي منهما محور) . لقد أصبح الآن من الممكن وصف فضاء الأعمدة بشكلين 
مختلفين كلياً. من ناحية أولى » إنه الستوی الولد بالعمودين الأول والثالث؛ العمودان 
الآخران واقعان في هذا المستوي وليس لهما أي تأثير جديد. من ناحية ثانية وبشكل 
مکافی ۶ إنه الستوي المكون من جميع النقاط (, .رط «) التي تحقق العلاقة 20 -, م 
0= 5۸+, . هذا هو القيد الذي يجب فرضه على ١‏ لكي یکون النظام قابلاً للحل . کل 
عمود یحقق هذا القيد الذی فرض على 2. هندسیاً » سنری أن التجه (2.1-,5) متعامد 
مع کل عمود. 

إذا فر ضنا أن التجه 0 واقع في هذا الستوي وبالتالي ينتمي إلى فضاء الاعمدة» 
فانه من السهل ایجاد حل للنظام = ×4. العادلة الأخيرة من النظام تکافیء 0 -0. 
بالنسبة للمجهولین الاختیاریین × و «۰ يمكن اعطاوهما قيماً احتيارية كما سبق ذکره. 
وعندها» يمكن ایجاد التغیرات الا ساسية بتعویض تراجعی . لنأخذ مثالاً خاصاً تکون 
فيه مركبات # هي 1,5,5 (علینا أن ننتبه إلى العلاقة 0 - م5+, 28 -, ). يأخذ عندها 
النظام ۲= :4 الصورة : 








] ¥ 4 ENÎ ۲ 
EF SÎ 
1 کے‎ ۵ 0| ۳ 
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فضاءات التجهات والمعادلات الخطية فا 


تحول عملية الحذف هذه العلاقة إلى الصورة : 

















1 ۱ ۶ لا 1 
3 | 1۱۲ 3 0 0 
0 ۱ 0 0 0 0 


العادلة الأخيرة من الصورة۰0-0 كما یلاحظ ‏ آما العادلات الأخرى فتعطی : 
3= رز + س3 أو را -1=س 
1= بر2+ سرة3+ 3۷+„ أو ر-2-3y-= u‏ 
يلاحظ من جدید. أن هناك مالانهاية مزدوجة من الحلول . بالنظر إلى المركبات 
الأربعة معاً» يمكن كتابة ا لحل العام كمايلي : 


1۷ ۱ 2 ۱ 3 ۱ ۱ ۳ ۱ 
(۳) ۶ <| " | < 0 + : +7 | _ 1 ۳ 
۷" ۱ 0 3| 
y| ] 0 0 ۱ ۱ 

















ادخال التجه (2,0,1,0-) الذي هو حل حاص للنظام = ×4. انه يحل العادلة» وكذلك 
الحدان الأخيران يؤديان إلى حلول آخری (لأنهما يحققان 0 ۸۰). کل حل للنظام 
=p‏ ۸ هو مجموع هذا الحل الخاص مع اخل العام للمعادلة 0 = مك . 








يأتى الجزء التجانس من الفضاء الصفري . ويأتي الحل الخاص الوارد في (۳) 
من حل العادلة بعد جعل جميع التحو لات الاختبارية أصفاراً. هذا هو الجزء احدید» 
فقط » لأن الفضاء الصفری قد حسب مسبقاً . عندما تضرب هذه العادلة الواقعة ضمن 


الاطار ب ۸ محصل على نا +0 = × عام ۸ 


NYE‏ اخبر اخطی وتطبيقاته 


هندسیاً » يقع هذا الحل» أيضاً » في مستو من الفضاء الرباعي لكنه ليس فضاء 
جزئياً منه وذلك لأن هذا الستوي لایر من نقطة الأصل . يوازي هذا المستوى فعلاً 
الفضاء الصفري الذي رأيناه سابقاً ولكنه مزاح عنه با لحل الخاص . وهكذا أصبحت 
الحسابات محوی خطوة جديدة : 

۱-حول ۸-۶ إلى 6 < 2 لا. 

١‏ - آجعل جميع الجاهیل الاختيارية أصفاراً وجد حلاً خاصاً. 

۳-اجعل الطرف الأيمن صفرا وأعط على التوالی لواحد من الجاهیل 
الاختيارية القيمة واحد واجعل التغیرات الاختيارية الأخرى أصفاراً. فتجد حلا 
متجانساً (متجه × فى الفضاء الصفری) . 

لم يكن للخطوة الثانية ظهور سابقاً . عندما كانت العادلة على الشکل ۰۸۲-0 
كان الحل الخاص هو التجه الصفري . إنه یلائم النموذح الا أن 0 =× خاص لم يكن 
مكتوباً فى العادلة (۱). والآن اضف إلى الحلول التجانسة كما فى (۳). 

تبرز طريقة الحذف عدد المحاور وكذلك عدد المجاهيل الاختيارية . إذا كان هناك 
م محوراً فهناك ‏ مجهولا أساسياً و - مجهولاً اختيارياً. إن العدد + سوف يعظى 
سم إن را الصفوفة -ویکن تلخیص عساية ليل ف باأکملها ‏ 


۲ د نفرض أن عملية الحذف قد أعادت (- مه إلى » = +0 . نفرض أن هناك , 
محوراً وأن الأسطر ال ۲- الأخيرة في لا صفرية . سيكون هناك حل إذا و إذا فقط 
كانت ال -:” مركبة الأخيرة من التجه » أصفاراً . إذا كان 27 + فهناك دوماً حل . الحل 
العام هو مجموع حل خاص (حيث جميع المجاهيل الاختيارية أصفار) مع حل 
متجانس (حيث ۲ -« مجهولا اختيارياً تعتبر وسطاء مستقلة) . إذا کان ۸= فليس 
هناك مجاهیل اختبارية والفضاء الصفري یحتوی فقط 0= :. 

العدد ع یدعی رتبه الصفو فة ۸ . 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۱۹ 


لاحظ الحالتين التطرفتین عندما تکون الرتبة آکبر ما يكن : 
(۱) إذا كان » - + فليس هناك أي مجهول اختياري في ×. 
(۲) إذا كان ”= + فليس هناك أسطر صفرية في 1 . 
عند وق سات اقآ افیف پستوتن فقط وت باک الرخیه مر 
06 
عندما يكون ”= + عندئذ لايوجد أى شرط على 5» وفضاء الأعمدة هو كل 
۳ ويمكن حل المعادلة مهما كان الطرف الأيمن . 
ملاحظة اختيارية : فى العديد من الکتب» لاتتوقف عملية الحذف عند نا 
ولكنها تستمر حتى تصبح المصفوفة على اشكل مدرج بأسطر مختصرة؟ . والاختلاف 
في ذلك هوأن جميع الحاور ترد إلى ۰+۱ وذلك بقسمة كل سطر على عدد ثابت 
كما أن أصفاراً تنشأ» ليس فقط تحت كل محور بل كذلك فوقه . بالنسبة للمصفوفة 
الموجودة فى النص › يكون هذا الشكل كمايلى 1 


3 0 1ُ 
E 1 2 
3 |* 
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() 


= ح 





عد 


إذا كانت 4 مصفوفة مربعة وغير شاذة فإننا نتوصل إلى مصفوفة الوحدة. إنها 
حالة من طريقة غاوس ‏ جوردان في ا حذف » بدلا من طريقة غاوس العادية التي 
تجعل 11 = ۸. تماماً » كما هو الحال بالنسبة لطريقة غاوس ‏ جوردان» إنها شديدة 
البطء في الحسابات العملية الخاصة بالصفو فات المربعة وستفقد أية بنية حزامية 
فى "۸ . يتطلب هذا الشكل المدرج الخاص عمليات عديدة كى يصبح الاختيار الأول 
فى الحاسوب . ولكنهء على كل حال. له أهمية نظرية «كشكل فانونی» ل4 : 
يصرف النظر عن اختيار العمليات الأولية» التى تتضمن مبادلة أسطر وقسمة 
أسطر» فان الشكل المدرج ذي الأسطر المختصرة ل ۸ هو دوماً نفسه . 


۱۱ 


کم نموذجاً یکنك أن تجد (مشابهاً لذلك الظاهر في الشکل ۲-۲) من 
ابل یت یاو . العناصر الوافعة عن ی يمين الحاور 


ليست بذات أهمية 
کون أصغر نظام ممكن بعدد من المجاهيل يزيد على عدد المعادلاات بحيث 
لن یکون لهذا النظام حل . 


آو جد للك تالا للمصفو فة : 


1 2 
۸ ۱ 0 ۱ 
1 2 


عين مجموعة متغیرات آساسية ومجموعة متغیرات اختيارية وأوجد 
الحل العام للنظام 0 -:4.. اکتبه على شکل العلاقة (۱). ماهی رتبة ۸؟ 


عين من أجل المصفوفة : 


0 
1 





| 
0 ۰ 
I 3 


1 0-5144 
الشكل المدرج نا و المتغيرات الأساسيةو المتغيرات الاختيارية واحل 
العام للنظام 0= ×۸ . ثم طبق اخذف على 0- ×۸ حيث ٥‏ و رط مر کبتا 
الطرف الأيمن. أوجد شروط کون 0-:ه متسقاً (أي له حل) وأوجد 
الحل العام بالشكل الظاهر في المعادلة ( .)١‏ ماهي رتبة ۸؟ 
نفد الخطوات ذاتهاء بفرض طرف أيمن ,۰,۵,۷ على منقول 
امصفوقة. 


ج درامو ح 








فضاءات التجهات والعادلات الخطية 


: اكتب اخل العام للنظام‎ ٠-۲-۲ 











تسین حل قاس امقام ات دعم اخل العام تبنم سیم 
كما في (۳). 
۷-۲-۲ صف المجموعة المواتية للطرف الأيمن ط في : 








۲ ۱۲ 0۱ 
0 1 م‎ ۱ -| 52 |. 
2 3 1 b+ 








وذلك بايجاد القيود التى يجب أن تفرض علی ‏ لكي تتحول العادلة 
الشالثة إلى الشکل 0=0(بعدالحذف). ماهي الرتبة ؟ ماهو عدد 
الجاهیل الاختيارية وماهو عدد الحلول ؟ 
۸-۲-۲ آوجد قيمة » التی تجعل النظام التالی قابلاً للحل : 
2 <- 2۷ + ۷ + 
w= 5‏ - 3۷ + هر2 
بح 2 نير لا برك + 31 
٩-۲-۱‏ ماهي القيود التى تفرض على و ,۵ (إن كانت ضرورية) كي يكون 
للنظام = 4 حل . 


7 


9 
آو حد متجهین في الفضاء الصفري ل4 و کذلك الحل العام للنظاء 


Ax 6ح‎ 


۱ 2 3] ba 
2 4 0 7| 3 





























۱۲۱۸ الجبر الخطي وتطبيقاته 
۱ 1 
0 باك 3 2 1 
Zl ۶۶0۱‏ 1 0 0 اد زر 
0 3 0 0 0 
4 1 
(ب) إذا تغير الطرف الاين من (0,0,0) إلى (6,5,0) فما هی احلول 
عندتل؟ 
۱۱-۲-۲۲ لنفترض أن الكل الوحید ۸-01( معادلة و « مجهولا) هو 0-. 
ماهی رتبة ۸ ؟ 
۱۲-۲-۱۲ آوجد نظاماً م = ×4 من النوع 3 ×2 حله العام هو 
| | 
1 هو + | 1[ |= xX‏ 
1 0 
۱۳-۲-۲ أوجد نظاماً من النوع 33 حله العام كما سبق آنفاًء بحيث لن یکون 
له حل عندما, 8ع , 8+ م 
۱-۲-۲ أكتب نظاماً ۸-۵ من النوع 22 بحيث يكون له حلول عديدة من 
الصنف ممتجانس ولایکون له حل من الصنف "خاص . لذافلن 
۳۲ الاستقلال الخطي الأساس والسعة 


لايعطي العددان ”و « بذاتهما وصفاً كاملا للحجم الحقيقي لنظام خطي . 
فلمصفو فة مثالنا الأ خير ثلائة آسطر و آربعة أعمدةغ ولکن في الواقع؛ لیس السطر 
الأخير سوی ترکیب من السطرین السابقین . بعد الحذف يصبح هذا السطر صفرياً 
ولیس له أي تأثیر حقيقي على العادلات التجانسة 0= «4. الأعمدة الأربعة ليست 
أيضاً مستقلة وإن فضاء الاعمدة ینحط إلى مستو ذي بعدین » ذلك لأن العمود الثاني 
والعمود الرابع ماهما إلا تركيبان من الأول والثالث . 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۱۱۹ 


لعدد الهم الذي بدأ بانظهور للعيان هو الرتبة ۶. لقد قدمت الرتبة سابقاً بطريقة 
حسابية محضة. کعدد للمحاور التي تظهر خلال الحذف - أو بشکل مکافیء لعدد 
الأسطر غير الصفرية في الصفوفة النهائية 0 . إن هذا التعریف آلي بحیث يمكن اعطاژه 
إلى الحاسوب . لکن سیکون من الخطأ أن نکتفی بذلك التعریف لأن للرتبة معنی بسيطاً 
وحدسياً : إنه عد د أسطر ا مصفوفة 4ا مستقلة حقيقة . نرید أن نعطي لهذا العدد و آعداد 
أخرى مشابهة تعاریف رياضية آکثر منها حسابية . 
إن هدف هذا البند هو شرح واستخدام الأفكار الاربعة الآتية : 
۱ الاستقلال الخطي أو الارتباط 
۲ تولید فضاء جزتي 
۳ آساس فضاء جزئی 
۶ سعه فضاء جزئی . 
في الخطوة الأولى» سنعرف الاستقلال الخطي . إذا كانت لدینا التجهات 
,«.... ۲ فإننا ننظر في تراکیبها الخطية ,»+....+ر ,+۰۳ يؤدي الترکیب التافه. 
حيث جمیع الأحمال 0- ,»» کما هو واضح. إلى التجه الصفري:0 + «0 
0 0۷ +...+ر . السوال الوارد هناء هوما إذا كان هناك ترکیب آخر يعطي الصفر 
آیضاً . إذا كان الأمر كذلك فالتجهات مرتبطة والا فهی مستقلة . 
١‏ -ه |ذا كان کل ترکیب غير تافه لهذه التجهات غير صفري أي إن : 
0 - ۷ 6+....+ر ,6+ باه لایقع الا إذا كان 0 < -....< رع» فان التجهات الفروضة 
«..... «مستقلة خطياً . وإذا كان الأمر خلاف ذلك فان هذه التجهات مرتبطة خطياً 
وان واحداً منها ترکیب خطي في التجهات الباقية . 


اکتشاف الارتباط الخطى سهل فى حالة الفضاء ذى الابعاد الثلائ إذا اعتبرنا 
التجهات أسهما منشأة من نقطة الأصل . یکون متجهان مرتبطین إذا وقعا على مستقیم 


Cs‏ ا حبر الخطى و تطبیقاته 


وادور انت م ا تسق مسر واسن. باشیار عا وال :درن 
آی شرط خاص› کن اسل على ا متجهات مقا عطیا . ناآ : 
كل آربعة متجهات من ۸# مرتبطة خطياً دوماً. 

مثال ۱ إذا كان أحد التجهات» ولنقل ۰ متجهاً صفرياً فان جملة التجهات 
تکون مرتبطة خطیاً حتماً» لانه يمكننا أن نختار مثلاً 3= » و0 - » لبقية العاملات . إن 
هذا الترکیب غير تافه ویعطی الصفر . 


مثال ۲ آعمدة الصفو فة : 
2 


0 


مرتبطة خطیا لأن العمود الثاني يساوي ثلائة أضعاف العمود الأول . إن ترکیب 
الأعمدة بالأحمال 3.1.0,0- يعطي عموداً صفرياً . 

الأسطر » کذلك. مرتبطة خطياً لأن السطر الثالث يساوي حاصل طرح خمسة 
ماطترا و لساب اكات (الامر ذاته يجب أن يقع من أجل تركيب 
ان #برط. رط ليصبح صفرأ في الطرف الأيمن وذلك لكي يكون النظام متسقاً . مالم 
يكن 0= 50 +, 20 - م فان العادلة الثالثة لن تأخذ الصورة 0 < 0). 
مثال ۲ أعمدة الصفو فة المثلشية : 


3 
۸ < 6 
3 








زیا ا دی 


۱ 
2 
1 


3 4 
< | 0 [1 
| 0 0 


مسقا خطبا . یظهر ذلك بصورة آلية عندما تکون عناصر القطر غير صفرية . 
ری سل اا ا و او 
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فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۳۳۱ 


علینا أن نبین أن , »,۰ جمیعها يجب أن تکون أصفاراً . العادلة الأخيرة 
نعطي 0 -,» لذاء فالعادلة التي قبلها تعطی 0- ,» . وبالتعویض في العادلة الأولى» 
نجد 0- ء. إن الترکیب الوحید الذى يساوى الصفر هو التركيب التافه» لذا » فان 
هذه التجهات مستقلة خطاً 

إذا ماکتب ذلك بالشکل الصفوفي فانه يبدو كمايلي : 


1 














5 4 2 || 3 (0) 
U 1 3 || 22 SOE 
U U 2 || وج‎ 0 


لقدهتا أن الفضاء الصمري يحتوى فقط على التجه الصفري ۰ 
=,» = ره =. هذا يعني تماماً قولنا إن الأعمدة مستقلة خطيا . 
يمكن اجراء محاكمة مشابهة على أسطر 4 التي هي أيضاً مستقلة خطياً . لنفرض 
آن لدینا : 
Û 1, ee, )0, 0, 2( < )0, 0, Û‏ ومع (2 ,3,4 ره 
من المركبة الأولى» نجد 0 - »3 أو0= »۰ ثم تعطی ال رکبة الثانية 0-,» ونجد 
أخيرا - , ». 
يكن توسیع هذه الفكرة لتشمل أي مصفوفة مدرجة ‏ ؛ يجب أن تکون الأسطر 
مستقلة خطياً. علاوة على ذلك إذا نظرنا بامعان إلى الأعمدة التي تقع فيها محاور. 
نلاحظ آنها مستقلة خطياً. في مثالنا القريب حيث : 


بها 5 امسر 


کک 


حم اس ات 
ديا اه كج 
ترا نیا ج 
زع د > 








العمودان الأول والثالث مستقلان. لا توجد جملة مستقلة مكونة من ثلاثة من 
هذه الااعمدق وبصورة أكيدة من أجل الأعمدة الأربعة كلها . صحيح أن العمودين 
الأول والرابع مستقلان » ولکن ادا حعلنا الو احد الاخیر ۳ فانهما يصبحان 


۱۳ ال حبر الخطى وتطبيقاته 


مرتبطین . من الضمون أن الأعمدة التي تقع فیها الحاور مستقلة . والقاعدة العامة 
ي 


۲ و إن الأسطر غير الصفرية التى عددها ‏ فى الصفوفة المدرجة لا مستقلة خطياً 
وكذلك الأعمدة التی تحتوی محاور عددها + نشا 


مثال ٤‏ إن أعمدة مصفوفة الوحدة من النوع ۸× ۸ 


مارا 3 
لس هم 35 


ه ده س 


0 0 0 
هي جملة مستقلة خطياً. یعطی لهذه التجهات الخاصة الرموز ,»...... »؛ |نها 
مثل متجهات الوحدة في الاتجاهات الإحداثية . فى * ۸ » لدينا : 


ت 
اسب ي س بت 





يوجد كثير من الجمل المكونة من آربعة متجهات من "8 مستقلة خطياً ولكن 
استخدام هذه الجملة أسهل وأقوم . 

للتحقق من کون جملة من التجهات ,«....,« مستقلة خطياًء کون المصفوفة ۸ 
التي تقبل التجهات المفروضة أعمدة لها ثم حل النظام ۸۰-0 . تكون المتجهات مرتبطة 
خطياً إذا وإذا فقط وجد لهذه المعادلة حل يختلف عن 0-». إذا لم توجد متغيرات 
اختيارية (الرتبة تساوی 7) فانه لايوجد فضاء صفرى سوى ۰-0 وتكون هذه المتجهات 
مستقلة . إذا كانت الرتبة أقل من « فان أحد المجاهيل على الأقل» اختیاری ويمكن 
اختياره غير مساو للصفر وتکون الأعمدة عندئذ مرتبطة خطياً . 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۱۳ 


إن هناك حالة ذات آهمية خاصة . لنفرض أن لكل من هذه التجهات ”مر كبة› 
فتكون عندها ۸ مصفوفة من النوع Mm Xn‏ . إذا فرضنا ”< ۸ سیکون من التعذر أن 
تكون الأعمدة مستقلة. فلا يكن أن یوجد « محورا لأنه لاتوجد أسطر كافية 
لاستیعابها . لذاء فان الرتبة ستكون أقل من . لأي نظام متجانس 0=» ۸ يزيد فيه 
عدد الجاهیل عن عدد المعادلات» حل ۶0 >. 





على القاریء أن يدرك أن هذا النص شکل موه للنص (۲ ح) 5 
مثال ۵ لننظر فى الأعمدة الثلائة للمصفوفة : 


[î 2 1 
4-۱ و‎ | 


لايمكن لهذه الأعمدة. باعتبارها من #2 أن تکون مستقلة ولکی دار کیا لهذه 
الأعمدة مساوياً الصفر» نحل النظام 46-0 : 


إذا أعطينا القيمة واحد للمتغير الاختیاری ‏ فان التعويض التراجعی في 0= U٥‏ 
يعطي 1و ۱1 -عر». بهذه الاحمال الئلانه ؛ تحد أن العمود الأول ناقضا العموه 
الثانی زائداً العمود الثالث يساوئ الصفر . 


تولید فضاء جزئي 
الخطوة التالية فى دراسة فضاء التجهات هی تعریف ماذا یعنی قولنا إن جملة 
متجهات تولد فضاء . لقد استخدمنا هذا الصطلح فى بدء هذا الفصل عندما تکلمنا 


۱۳ ال حبر اخطی و نه تطبيقاته 


عن الستوي المولّد بعمودى المصفوفة وسمنا هذا الستوی فضاء الاعمدة . نقدم فیمایلی 


۲ ح ادا تکون فضاء متجهات ۷ من جمیع التراکیب الخطية حملة خاصة من 
امتجهات ,«.....,۰۷ فاننا نقول إن هذه الحملة تولد الفضاء . بقول آخر يكن التعبیر 
عن كل متجه ۷ من ۷ بتركيب خطى فى التجهات ال 5 ۷ 

لفاح جني ل =C W‏ ۷ من أجل معاملاات © مناسبة . 


/ / ا | 
من الممكن لأكثر من مجموعة من العاملات ‏ » أن تعطى المتجه « ذاته» ليس من 
الضروري أن تكون هذه المجموعة من العاملات وحيدة لأنه يمكن للجملة المولدة أن 
تكون كبيرة بقدر مانريد حتى أنه من الممكن أن تحوي المتجه الصفرى ١.‏ ! لا إذا كانت 
الحملة المولدة مستقلة) . 


مثال 1 المتجهات الثلاثة (2,0,0-) =,س,(0.1.0) -,,(۱:0,0) = «تولد المستوى «- × 
الواقع في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . وكذلك المتجهان الأولان وحدهماء بينما يولد 
المتجهان , »و , ٠‏ مستقيماًء فقط . 


مثال ۷ فضاء الأعمدة لصفوفة هو بالضبط. الفضاء الولد بهذه الأعمدة . هذا 
التعريف صنع حسب الطلب . كما أن أخذ جمیع تراکیب الأعمدة هو بالضبط كأخذ 
الفضاء الذي تولده. ضرب ۸ فى + يعطى تر كيبا للأعمدة وهو متجه فى فضاء الأعمدة . 


إذا كانت الأعمدة هی المتجهات الاحداثية »..... » الصادرة عن مصفوفة 
الوحدة فإنها تولد "۴. كل متجه (,0......, 0) =« هو تركيب خطی فى تلك الأعمدة . 
في هذا الثال» الأحمال هي المركبات , نفسها : » «+.... + © 5-0. ولكن ليست 
أعمدة مصفوفة الوحدة » فط ۰ هي التى تولّد ۳ ! 


قضاءات التجهات والعادلات | طية ۱۲۵ 


لكي نقرر ما إذا كان تركيباً خطياً في الأعمدة» علینا أن نحل العادلة (- «۸. 
ولكي نبين ما إذا كانت الأعمدة مستقلة» علينا أن نحل المعادلة 0= «۸. إن التوليد 
يتضمن فضاء الأعمدة بينما الاستقلال يتضمن الفضاء الصفرى . الفضاء الأول يجب 
أن يكون كبيراً إلى حد كاف بينما الآخر ينبغي أن يحتوي على المتجه الصفري فقط . 
من أجل التجهات الاحدائية م...., »۰ يكن اجراء الاختبارين بسهولة : إنها تولد “۸ 
وهی مستقلة خطیاً . بکلام بسيط » لاتوجد متجهات في تلك الجملة زائدة عن اللزوم . 


یقودنا ذلك إلى مفهوم الأساس . 


(۱) انها مستقلة خطيا. 


بعد اجتماع هاتین الخاصتين أمراً أساسياً في ابر الخطي . إن ذلك يعني أن کل 
متجه فى الفضاء هو تركيب من متجهات الاساس. لأنها تولده. فان ذلك يعني أن 
التركيب وحيد : ادا كان «م+....+ مه دن وكذلك ۷ ط+.....+ ۷ م- «فان الطرح 
يؤدي إلى "۱ -b‏ ) 0=2. والآن يلعب الاستقلال دوره» يجب أن يكون كل معامل 
ط- ۾ صفرآ لذافان ط= 24 وهناك طريقة واحدة» فقط » لكتابة «کترکیب فى 
متجهات الأساس . 

ولعله من الأفضل أن نقول هنا إن المتجهات الإحداثية »....., » ليست الأساس 
الوحيد ل" 8. تعتبر بعض الأشياء في ابر الخطي وحيدة ولكن ليست هذه منها . 
فلفضاء التجهات عدد لانهائي من الأسس ا مختلفة . عندما تكون مصفوفة مربعة 
قابلة للعکس تكون أعمدتها مستقلة ‏ وهي تکون أساساً "۸. إن عمودي أي 
مصفوفة غير شاذة مثل : 


۱۳۹ ابر الخطي وتطبيقاته 


تن 
1 !| < ۸ 
و هما مستقلان . 
0 
رن 
989 
۲ ۱ 


شکل (۳-۲). جملة مولدة وأساس في ”۸ . 
مثال ۸ لننظر في الستوي «- » العتاد (الشکل ۳-۲) الذي یثل" 8۸. إن التجه « 
منفرداًء مستقل خطياً ولکن لایولد * 8. التجهات الثلاثة , «., «. « تولد حتماً 87 
ولکنها غير مستقلة خطياً. لكل ائنین من هذه التجهات مثل , ۲, « هاتان اخاصتان - 
إنهما یولدان وهما مستقلان لذا » فانهما یکونان أساساً . لاحظ ثانية أنه لیس لفضاء 


التجهات أساس وحید . 
مثال ٩‏ لننظر في الصفوفة الدرجة 7 ذات النوع 3×4 : 
2 3 3 ۲ 
I‏ 3 1۵ اح ۲۲ 
0 0 0 0 








تولد أعمدتها الأربعة فضاء الأعمدة. کالعتاد» ولكنها غير مستقلة . هناك عدد 
من الأسس المحتملة ولكننا سنقترح اختياراً خاصاً : الأعمدة التى تحوي محاور (فى 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۱۳۷ 


هذه الحالة الأول والثالث» اللذان یقابلان الجهولین الأساسیین) هي آساس لفضاء 
الأعمدة . لقد ذکرنا فى (۲ -و) أن هذین العمودین مستقلان ومن السهل أن نری 
أنهما يولدان هذا الفضاء . في الواقع» إن فضاء آعمدة ‏ هو الستوي «- + في" ۸. إنه 
ليس مطابقاً لفضاء أعمدة 4. 

وجملة القول : إن أعمدة مصفوفة تولد فضاء أعمدتها. إذا كانت مستقلت 
فإنها أساس لفضاء الأعمدة_سواء كانت المصفوفة مربعة أم مستطيلة . إذا كنا نتکلم 
عن الفضاء "8 بأكمله وتطلبنا من الأعمدة أن تكون أساساً لذلك الفضاء عندئذ » لابد 
أن ن الم فة مربعة وقابلة الم . , 


رغم أن اختیار الأساس لیس وحيداً» بل هناك عدد غير منته من الاحتمالاات 
الصالحة لذلك» فهناك شىء مشترك بين كل هذه الاختیارات هو خاصة ذاتية للفضاء 


لفسا ` 


ا أى أساسين لفضاء متجهات يحويان العدد ذاته من المتجهات . إن هذا العدد 
الشت ك بین کل الاسس والذی يعبر عن عدد درجات الحرية للفضاء يدعى عدد أبعاد 
E E.R‏ 

طبعاً » علینا أن نبرهن هذه الحقيقة : وهی أن كل آساس ممكن يحوي العدد 
نفسه من التجهات . نطلب أولاً من القارىء النظر إلى الخلف في مجموعة الأمثلة 
وآن یذکر عدد آبعاد کل منها . 





(۱) عليك أن تتذکر أن التعبیر اعدد آبعاد» قد استخدم بطریقتین مختلفتین . نقول عن متجه إن عدد 
آبعاده آربعة ونعني بذلك أن له آربع مركبات أو إنه عنصر في ˆ ۸ . لقد عر فنا الان فضاء جزثياً 
عدد آبعاده أربعة» مثال ذلك مجموعة من متجهات ؟ ۸ فیها ال رکبتان الأولى والا خيرة تساویان 
الصفر . إن عناصر هذا الفضاء الجزئي الرباعي البعد هي متجهات عدد آبعادها ستة مثل 
(0,5.1,3,4,0) . 


۱۳۸ ابر الخطي وتطبیقانه 


إن للمستوي ر ۰ (الشکل ۰۳-۲ متجهین فى كل أساس » وان عدد آبعاده اثنان. 
في الفضاء ثلاثي البعد ؛ نحتاح إلى ثلائة متجهات إما باتجاه الحاور - × أو باتجاهات 
نة أخرى (مستقلة خطياً) . ال سعة القضاء "۸هو . لفضاء اعمدة ۷ فی الثال )٩(‏ 
بعدان؛ لقد كان فضاء ثنائي البعد في ۸ . للمصفوفة الصفرية وضع استثنائي : جمیم 
أعمدتها وأسطرها متجهات صفرية . من المتفق عليه أن نعتبر المجموعة الخالية ساسا 
لثل هذا الفضاء وأن عدد أبعاده یساوی الصفر . 
النظرية ۲ ي تكافىء» ضمن هذا المفهوم لعدد الأبعاد النظرية التالية : 


۲ ی ادا فر ضنا آن كلا من الجمو عتبن Vo‏ في W el,‏ أساس لفضاء متجهات 


. ۸۱ =n ۷فال‎ 


البر هان : لنفرض أن إحدى الجموعتین أصغر من الأخرى ولنقل مثلاً ان <n‏ ۱ . 
نريد أن نبرهن أن هذا الفرض یوصلنا إلى التناقض . بماأن التجهات « أساس فانها 
تولد الفضاء وانه یکن كتابة کل ٠١‏ کترکیب خطی فى ۷ 


J 


يكن كتابة ماسبق بالرمز المصفرفي ۰۱۷-۷۸ حيث المتجهات « تشغل أعمدة 
المصفوفة ۷ وتشغل المتجهات « أسطر الصفوفة ۷. ليس هناك طريقة لمعرفة 
المعاملات ۾ لكن علینا أن نعرف الأمر لمهم ۸ مصفوفة من النوع ۷ حیث ۷ 
> . استنادا إلى (۲ ج) هناك حل غير الحل التافه للنظام ۸۰-0 بالضرب ب ۷ نجد أن 
۷۸۰-0 أو 1/6-0. وهذا یعنی أن مجموع المتجهات ١‏ المحملة بالمعاملات » يساوي 
الصفر أى أن المتجهات « ليست مستقلة خطياً. بماأن هذا يناقض الفرض» وهو 
کون هذه الجملة أساساًء لذاء فان علينا أن نرفض کون ۸> «. 


۱11 
Wi < 0۱ ۷۱ F ... ۳ [۲۱ = 2 RFS 
: 1 


فضاءات التجهات و العادلات الخطية ۱۱۹ 


هذا البرهان هو نفسه الذی بینا فيه أن کل جملة مكونة من ۱+ :” متجهاً من "۸ 
مر تبطة خطیاً . إن برهاناً مشابهاً يكن تعمیمه على أية فضاءات متجهات ليست 
بالضر ورة فضاءات متجهات الأعمدة . بالفعل » يمكننا أن نری هذه النتيجة العامة 
کمایلی : فى فضاء جزئي عدد آبعاده » » لاتوجد جملة مستقلة خطياً مكونة من أكثر 
من ) متجهاً كما أنه لاتوجد جملة مكونة من أقل من متجهأً قادرة على تولید هذا 

توجد نظریات «ثنویة» نذکر منها واحدة؛ إنها تسمح بالإنطلاق من مجموعه 
قد تکون أقل أو أكثر من اللازم والانتهاء من أن نحعل منها آساسا. 


۲.ل يكن توسیع أي مجموعة مستقلة خطياً من ۷ لتصبح أساساً له وذلك 
باضافة متجهات آخری إذا كان ذلك ضروریاً. 

يمكن اختصار أى مجموعة مولدة للفضاء ۷ بحیث تصبح ساسا وذلك بحذف 
بعض متجهاتها عند الضرورة. 


ان هذه النقطة تعني أن الأساس مجموعة مستقلة عظمی لایکنها أن تکون آوسع 
من ذلك دون أن تخسر استقلالها كما أنه لايمكنها أن تکون آصغر من ذلك وتبقی 
مولدة للفضاء . 

هناك ملاحظة أخيرة حول لغة البرمجة الخطية . إننا لانستخدم أبداً التعابير 
الآنية: آساس مصفوفة أو رتبة فضاء أو سعة الأساس فليس لها آي معنی + نها 
سعة فضاء الأعمدة الساوی لرتبة الصفوفة كما سنبرهن ذلك في البند التالي . 


VF 
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۳-۳-۲ 
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ا 1 
فرر كذلك فيما إذا كانت تولد * ۸ وذلك بحل 
)0,0,01( کے کی ۷ 6 
قرر الارتباط أو الاستقلال لایلی : 
AGE Û‏ .13 
ب) ۱ 7 5 4 3 ۲ 3 1 1 2 نت د لاي ۳ یات 4 "3 2 ۳ : 
ج) (2, ر «) , (0,1,1) , (1,0,0) , (1,1,0)ء لاي قيم لجن . 
برهن أنه إذا كان أي عنصر قطري من الصفوفة التالية مساوياً الصفر فان 
أسطر هذه المصفوفة مرتبطة خطياً. 
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م6 DD‏ 64 
م ق 0 
f‏ 0 0 
هل صحيح أنه إذا كانت التجهات , «, ,۲ نا مستقلة خطياً فان الجملة 
ا ES‏ - ,۳ ,,۷+ درم مستقلة خطیاً » آیضا؟ (ارشاد : 
افرض ترکیباً 0 = ۷ »+ ر مدر +٥‏ س ثم أوجد القيم الممكنة ل ء). 
مصفوفة ۸ عوضاً عن آعمدتها فهل يمكن. بطريقة الحذف. أن نقرر 
الاستقلال أو عدمه ؟ طبق ذلك علی متجهات التمرین (۱-۳۰-۲). 
حل د هندسياً » الفضاء امحزئی من # الولد ب : 


دق 


E 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية NT‏ 
أ)(0,2,0) , )0,1,0( , )0,0,0( ؛ 
نب ) 0,2,17( ,)0,1,1( . (0,0,1) £ 
ج) جميع هذه التجهات الستة . أي اثنين منها يكونان آساسا؟ 
د) جميع المتجهات التي مركباتها موجبه . 
قررفيما إذا كان التجه ۶ واقعاً في الفضاء الجزئي الولد بالمتجهات 
...۰۷ اجعل المتجهات ٠‏ أعمدة مصفوفة ۸ ثم حاول حل النظام 
Ax =b‏ . ماهي النتيجة من أجل ۱ 
(أ( (5 ,4 ,3( = w = (1,1,0), w, = (2, 2, 1), w, = )0, 0, 2), b‏ 
(ب) (0 ,0 ,0) - ,ل« ,(2 ,0 ,0) = ۷ ,(0 ,5 ,2) = ر۷ ,(2,0 ,1) = , « ولاي 
و ؟ 
صف بالقول أو برسم في المستوي ر × فضاء الأعمدة وفضاء الأسطر 
للمصفوفة | 2 ا ۸ وكذلك للمصفوفة "۸. اعط آساسا لفضاء 
الأعمدة. 


بتعیین مواقع الحاور ؛ آو جد اساسا لفضاء اعمدة المصفوفة : 


I= 


ت ت ي ب 
حم ے ت لا 
غ يخ ت ت 
ډیا یبا نب ٠ك‏ 


عبر عن كل عمود ليس من الأساس بت ركيب خطي في أعمدة الأساس . 
أوجد كذلك مصفوفة 4 لها الشكل الدرج المعطى ولكن بفضاء أعمدة 
فرض أننا اعتبرنا كل مصفوفة من النوع 2×2 متجهاًء رغم أنها ليست 
متجهاً بالعنی الستعمل . لقد قدمنا قواعد لجمع الصفوفات وضربها 
بعدد وبینا أن هذه الجموعة من الصفوفات مغلقة بالنسبه لهاتین 
العملتن . آوجد أساساً لفضاء التجهات هذا . ماهو الفضاء الجزئي 
الولد بمجموعة جمیع الصفوفات الدرجة ل ؟ 
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۱۱-۳-۲ 


e 


ادع 


١5-515 


۱۵-۳۲ 


| 


۱۱۷-۲ -۲ 


۱۸-۲۲ 


اطبر الخطى و تطسقاته 


آوجد اساسین مختلفین للفضاء الجزئى من ۸ الذي فيه ال رکبتان الأوليان 
متساویتان . 

آوجد مثالا معاکساً للقضية التالية : إذا كان «..... « أساساً لفضاء 
التجهات *8 وکان ۷ فضاء جزئياً منه» فان مجموعة جزئية من هذا 
الا ساس تکون آساساد ۷ . 

أوجد عدد آبعاد کل من : 

)١‏ فضاء جمیع متجهات * 8 التي مجموع مرکباتها يساوي الصفر 
ب) الفضاء الصفري لصفوفة الوحدة من النوع 4 < 4 

ج) فضاء جمیع الصفوفات التي من النوع 4 4 . 


E‏ 3 ی 


خفض عدد متجهات أعمدة هذه المصفوفة لتصبح أساساً ل 8 . 
لنفرض أن + هو عدد آبعاد ۷ برهن آن : 

)١‏ أي مجموعة مستقلة مکونة من ۸ متجهاً تصلح أساساً له 

۲ أي مجموعة مكونة من ۸ متجهاً تولد ۷ تصلح أساساً له . 

بقول آخر إذا علم أن عدد التجهات ملائم فان هاتین الخاصتين تؤدى 
احداهما إلى الااخری ۱ 

آوجد عدد آبعاد فضاء الصفوفات التناظرة من النوع 3 و اج 
اساسا لهذا الفشاه. 

برهن أنه إذا كان كل من ۷و ۷ فضاء جزئياً ثلاثي الأبعاد من ۰ فان 
هناك ها غبر صفري مشترکاً بینهما . ارشاد : انطلق من آساسین 
سیم ام سا : 

أ) ذا كانت آعمدة ۸ مستقلة خطیاً عندئذ یکون للنظام ط = ×4 حل 


وحید لكل ط. 


8¢ 


ES 


وو 


۲۲-۳-۲ 


ا 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۱۳۳ 


ب) لیس لصفوفة من النوع 7× 5 آعمدة مستقلة خطية . 

لنفرض أن ۸ متجها من "8 دخلت کاعمدة فى ۰۸ إذا كانت مستقلة 
خطياًء فما هى رتبة 4 ؟ إذا ولدت " ۸ فما هي الرتبة في هذه ا حالة ؟ 
اذا کونت آماسا ٩۳‏ فماذا یکون حینئذ ؟ 

في فضاء الصفوفات التي من النوع 2<2 ۰ أوجد أساساً للفضاء الجزئي 
لکون من المصفوفات التي مجامیع آسطرها ومجامیع الأعمدة فيها كلها 
متساوية . (با لا ضافهة إلى ذلك : أوجد خمس مصفوفات من النوع x3‏ 
3 مستقلة خطا تحقق الناصة الذکورة) 

إذا كانت ۸ مصفوفة من النوع 17 × 64 ورتبتها ۱۱ ؛ فکم عدد التجهات 
الستقلة التي تحقق 0= ×4؟ وکم عدد التجهات الستقلة التي حمق 
Ay =0‏ 

لنفترض أن ۷ فضاء متجهات سعته (7) و ۷ فضاء جزئی سعته (4) فما 
هو الصح وماهو الخطأ فیما يلي : 

(۱) کل آساس 1 ۷ يكن توسعته لاساس 1 ۷ وذلك باضافة ثلاثة 
متجهات آخری . 

(۲) کل آساس 1 ۷ يكن تخفیضه لاساس ل۷ وذلك بحذف ثلاثة 
متحهات . 

لنفترض أن ,نا...... ٠‏ هی تسعة متجهات في ' 8. 

(أ) هذه التجهات (هي) (لیست) (یجوز أن تکون) مستقلة خطياً . 
(ب) هذه المتجهات (تولد) (لاتولد) (يجوز أن تولد) ۸. 

(ج) إذا كانت هذه المتجهات أعمدة فى 4 فان النظام 6 = ۸۰ (له حل)» 
(ليس له حل) +( يكن أن یکوت له حل) . 


8 ا حبر الخطى وتطبيقاته 


۶-۲ الفضاءات الحزئية الأربعة الأساسية 

لقد عالج البند السابق التعاريف ولم يهتم بالبناء . فنحن نعرف ماهو الأساس 
ولكننا لانعرف كيف نحصل عليه . سننطلق الان من وصف واضح للفضاء الجزئي 
راغبين في ايجاد أساس واضح له . 

يعرف الفضاء الجزئي باحدى طريقتين : بالطريقة الأولى نعطي مجموعة من 
المتجهات تولد الفضاء ؛ إن ذلك هو حال فضاء الأعمدة حيث تكون الأعمدة معر وفة . 
بالطريقة الثانية » نعطي قائمة القيود المفروضة على الفضاء الجزئي» فلا تكشف هذه 
الطريقة عن المتجهات الواقعة فى الفضاء بل عن الشروط التى عليها تحقيقها . الفضاء 
الصفري مثلا يتكون من جميع المتجهات التي تحقق 0= ×4 وكل معادلة في هذا النظاء 
قثل قيداً. في الصورة الأولى للتعريف. يمكن وجود أعمدة غير مفيدة» في الصورة 
الثانية» يمكن وجود قيود مکررة. فى كل من الحالتين لايمكن إظهار أساس بمجرد 
النظر بل هناك ضرورة لطريقة نظامية . 

يكن للقاریء أن يخمن كيف يكن أن تكون هذه الطريقة . سنبين» انطلاقاً من 
المصفوفات» ,2.۲ التي حصلنا عليها بالحذف» كيف نجد ساسا لكل فضاء جزئی 
مرتبط ب 4. لذاء حتى لو أضحى هذا البند أطول من غيره» فانه لابد أن ننظر إلى 
الحالة القصوی : 

عندما تکون الرتبة کبيرة بقدر الامکان» ۸ = آو ۳= أو م - :م - + ؛ فان 
للمصفوفة فى هذه ا حالة معکوساً من الیسار 8 أو معكوساً من اليمين © أو معكو سا 
من الطرفين 4. 


لام حاطة بالمناقشة كاملة سننظر في كل من الفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة 
على حدة . اثنان منها مألوفان وائنان جديدان . 
١-فضاء‏ أعمدة ۸ » ويرمز له ب(#7)4. . 
۲ -الفضاء الصفری ‏ ۰۸ ويرمز له ب (4) /. . 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۱0 


۳-فضاء آسطر ۸ » والذی هو فضاء أعمدة "۸ انه (47) #. وتولده آسطر ۸. 

-الفضاء الصفري الأيسر ل ۸ الذي هو الفضاء الصفري ل "4ء إنه يحوي 
جمیع التجهات التي تحقق 0= ر4 ویرمز له ب( "71۸ . 

ما يلفت النظر بالنسبة للفضائین الأخیرین» آنهما یصدران عن 47. إذا كانت ۸ 
مصفوفة من النوع ۲ ۰« فانك تستطیع أن تری أي فضاءات مضيفة تحوي الفضاءات 
الجزئية الاربعة وذلك بالتظر إلى عدد الر کبات : 

الفضاء الصفری (۸4)/. وفضاء الأسطر (47) 7#. هما فضاءان جزئيان في " ۸ . 

الفضاء الصفری الایسر (61/. وفضاء الأعمدة (4) 27 هما فضاءان جزئیان 





من ۰7 
للأسطر ۸ مر كبة وللأعمدة 1 . بالنسبة للمصفوفة البسيطة : 


: | ۲ ٩ 0 
= 0 


فضاء الأعمدة هو المستقيم الحامل ل | ! | . آما فضاء الأسطر فهو المستقيم الحامل 
ل 01 Û‏ !ا | 5 إنه فى ”8 . الفضاء الصفري هو مستو في ۸ والفضاء الصفري الایسر 


هو مستقيم في “8 : 


0 


0 5 
(4) سم يحوي |1| و 1 » A‏ يحرق 7 
: 


0 
لاحظ أن جميع التجهات هي متجهات آعمدة . حتى الا سطر تم نقلها. وفضاء 
آسطر ۸ هو فضاء أعمدة 47. عادة» الصفوفة البسيطة هي ا بعد الحذف . ومسألتنا 
هي ربط الفضاءات الخاصة با مع الفضاءات الخاصة ب4.. لذاء فإننا نلاحظ المصفوفة 

المدرجة 1 وفی الوقت نفسه» المصفوفة الأصلية : 











| 3 5 ۲ تلو 2 | 
| 5 9 06 2 اع لر 1[ 3 0 1 |2۱ آر) 
0 3 3- 1- 0 0 0 0 


8 ب الجبر الخطي وتطبیقاته 
رغبة في التجدید» سنعالج الفضاءات الحزئية الأربعة مرتية حسب الأهمية . 
۳ فضاء أسطر 4. بالنسبة لمصفوفة مدرجة مثل ۷7 » سيكون فضاء الأسطر 
سهلا. إنه يحوي جميع تراكيب الأسطر كما هو شأن أي فضاء أسطر_إلا أن السطر 
قاعدة مشابهة تسري على أي مصفوفة مدرجة لها م محور و+ سطر غير صفری : 
آسطرها غير الصفرية مستقلة وعدد آبعاد فضاء أسطرها ۰۲ حسن احظ ‏ يتم التعامل 
مع الصفوفة الاصلية ۸ بالسهولة نفسها . فسطرها الثالث لايؤدي إلى شيء أيضاً . 


۲ : لفضاء آسطر ۸ آبعاد عددها م وهو يساوي عدد أبعاد فضاء أسطر 0 وله 


کذلك الاسس ذاتهاء لآن فضاء‌ي الأسطر متطابقان . 


سبب ذلك أنه لیس لأي عملية آولية تأثیر على فضاء الأسطر بل تت رکه كما هو . 
إن أسطر ا هي تراکیب من آسطر الصفوفة الأصلية ۸. لذا . فان فضاء أسطر ن 
لايحتوي على جدید . بالوقت ذاته» با أن كل خطوة يکن عکسها» فليس من شيء 
ضائع » يمكن استرجاع آسطر ۸ من . ينتج السطر الثانی من 1 عن السطرین الأول 
والثاني من ۸. تنتج آسطر 4 عن السطرین الأول والثاني من ۷. صحیح أن ۸و ۷ لهما 
اسطر مختلفة إلا أن تراکیب الاسطر متطابقة . إن هذه التراکیب هي التي تصنم فضاء 
الاسطر . 

لاحظ آننا لم ننطلق من آسطر ۸(عددها :) التى تولد فضاء الأسطر ونحذف 
۰۶ سطرامنها لنحضل بذلك على آساس . استناداً إلى ۲ ل» یکننا أن نفعل ذلك . 
ولکن سیکون من الصعب أن نقرر مانبقي من الأسطر ومانحذف . لذاء كان من 
الأسهل أن نأخذ الأسطر غير الصفرية في لا . 

۲ - الفضاء الصفري للمصفوفة ۸ : لنذكر أن الغرض الأساسي للحذف كان 
تبسيط نظام معادلات خطية دون أي تغيير فى حلها . لقد رد النظام 0 = ×4 إلى النظام 


فضاءات التجهات والمعادلاات الخطة ۱۳۷ 


0- :۰1/7 وهذه العملية قابلة للعکس . لذا » فالفضاء الصفری للمصفوفة ۸ هو 
نفسه الفضاء الصفري للمصفوفة 7 . من بين القيود الفروضة بالعادلات ال« وهی 

0 - ۸ يوجد: قيداً » فقط مستقلة . وهی معينة بأي + من الأسطر الستقلة 
خطياً من ۰۸ أو (آکثر وضو حا) بالاسطر غير الصفرية من ا التی عددهام. إذا اخترنا 
التعبیر الأخير فان ذلك یکشف عن طريقة محددة لایجاد آساس للفضاء الصفری . 


۲ ن للفضاء الصفری ( 7/7۸ آبعاد عددها-:. يمكن تکوین آساس له برده إلى 
النظام 0۲-0 الذي له - « من التغیرات الاختيارية ‏ تقابل آعمدة 0 التى لاحوي 
محاور . لذا نعطي على التوالي» القيمة (1) لتغیر اختياري ونعطي لبقية التغیرات 
الا ختيارية القيمة صفر ثم نحل النظام 0 = ×1 بالتعویض التراجعی بالنسبة للمتغیرات 
الباقية (الأساسية). التجهات الناتجة عن ذلك والتى عددها- تكون ساسا 
کی 


هذه هى »تماما » الطريقة التی اتبعناها فى حل 0 - 7 بالتغیرات الاساسية 
والا ختاریه . لقد احتوی الخال على محورین فى العمودين (۱) و (۳) . لذاء فان 
متغیراتها الاختيارية هما الثاني والرابع .ا وأساس الفضاء الصفري هو : 


۸ 5 
کڪ لاع 7 . 1 = ۱ ۲ ل ۷5 
Fa 52 eT‏ 0 ۲ ۲20 
| 0 


من السهل أن نری» سواء من أجل هذا ال مثال أو بصورة عامة» أن هذين المتجهين 
مستقلان. في کل تركيب من الشكل ,+ م »یکون , »هو المركبة «ویکون ,»هو 
المركبة ن لذاء فان السبیل الوحيد ليكوة0-,+رء+ :هو أنيكون: 
0-,» -,ء. هذان التجهان يولدان» أيضاء الفضاء الصفري ؛ والحل العام هو التركيب 
۱+« وعلى هذا فان التجهات × التي عددها 4-2 = 2« تكون أساسا . 


یسمی الفضاء الصفری نواة ۸ ویدعی عدد آبعاده + « صفرية 4 . 

١‏ -فضاء آعمدة ۸: آولا» هناك نقطة أخرى تتعلق بالرمز . كثيراً مایدعی فضاء 
الاعمدة بمدى ۸ (یخصص له ا حرف #) یتعلق هذا الصطلح مع العنی العتاد لدی 
دالة | کمجموعة جميع قيم (2)/الممكنة . إن + واقع في مجال/ . آما القيمة (*) / فتقع 
في مدى هذه الدالة . في الحالة التي نحن بصددهاء الدالة هي +ه-(+)/. يتكون 
مجالها من كل «ينتمي إلى "۸. أما مداها فمكون من كل متجه ممكن «۸. (بقول 
آخرء من كل ١‏ الذي من أجله» يكون = ۸ قابلاً للحل). نحن نعلم أن ذلك 
يمثل جميع تراكيب الأعمدة أي أن المدى هو فضاء الأعمدة. إننا نعتزم 
استخدام الصطلح العتاد وهو فضاء الأعمدة » كما أننا سنتبنى الرمز الختصر 
( ۸) و ۱۷ 

مسألتنا الحالية هی ایجاد آساس لفضاء الاعمدة ( ۶7)0. وكذلك لفضاء 
الأعمدة (77)8.. هذان الفضاءان مختلفان (یکفی النظر إلى الصفوفتین) إلا أن عدد 
أبعادهما واحد. هذه هي النقطة الرئيسية . 

العمودان الأول والثالث من 0 هما أساس فضاء أعمدتهاء وهما العمودان 
اللذان يحويان محاور . كل عمود آخر هو تركيب فیهما. بالاضافة إلى ذلك» فان 
الشيء ذاته صحيح بالنسبة للمصفوفة الأصلية -بالرغم من أن المحاور غير ظاهرة 

ختلفة . العمودان الأول والثالث من ۸ هما أساس لفضاء أعمدتها . بالتأکید 
العمود الثاني ليس مستقلا . إنه ثلاثة أضعاف العمود الأول . آما العمود الرابع فيساوي 
العمود الأول + ثلث العمود الثالث . اذا مكلت آعمدة معينة من 7 أساسا لفضاء 
اعمدة ا فان الأعمدة القابلة لها من ۸ تشک أيضاً ساسا لفضاء أعمدة ۸. 





والاعمدة 


)١(‏ الامر الحزن هو أن فضاء الاسطر یبدا أيضاء بالحرف ذاته . ستخصص فى هذا الکتاب 
ارف 7 للرتبة واخرف 8 لغضاء الأعمدة. 


فضاءات المتجهات والعادلات الخطية ۱۳۹ 


سبب ذلك أن 0 = ×4 إذا وإذا فقط » كان 0= ×10 . إن هذین النظامين متکافتان 
ولهما الحلول ذاتها . العمود الرابع من ۷ كان أيضاً مساوياً العمود الأول + ثلث العمود 
لثالث . إذا مانظرنا إلى الجداء الصفوفی 0= ×4 فاننا نجد أنه يمثل ارتباطاً خطياً لاعمدة 
۸ بمعاملات هی احداثيات «. هذا الارتباط يقابل بارتباط بين آعمدة ‏ وبالعاملات 
ذاتها . إذا كانت مجموعة من أعمدة ۸ مستقلة فان الأمر ذاته یکون من أجل أعمدة نا 
ابا تالف رای اتکی ۱۲ 

والآنء لایجاد آساس 1( 4)#. نستخدم ماسبق أن فعلناه بالنسبة ل 0 . إن 
الأعمدة التى عددها م والتي تحوي محاور هي آساس فضاء آعمدة ۰۲7 نختار هذه 
الأعمدة نهسها من ۸ كما يلى : 


۲س عدد أبعاد فضاء الأعمدة ( ۸ يساوي الرتبة #ويساوي عدد أبعاد فضاء 
الأسطر : عدد الأعمدة ا مستقلة خطياً يساوي عدد الأسطر ا مستقلة خطياً . يمكن تكوين 
أساس للفضاء (2)4 بتلك الأعمدة من 4 التى عددها + والتى تقابل فی ‏ الأعمدة 





هذه الحقيقة التى مفادها أن لفضاء الأعمدة وفضاء الأسطر عدد الأبعاد ذاته 
نمثل نظرية من أهم نظريات ابر الخطى . نختزل ذلك غالباً بالقول رتبة الأسطر = 
رتبة الأعمدة . إنها تعبر عن نتيجة غير واضحة ماما من أجل مصفوفة عشوائية من 
النوع ۱2 × 10 مثلاً. يقال شيء مشابه لذلك بالنسبة للمصفوفات الربعة : إذا كانت 
أسطر مصفوفة مربعة مستقلة خطياً فان الأمر كذلك أيضاً بالنسبة للأعمدة (والعکس 
بالعکس) . هنا أيضا لایظهر هذا الأمر بدهیاً» على الاقل لیس بدهیاً للمو لف . 


(۱) الامر الحزن هو أن فضاء الاسطر یبدا أيضاء بالحرف ذاته . سنخصص فى هذا الکتاب 
ارف للر تبة واحرف ۸ لفضاء الأعمدة . 


١‏ ابر الخطي وتطبيقاته 


لكى نرى مرة أخرى أن عدد أبعاد كل من فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة 
للمصفوفة ‏ يساوي + » ننظر في وضع غوذجی ذي رتبة ۰۲-3 إن للمصفوفة نا . 
| * # # ۶ ## رل 
* * رل ۱ 
: 00 0 | <- لا 
دل 0 0 00 0 
0 0 0 00 0 
ندعى هناء أيضاً » أنه توجد ثلائة أعمدة » فقط » مستقلة. للأعمدة ثلاث 
مرکبات غير صفرية فقط . فإذا تمكنا من أن نبرهن أن الأعمدة الثلاثة الأساسية_الأول 
والرابع والسادس - مستقلة خطياً فانها تصلح أساساً (لفضاء أعمدة ۷ وليس ل ۸ !). 


لنفرض أن تركيباً خطياً لهذه الأعمدة یساوی الصقر : 





7 ۱ ۴ | 
Ci | 0 + د‎ 2 FC | ات‎ N 
۱ 0 5 03 0 
| 0 | 0 0 0 


لنعمل بالاتجاه نحو الاعلی کالعتاد فننجد أن على ,ع أن يساوي الصفر وذلك 
لأن الحور 0 حبك . لذاء سیکون ,ء مساویاً الصفر أيضاً لأن 0 -,4 ونجد آخیرآ0-». 
هذا ما يحقق الاستقلال الخطي وینهی البرهان. با أن 0= ×4 إذا وإذا فقط كان 0= U»‏ 
فانه يمكننا أن نستنتج أن الأعمدة : الأول والرابع والسادس من ۸ تکون أساساً 

د(4) # وذلك مهما كانت المصفوفة الأصلية ۰۸ حتى إننا في؛ هذا المثال 
لانعرفها . 

نو کد آن فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة كليهما يصبح اقا سد هيلات 
الحذف علی۸. لیس من الضروري أن نتعامل مع 4. بالتأکید» كان من الممكن. 
إيجاد منقول ۸ ببادلة آعمدتها مع آسطرها (وفضاء آعمدتها بفضاء أسطرها) . ومن 
نم يكن رد ۸ إلى شکله الدرج (وهو مختلف عن *0). یقودنا هذا إلى الفضاءات 


فضاءات التجهات و العادلات الط ء EN‏ 


الصحيحة ولکنها ليست فكرة مناسبة . هناك استعمالات عديدة للمنقول الا أن هذه 
ليست منها. الفكرة هي أن 1( ۸) # و (47) #. العدد نفسه من الأبعاد وأنه يكن 
إيجاد ذلك في وقت معأ من 0 . 

نصل الآن إلى الفضاء الجزئي الأساسي الرابع الذي بقي حتى الآن بعيداً عن 
الأنظار . با أن الفضاءات الثلاثة الأوائل كانت (47) #. ,( 4 /.. , (۸) 7#. لذاء فان 
الرابع لابد آن یکون(*۸)/.. إنه الفضاء الصفري للمنقول أو الفضاء الصفري اليساري 
د 4 إذ إن 0= ر ۸ تعنى 0 < ۸« ويظهر المتجه على يسار 4 . 

؟ -الفضاء الصفري اليساري ل ۸ (يساوي الفضاء الصفري ل '4) . إذا كانت ۸ 
من النوع << فان 4 من النوع × . فضاؤها الصفري هو فضاء جزئي من "۸ ؛ 
التجه « له #” مركبة . إذا ماكتينا على النحو 0 - ۸ فان هذه المركبات سوف تضرب 


أسطر 4 لينتج السطر الصفري . 
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یدعی التجه "ر متجهاً صفرياً يسارياً للمصفوفة ۸. 
من السهل اييجاد علد أبعاد هذا الفضاء الصفري A)‏ فی کل مصفو فة ۲ 
عدد المتغيرات الا ساسية زائداً عدد المتغيرات الاختيارية يساوي عدد الأعمدة الكلى . 
هذا يعنى من أجل 4 أن : <(-)+۳. بقول آخر : 
علد آبعاد فضاء الاعمدة + عدد أبعاد الفضاء الصفري = عدد الأعمدة . 
تصلح هذه القاعدة كذلك ل ۸ التى لها« عموداً وهی كمصفوفة لها 
جوده ۸ 
نفسها . الا أن عدد آبعاد فضاء أعمدتها یساوی. أيضاً ‏ ولذا : 


)۱( م‎ +dim 7 (A) =m 


؟ ١‏ اخبر اخطی وتطبيقاته 


۲ ع عدد أبعاد الفضاء الصفری اليساري ١‏ ۴ يساوي mM -F‏ „ 


تختفی التجهات « فى مکان ما آثناء الحذف» عندما تركب آسطر ۸ لتنشأ عنها 
الأسطر الصفرية في 7 والتی عددها ۰۰ لایجاد ,نيدأ من 7۸-۷ أو 
0- ۶4" . الأسطر الأخيرة من 1"۶ والتی عددها +-:” تکون أساساً للفضاء الصفري 
اليساري ‏ لأنها تضرب ۸ لتعطي الأسطر الصفرية ۷-1 . نعید : يحتوي الفضاء 
الصفري على الا حمال التى تتركب بواسطتها آسطر ۸ لنحصل على الصفر . 
في مثالنا 4« 3 » كان السطر الصفری هو السطر الثالث -۲ (السطر الثانی )+ ۵ (السطر 
الأول). إن ذلك هو الترکیب نفسه , م5+,20-, الذي ظهر في الطرف الاین وقد 
أدى ذلك إلى 0-0 كمعادلة أخيرة . لذا » فان مركبات رهي 2,1-.5. هذ المتجه 
هو أساس للفضاء الصفری الیساری الذي عدد آبعاده 1 ۷-۲-3-2 . 
إنه السطر الأخير من 1"۶ وينتج عنه السطر الصفري في 0 - وبامكاننا ملاحظته دون 
جات "یز 

إننى آدرك أن الکتاب لم یعط » حتی الآن» سبباً للاهتمام بالفضاء ( "4)4 . 
إذا کتبت با روف الائلة : الفضاء الصفري اليساري مهم أيضا› فان ذلك صحیح 
ولکنه غير مقنع » سیکون البند التالي أفضل عندما يعطي معنی فيزيائياً د «. 

لقد عر فنا الآن سعات الفضاءات الاربعة ويمكننا أن نلخص ذلك في حدول» 
ويظهر أنه من المواتى أن نعرض ذلك كنظرية . 

النظرية الأساسية في ابر ا لخطي» جزء ١‏ 

+ فى = فضاء أعمدة 4؛ عدد أبعاده‎ )4(-١ 

۱-۲ ۸) /. = الفضاء الصفر ي ل ۸4 عدد آبعاده ‏ - f‏ 

4(۳ فى - فضاء أسطر ۸؛ عدد آبعاده ‏ . 

هم #.. = الفضاء الصفری اليساري ل ۰۸ عدد آبعاده 0-۲ 


مثال : ۲ ,2 - 8 2 111 ۱ م 


نت فيا 


١‏ فضاء الأعمدة يحتوي على مضاعفات | ! | . العمود الثاني هو في الاتجاه 
نفسه ولايؤدي إلى شیء جدید . 

۲ الفضاء الصغري يحتوي على مضاعفات | 5 . هذا التحه يحقق 0= ×۸ 
وکذلك تفعل مضاعفاته . 

۳ فضاء الأسطر يحتوي على مضاعفات | ! | . إنني أكتبه کمتجه عمود لأنه 
فى فضاء أعمدة "۸ . 

4 الفضاء الصفري اليساري يحتوي على مضاعفات | 7 | . هذا المتجه 
يحقق 4750-0. وأسطر 4 بالأحمال 3,1- يؤدي مجموعها إلى الصفر . 

في هذا المثال» جميع الفضاءات ا جزئية الأربعة هي مستقيمات! هذه صدفة 
مصدرها ۲-1 و1 < 7-۲ و1< ۰-۲ ستكون التمارين آکثر تنويعا. لاحظ انك إذا 
غيرت العدد الأخير فى ۸ من 6 إلى 7 فسیتغیر عدد الأبعاد . لفضاء الأعمدة وفضاء 
الأسطر العدد 2= . الفضاء الصفرى والفضاء الصفري اليساري يحويان فقط المتجهين 
0= بدو 0= «. المصفوفة قابلة للعکس . 


وجود المعكوس 

نحن نعلم أنه نه إذا كان للمصفوفة ۸ معكوس یساری ( 2 8۸) ومعكوس 
يمينى (7- 46 ) فان هذين المعكوسين متساويان : © - 84(6) = (40) 8 = 8. يمكننا 
ا و یسح و 
العکوسان . نقول بشکل مجمل. یوجد معکوس فقط عندما تکون الرتبة أكبر 
مایکن. 

تحقق الرتبة» دائماً » مايلى «> و > وذلك لانه لن تكون لصفوفة من 


النوع ۰۷۰ أكثر من « سطراً مستقلة ولا آکثر من « عمودا مستقلة . لیس هناك مکان 
لحاورآکثر من « أو آکثر من ۸. نريد أن نبرهن أنه إذا كان - ١‏ فان لهذه المصفوفة 
معكوساً عن اليمين» وإذا كان ۸ ١=‏ فان للمصفوفة معکوساً عن الیسار . فى الحالة 
الأولى. يوجد للنظام ۸۰-۸ » دوماً » حل» وفی الحالة الثانية » يكون الحل (إن وجد) 
وحيدا . المصفوفة المربعة هي المصفوفة الوحيدة التي قد حقق - و 2 لذلك 
لاتوجد سوى المصفوفة المربعة التي قد تحقق الوجود والوحدانية . فالمصفوفة المربعةء 
فقط » قد يكون لها العکوسان . 


۲-ف الوجود : للنظام ۸۰-۸ حل واحد +علی الأقل من أجل كل قيمة ل 
۵ إذا وإذا فقط كان فضاء الأعمدة هو ۳ أي إذا كان :- ۰ في هذه الحالة» يوجد 
معكوس عن اليمين © من النوع × ۸ یحقق 1- 40 حيث | مصفوفة الوحدة من 
النوع 7 وهدا مکن » فقطء إذا كان 7 > «. 

الوحدانية : یکون للنظام م = ۸۰ حل واحد : على الأكثر إذا وإذا فقط كانت 
الأعمدة مستقلة خطياً: وحينئذ » = ۲. يوجد في هذه الحالة معكوس عن اليسار 8 من 
النوع :7 بحيث يكون 1= 19۸ ,1 مصفوفة الوحدة من النوع «. هذا ممكن. 
فقط » ادا كان »م < مر . 

فى الحالة الاولی. أحد الحلول الممكنة هو ط٤‏ = × إذ إن - 406 = ×4. لكن 
توجد حلول أخرى إذا وجدت معكوسات يينية أخرى . 

في اخالة الثانية» إذا وجد للمعادلة 6 - + حل فلابد أن يكون كمايلى : 
0 - مقع - + ولكن من الممكن ألا يوجد حر" . 

هناك صيغ بسيطة للمعكوس اليساري وللمعكوس اليميني إن وجد : 


Ea MT.‏ و AFA‏ يديم 


)۱( عدد الحلول في حالة الوحدانية صفر أو واحد بینما هو فى حالة الو جود واحد أو مالانهاية . 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۱:6 


بالتأكيد /- ۸6و - 84 . الأمر الذي لیس مؤكداً» هو ماإذا كانت "۸ ۸و۸ "۸ 
قابلتین للعکس فعلاً . سنبين في الفصل الثالث أن للمصفوفة ۸۳۸ معكوساً إذا كانت 
الرتبة تساوی ۸ وأن للمصفوفة 4 ۸ معكوساً إذا كانت الرتبة تساوي «. وهكذاء فان 
للصيغ معنى حتماً عندما تكون الرتبة أكبر مايمكن والمعكوسات من جانب واحد مکنة 
الو جود. 

هناك طريقة تعتبر آساسية آکثر ماسبق . يمكن النظر إلى عمود واحد في کل 
مرة ) من أجل مصفوفة © فنحد : 


AC =[‏ اور e en‏ سا 8 Rê e‏ الى 


كل عمود من ۰6 عندما يضرب ب ۰۸ سوف يعطي عموداً في مصفوفة الوحدة. 
لایجاد حل للنظام » = ×4 » نحتاج إلى أن تكون التجهات الإحداثية » في فضاء 
الأعمدة . إذا احتوی جميع هذه التجهات » فان فضاء الأعمدة يجب أن يكون "۸ ! 
يجب أن یکون عدد آبعاده (الرتبة) «= . هذه هى حالة الوجود » عندما تولد الاعمدة 


0 4 4 | 
از 5 )| - ۸ 


بماأن 2 E‏ ج فان النظرية تضمن وجود معکوس عن اليمين 19 


0 
0 | 0۱ 0 4 ۱ 
ح | !ا )( = AC‏ 
۱ 1 1 5 1 3 3 ۳ 
32 2313 | 


بالفعل» يوجد العديد من المعكوسات عن اليمين لأن السطر الأخير في © 
اختيارى تماماً. وهذه حالة وجود وليست حالة وحدانية . ليس للمصفوفة 4 معكوس 


VE‏ اخبر اخطي و تطبیقاته 


مصفوفة الوحدة ذات النوع 3×3 . 
بالنسبة لهذا المثال» الصيغة "45 4) 4 = © تؤدى إلى الاختيار المحدد : 


0 








|| 
o اجه‎ 








اها ني 


تختار الصيغة أصفاراً للرموز الاختيارية ر» . ..». هذه حالة العکوس الكاذي' 
وهي طريقة نقرر فيها معكوساً خاصاً عندما لاتتوفر طريقة نظامية لتقرير ذلك . لقد 
شرحت في الملحق الأول . 

إن منقول 4 يؤدي إلى مثال في اتجاه معاكس بعدد لانهائی من المعكوسات 
اليسور : 











1 ۵ bê || 4 © 1 3 
ما‎ Sm FL 
0 + Fe o إن‎ ۱ 1 


الان العمود الأخير من 8 اختياري ماما . هذا نموذج ل حالة الوحدانية عندما 
تکون أعمدة ۸ التى عددها ‏ مستقلة خطياً . الرتبة ” = . ليس هناك متغیرات 
اختيارية إذ إن 0 = - ۰ وهکذا .إذا كان هناك حل فانه الحل الوحید . بامکانك أن 
ترى متى يكون لهذا المثال حل : 





4 0۱ bı 
و 3 قابلة للحل إذا كان 0= وط‎ 3 
يه‎ ۱ 23 














عندما یکون 0 حرم فان اخل (وحید !) هو رط 5 /1 =× , ,5 1/4 =× . 


بالنسبة لصفوفة مستطيلة » لیس من المکن أن نحصل على الو جود والو حدانية 
معاً. اذا كانت مختلفة عن ۸ فانه لایکن أن یکون ۸= ١‏ و ”= ۲ بالنسبة لصفغو فة 


فضاءات التجهات و العادلات الخطية ۱:۷ 


مربعة فالأأمر على العکس . |ذا كان ”= :#فانه لاتتحقق إحدى الخاصتين دون الا خری . 
للمصفوفة الربعة معکوس يساري إذا و إذا فقط كان لها معکوس ييني . هناك معکوس 
واحد فقط ۸- ©- 8. ال و جود یودی للوحدانية والوحدانية تؤدي لل و جود في حاله 
ا مصفوفة ا مربعة . إن شرط قابلية العکس هو أن تکون الرتبة أكبر ماهکن : - "= . 
يمكننا أن نعبر عن ذلك بطريقة أخرى : كل واحد من الشرطین التاليين لازم وكاف 
لتکون مصفوفة مربعة ۰۸ من النوع ۰ غير شاذة . ۱ 
(۱) الأعمدة تولد ۰/۳ یعنی أن للنظام ط= ×4 حل واحد على الاقل لكل قيمة ل . 
(۲) الأعمدة مستقلة خطياًء يعنى أن للنظام 0 = ×4 الحل الوحيد 0 = ×. 

يمكن لهذه القائمة أن تزداد طولاً» بصورة خاصة إذا أخذنا بعين الاعتبارالفصول 
التي ستأتي فيما بعد . كل شرط في القائمة التالية مكافىء لأي واحد آخر منها ويؤكد 
أن 4 غير شاذة . 

(۳) الأسطر تو لد الفضاء " 8. 

. الأسطر مستقلة خطيا‎ )٤( 

(۵) یکن للحذف أن يكتمل : ناضا- 84 حيث كل 0 ۶ 4. 

(7) تو جد مصفوفة 47 بحيث يكون != 4-454 4 . 

(۷) محددة المصفوفة 4 لاتساوي الصفر . 

(۸) ليس الصفر قيمة ذاتية للمصفوفة 4. 


اليك تطيقا غو ذجياً. لتکن ( ») ۶ كثيرات الحدود من الدرجة 1- «. کا 
الحدود الوحيدة من هذا النوع التي تنعدم في م نقطة معروفة : 5 55 ,هی = () ۲ 
.. لاتوجد كثيرة حدود أخرى من الدرجة 1- #يمكن أن يكون لها « جذراً . هذه قضية 
وحدانية تؤدى إلى قضية وجود. إذا أعطينا القیم م .... ظ فانه توجد كثيرة حدود من 


الدرجة 1 - تأخذ هذه القيم : ط=( ) ۰۳ #.....1 = 1. الغرض من هذا المثال هو 


فا الجبر الخطي وتطبيقاته 


التعامل مع مصفوفة مر بعه 0 ان عدد معاملات ٥ (f)‏ الذي هو «یساوی عدد العاد لات . 
بالفعل» إن نظام العادلات ۶ - ( » 2 مطابق للشکل الصفوفی : 


| 2 ۲ - 1 1 
1 1 1 1 IX 01 
2 ۲-1 ۱ 
۱ 3 5 a د‎ | 12 | _ D^ 
2 1 اا‎ 
۲. 2 ع‎ 8 


تعرف مصفوفة العاملات هذه 4 ذات النوع 01 حت اسم مصفوفة فاندرمونر 

6 د . نکرر التبریر : با أن 01 ۸ الحل الوحید 0 = ×(بقول آخر لاکن أن 
تكون 0 =( ») م إلا إذا كان 0 = ۰6۴ فان ذلك يؤدى إلى أن الصفوفة ۸ غير شاذة . 
لذاء سيكون للنظام فدعه حل دوما- يكن لكثيرة حدود أن تأخذ أى مجموعة 
مكونة من « قيمة ط عند النقاط المختلفة ؛. سنجدء فعلاً » فيما بعد محددة ۸. إنها 


لن تكون مساوية للصفر . 


الصفوفات ذوات الرتبة الساوية للواحد 

آخیرا » نأتي إلى احالة الأسهل عندما تکون الرتبة أصغر مايمكن (ماعدا المصفوفة 
الصفرية التي رتبتها صفر) . من آهم الواضیع الاساسية فى الریاضیات معرفة كيف 
يمكن صیاغة شيء مركب من قطع بسيطة . بالنسبة للجبر الخطي فان القطع البسيطة 
هي الصفو فات من الرتبة واحد | = ۲. المثال الا تي نموذجی : 


دم حب مه دم 


كل سطر في المصفوفة مضاعف للسطر الأول» لذاء فإن عدد أبعاد فضاء الأسطر 
يساوي الواحد . بالفعل» يمكننا كتابة هذه المصفوفة كاملة بالطريقة الخاصة التالىةء 
كجداء منجه عمود يمتجه سطر : 


دج ظط عه دم 
س قم اران 
1 
١‏ 
س دا اها 


جداء مصفوفة من النوع 1 ×4 بأخرى من النوع 3 × | هو مصفوفة من النوع 3 x‏ 
4. عدد آبعاد هذا | حداء يساوي الواحد. تلا تخل أن الأعيدة أيضاً مضاعفات لو احد 
منها - يشترك فضاء الأعمدة بعدد الابعاد 1 = ۲ ويرد إلى مستقيم . 
بقع هذا الأمر ذاته لكل مصفوفة تساوي رتبتها الواحد : 
كل مصفوفة تساوي رتبتها الواحد» لها الشكل البسیط ۷= ۸. 
الاسطر جمیعها مضاعفات للمتجه ”تن والاعمدة جمیعها مضاعفات للمتجه 
. فضاء الأسطر و فضاء الا عة مستقیمان . 





ارين 


١۱-٤-۲‏ صائب أم خاطىء : إذا كان 2 7 فان فضاء الاسطر ل 4 يساوي فضاء 
الااعمدة. 

۲-۶-۲ آوجد عدد الأبعاد وکون ساسا للقضاءات ازئية الأساسية الاربعة 
الرافقة لكل من الصفوفتن : 


0 4 1 00 . 0 4 1 0 
د ند گر 
11 فو |1 


a‏ او جد عدد الابعاد وگو ن اساسا للقضاءات از ثية الأساسية الاربعة 














نو س ت 
ت 


9 


8 - 4-1 


0-4-1 


اليا 
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صف الفضاءات الحزئيةالأساسية الاربعة فى الفضاء الثلائی الأبعاد 
المرافقة للمصفوفة 

0 
A= 1 








0 1 
0 0 
0 0 0 


برهن أنه إذا كان جداء مصفوفتین هو الصفوفة الصفرية 0 = ۸8 فان 
فضاء آعمدة 8 محتوی فى الفضاء الصفری للمصفوفة ۸. (کذلك فان 
فضاء أسطر ۸ محتوی فى الفضاء الصفري الیساری للمصفو فة 8 لأن 
کل سطر من ۸ یضرب ب ۶ لیعطی سطرا صفریا) . 

فسر لاذا یکون النظام ط = ×4 قابلاً للحل إذا واذا فقط كانت رتبة ۸ - رتبة 
4 حيث ۸۳۲ مكونة من ۸ مضافاً إليها ۸ کعمود إضافى . 

إرشاد : الرتبة هي سعة فضاء الاعمدة ؛ متی لاتغير» اضافة عمود آخر 
هذه السعة ؟ 

لنفرض أن 4 مصفوفة من النوع 7 7 ورتبتها ۲ . ماهي الشروط التي 
تفرض على هذه الاعداد کی یکون : 

(أ) للمصفوفة ۸ معکوس 1 = ۸۱۸ -۱ م۸ ۴ 

(ب) للنظام (- :ده عدد لانهائی من ال حلول لكل م؟ 

لاذا لاتوجد مصفوفةيحوي فضاء أسطرها وفضاژها الصفري المتجه 
41 

لنفرض أن الحل الوحيد للنظام 0 = ×4 (« معادلة في « مجه و لآ) 
هو 0 = ×. ماهى الرتبة ولماذا ؟ 

أوجد مصفوفة من النوع 3 × | فضاؤها الصفري يتكون من جميع 
متجهات ۲ التى تحقق 0 ×4+ ,2+ 6 . أو جنل مصفوفة من النوع 
3 لها الفضاء الصفری نفسه . 


hs a | 


ا ۱۱ 


۱۳۰-۵۰۲ 


=¬ 


اا 6-6 1 


ae 


۱۷-2 -۲ 


۱۸-۵-۲۲ 
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ادا كان للنظام م = ×4 دائماً ‏ حل واحد على الاقل» فاثبت أن الحل 
الوحيد ل0 = « 4 هو 0 = «. ارشاد : ماهی الرتبة ؟ 

إذا كان للنظام 0 = ×4 حل غير صفري» فاثبت أن النظام = ر" 4 
/, لايكون له حل من أجل بعض قيم/. کون مثالا ۸ و ۶. 

أوجد رتبة 4 واكتب هذه المصفوفة على شكل "سس - ۸ : 


2- 2 
اد ۸۶ , 
۰ آعداد معلومة حيث 0 * ۾ . کف د يجب اختيار ك لتکون رتبة 


المصفوفة : 


= ار 








1 اله 1 
0 0 00 
6 0 لا 2 


A= 0 

“TE @‏ 
مساوية الواحد؟ بعد هذا الاختيار ل ۰4 حلل الصفوفة وفق الصورة 
uv"‏ 


لكل من : 


۱ a ۳ 
0 0 al 








2 في 








0 
1 
1 


إذا كانت أعمدة ۸ مستقلة خطياً (4 من النوع ۸× 71) عندئد » تكون 
الرتبة ل والفضاء الصفری وفضاء اللأسطر 
معکوس ل . 

(مغالطة ) لنفترض أننا نبحث عن المعكوس اليميني للمصفوفة 4. 
عندئذ 1 = 48 تودی إلى ۸= 4748 أو 47( ۸۳۸) = 8. لكن هذا يحقق 
1= ته مک ری يناري . إلى خسلوة لاکن تبريرها ؟ 

إذا كان ۷ فضاء جزئياً مولداً من : 


ویو جد 








U ل‎ 


E 


۲۱-۲ 
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1 


أوجد مصفوفة 4 بحيث يكون ۷ فضاء أسطرها وأوجدمصفوة 8 بحيث 
آوجد أساساً لكل من الفضاءات از ثية الاربعة [ل: 


۱ 
3 
0 


5 


1 
2 
0 


























0 1 2 3 4۱ ۱۱ 0 00 1 2 3 
۸-۱0 ۱ 2 4 6۱۶۱1 1 0۱0 0 0 1 
۱۵ 6 ۵ ۷ 2 ۳ | ۱۱۱0 0 0 0 


آوجد مصفوفة محققة للخاصة الطلوبة فيمايلي أو وضح ناذا لاتو جد 
مثل هذه المصفوفة 

















| بط - 0( ۱ 1 5 ا‎ e. 
۳ 1 ۱ ۱ فضاء الا عمدة یحوی | او 0۵ و فضاء الأسطريحوي|‎ )1( 
۲۱ 1 
۱ 1 ۱ 
سس فا الأسسني ۱ 3 واساس الفضاء الصفری هو‎ 
١ | 








(حی) نعباء. ا عمد R=‏ وفضاء الأسطر R=‏ 
إذاكان للمصفوفتین ۸ و2 الفضاءات از تة الاساسية الاربعة نفسها 
فهل یکون 4-8 ؟ 


۵-۲ الشبکات ومصفوفات الدرود 

لم أكن سعیدا تماما بمصفوفة البند السابق التي كانت من النوع 34 . من الناحية 
النظرية» كانت الصفوفة مقبولة تماماً» الفضاءات الحزئية الأربعة قابلة للحساب ولیست 
تافهة» أبعادهاء - «  ,‏ - ۰ لم تكن أصفاراً. لکنها کونت بشکل مصطنم بدلا 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۱ 





من أن تصدر عن : بیق جوهري ولذا »لم يتبين من خلالها آهمية تلك الفضاءات 
الحزئية . 

فى هذا البند » سنقدم » صنفاً من مصفوفات مستطيلة تتميز بمميزتين. فهي 
سيطة ومهمة . إنها تعرف باسم مصفوفة الورود. كل عنصر فيها هو 0 أو 1- أو 1. 
أساس الفضاءات الحزئية الأربعة . لهذه الفضاءات الجزئية دور رئیسی فى نظرية 
الشبكات ونظرية البيانات . تصدر مصفوفة الورود مباشرة عن بیان وسوف نبدأ بمثال 
محدد» مع التأكيد على أن كلمة بیان لاتعني بیان دالة (مثل القطع الکافیء ”×= «) . 
السهل توضيحه . هذا البند اختياري إلا أنه يعطى الفرصة لرؤية المصفوفات المستطيلة 
في التطبيق» وللاحظة كيف تبرز المصفوفة المربعة المتناظرة ۸۳۸ في النهاية . 
التى تصل بين هذه العقد. لبيان الشكل (۲ -) أربع عقد وخمسة أضلاع . ليس من 
الضروري وجود ضلع بين كل عقدتين» فليس هذا مطلوباً (الضلع من رأس إلى نفسه 
منوع) . إنه يشبه مخطط الطريق حيث المدن هي العقد والطرق هي الأضلاع . إن 
البيان المذكور آنفاً هو بیان موجه بمعنى أن لكل ضلع سهماً يبين اتجاهه . 

تعد مصفوفة الورود ضلع -عقدة من النوع 4 × 5» نرمز لها ب 4.. يوجد سطر 
لكل ضلع » ذلك للدلالة على أن العقدتين متصلتين بذلك الضلع . إذا انطلق ضلع 
من العقدةز إلى العقدة » فان السطر القابل يحتوي على -١‏ في العمود زو 1+ في 
العمو د /. مصفوفة الورود مکتوبة إلى جاتب البيان . 

یبین السطر الأول الضلع الواصل بين العقدة ۱ والعقدة ۲ . يقابل السطر الخامس 
الضلع الخامس الذي یصل العقدة ۱ بالعقدة 4 . 

لاحظ ماذا حصل للأعمدة . العمود الثالث یعطی معلومات عن العقدة ۰۳ إنه 





هته ت ت سر س 


ب 
۱ 


edge 4 ۳" 21 


شکل 7= بيان موجه ومصفوفة ورود ضلع عقدة. 

يبين أي الااضلاع داخلة وأي الاضلاع خارجة . الضلعان ۲ و ۳ يدخلان ما الضلم ٤‏ 
فیخرج . تدعی الصفوفة ۰۸ أحياناً» بمصفوفة الاتصال أو الصفوفة التبولوجية . 
يزيد فيهاء عادة عدد الاسطر على عدد الأعمدة . ادا احتوی البیان على ” ضلعاً و" 
عقدة فان المصفوفة ۸ تكون من النوع ۰7 ومنقولها هو مصفوفة الورود عقدة 

نبدأ بالفضاء الصفري للمصفوفة ۸. هل هناك ترکیب للأعمدة یعطی صفراً ؟ 
يأتي الجواب » عادة »من الحذف» لکنه هنا يأتى بلمحة. مجموع الاعمدة يساوي 
عموداً صفرياً . لذا فان الفضاء الصفري یحتوی المتجه الکون من وحدان؛ إذا كان × 
(1,1,1,1) = لذاء فان 0 ×4 . حل المعادلة = ×4 ليس وحيداً (هذا إذا كان لها حل 
اصلا) 5 کر أن مج ۳ فته ثابت ( (CC ,C ,C‏ = لاف حل للنظام 6 = ۸۲ فنحصل 
بذلك على حل جدید . 

یکون لهذا معنی لو آننا نظر نا للمر کبات مع د علی آنها طاقات كامنة عند 
العقّد . التجه عه يمثل » حینئذ » فروق الطاقة . هناك خمس مرکبات ۸۰1 (الاولی هی 
× » من 1+ في السطر الأول من 4 ) وهي تعطي فروق الطاقة خلال الاضلاع 
ا لخمسة . لذا » تسأل العادلة ۸۲-۵ : إذا اعطیت الفروق ,۸..... ۸ فأوجد الطاقات 
الفعلية ,.....«. إلا أن هذا مستحیل عمله ! إذ إنه بالامکان زيادة أوتقليل الطاقات 
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بمقدار ثابت » دون أن تتغير الفروق» وهذا مايؤكد أن (ء,ء,ء,٠)‏ = × ينتمي إلى الفضاء 
الصفري ل4. في الحقيقة» هذه التجهات هي الوحيدة في الفضاء الصفري لأن = ×۸ 
0 تعني طاقات كامنة متساوية خلال كل ضلع . إن الفضاء الصفري لمصفوفة الورود 
هذه ذو بعد واحد. لنعین الآن الفضاءات اححزئية الثلاثة الأخرى : 

فضاء الأعمدة : من أجل أى فروق .«..... 5 » يمكننا أن نحل 5- «۸ ؟ للإجابة 





السطر الثالث . لذا » نحتاج في الطرف الأيمن أن يكون ٠,‏ رط + ط والا فليس 
هناك حل . إن حاصل جمع السطرين الثالث والرابع هو السطر الخامس . لذاء فالطرف 
الأيمن يجب أن يحقق ,ط = ,0+,ه لکی نحصل بالحذف على 0 = 0. وهكذاء إذا كان 
0 ينتمى إلى فضاء الأعمدة فيلزم أن يتحقق : 
9-0 - و + وه و 0 بط - عط + رم 40 
بمتابعة البحث ‏ نجد أن مجموع الااسطر الأول والثانی والرابع يساوي السطر 
الخامس . إلا أن ذلك ليس بجديد؛ فجمع المعادلات في )١(‏ يؤدي إلى أن 
,اح +b, +b‏ م . هناك رطان مفروضان على المركبات اكمس حيث إن ع دد أبعاد 
فضاء الأعمدة هو 2-3 - 5. هذان الشرطان نحدهما متهجية أفضل من خلال 
الحذف» ولکن. هنا ينبغي أن یکون لهما معنی على البیان . 
القاعدة هى أن مجموع فروق الطاقة حول عروة يساوي الصفر . الفروق حول 
العروة العلیا هی رط -.رط, ۶ (إشارة الناقص مطلوبة من اجاه السهم) . للدوران على 
لعروة والعودة إلى الطاقة ذاتهاء نحتاج إلى 0 ,+ ,۰۸ بصورة مكافئة » يجب أن 
تحقق فروق الحهد العلافه :( بي = ( 6 + ( تسر). بصو رة مشابهة يصدر 
الشرط 0 = ,6 ۸+۵ عند العروة السفلی . لاحظ أن آعمدة 4 تحقق هذین الشرطین - 
يجب ذلك لان ۵- ×4 قابل للحل اماً عندما یکون ‏ فى فضاء الاعمدة . تو جد ثلاثة 
اعمدة مستقلة لذاء فالرتبة 3 = . 
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الفضاء الصفري اليساري : ماهي تراکیب الأسطر التي تعطی صفراً ؟ يجاب 
عن ذلك اشا بواسطة العری . التجهان اللذان بحققان 0 د 7۸« هما ۰ 


إل 1 1 0 1-6و و tell 1 ۰1 0۵ U‏ 


كل عروة تنتح متجهاً « في الفضاء الصفري اليساري . المركبة +۱ أو -۱ تعين 
متی یکون لسهم الضلع انجاه سهم العروة. تركيب لاو رد هو » بضا في الفضاء 
الصفرى . في الواقع » (1-,1,1,0,1) = ر«+ ,« یعطی العروة حول الجزء الخارجي من 
البيان. 

إنك تعلم أن فضاء الأعمدة والفضاء الصفري اليساري مرتبطان بإحكام . عندما 
يحوي الفضاء الصفري اليساري التجه (1,0,0-,1,1) = « فان متجهات فضاء الأعمدة 
مق 0 = رط + ط. إن ذلك يوضح العلاقة 0 = 70ر» وستصبح.ء قريباًء الجزء الثاني 
من النظرية الأساسية للجبر الخطی ‏ . نهمل الحالة العامة ونعتبر هذه الحالة الحددة 
قانوناً لنظرية الشبکات العروفة باسم قانون الطاقة لكير تشو فآإه ۸1۸ . 


۲ ص متجهات الفضاء الصفري الیساری تقابل عری البیان . اختبار وجودها 
فى فضاء الأعمدة هو قانون الطاقة لكي رتشوف : 
مجموع فروق الطاقات الكامنة حول عروة يجب أن يساوي الصفر . 


فضاء الأسطر : يحتاج إلى معنی بلغة البيانات . يحوي فضاء الأسطر متجهات 
من فضاء ذي أبعاد أربعة ولكنها ليست كل متجهات هذا الفضاء + فعدد أبعاده ثلاثة 
فقط . يمكننا العمل بالحذف لإيجاد ثلاثة أسطر مستقلة و يمكننا النظر فى البیان . الأسطر 
الثلاثة الأوائل مرتبطة (لأن السطر ۱ + السطر ۲ = السطر ۳) لكن الأسطر ٤,٠,١‏ 
مستقلة : الأسطر تقابل الأضلاع» وتكون الأسطر مستقلة شرط أن لاتحوي الأضلاع 
عرى . 
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الاسطر ۲,۱ ,4 آساس» لکن كيف تظهر ترکیباتها ؟ مجموع عناصر کل سطر 
يساوي الصفر لذاء فان لكل ترکیب هذه الخاصة ذاتها . إذا كان ( ل :6۰,۶ = ۶ 
تركيباً خطياً للأسطر فان : 
0 ارچ كر tf‏ )۲( 
هذا هو اختبار کون/واقعاً فى فضاء الأسطر . إذا نظرنا إلى الوراء» نجد ارتباطاً 
مع المتجه (1,1,1,1 ) < ۲ الواقع في الفضاء الصفري . هذه الوحدان الأربعة الظاهرة في 


العادله(۲) ليست مجرد صدفه : 

إذا كان فى فضاء الأسطر و «في الفضاء الصفري فان 0 =× / . 

هذا یوضح من جدید النظرية ال ساسية في ابر الخطي (الجزء ۲) . وهی تصدر 
عن القانون الأساسي لنظرية الشبکات -إنها هنا قانون التیارات لکیرتشوف . ا جريان 
الكلي في كل عقدة يساوي الصفر . الأعداد ,هی مصادر التيار في العقد . 
على المنبع ۶ أن يوازن ««- ,ر « -» وهو التدفق الذي یغادر العقدة (۱) ويجري في 
الأضلاع 1.3.5 . إن ذلك هو العادلة الأولى من النظام/ = «45. يقع بصورة مشابهة في 
العقد الثلاث الأخرى_حفظ الحمل يتطلب أن يكون التدفق الداخل = التدفق الخارج . 
الشيء الجميل هنا هو أن منقول ١‏ هو تماما ا لمصفوفة الصحيحة لقانون ا جريان . 

يكون النظام ۸۳۲ قابلاً للحل عندما يقع /في فضاء أعمدة ۸ الذي هو فضاء 

آسطر . 


ق العادلات الاربم في للنظام/- « ۸ النائجة عن العقد الأربع للبیان تعبر عن قانون 
كي رتشوف في ا جريان . 
الجريان الصافي في كل عقدة يساوي الصفر . 
يكن أن يكون هذا القانون محققاً لو كان التيار الكلي الداخل في العقد من الخارج 
هو 0 لا اارلة /. 


۱۵۸ اخبر اخطي وتطبیقاته 


إذا كان 0 = فان قانون کیرتشوف في الجريان هو 0 = «۸7. إنه محقق بأي تیار 
يدور حول العر وة. وهکذا تضع العری التجهات « في الفضاء الصفري ل ۸. 


الشجرة المتدة والأسطر الستقلة 

من اللاحظ أن كل عنصر في متجهات الفراغ الصفري يساوي أحد الأعداد 
1-0 الامر ذاته صحیح من أجل عوامل 127 = 74 الناتجة عن الحذف . لایبدو ذلك 
مدهشاً لأنه صحیح من أجل مصفوفة الورود التي انطلقنا بها . إلا أنه يجب ألا ینظر 
إلى العددین 1+ على آنهما وجدا بصورة آلية . لايمكنهما أن یکونا وراثة عن و . إذا 
بدأنا ب | 1 دف فان الحذف سینتج 2 کمحور ثان (وكذلك أيضاً »في المحددة) . 
المصفوفة 4 ليست مصفوفة ورود. 

من أجل مصفوفات الورود» لكل خطوة حذف معنى في البيان- وسننفذ هذه 
الخطوات في مثال : 


نك ْم بحم عم 
25272200508 
ےا سم سم ت 
ص هت ست 


اليسارية . ينتج ذلك 0,1,0,1 كسطر رابع . لقد بقى هذا السطر متضمناً العددين 1+ 
وبقيت المصفوفة مصفوفة ورود. السطر الجديد يقابل الضلع المنقط في البيان» من 4 
إلى 2. كان الضلع القديم من 4 إلى 1 وقد حذف لصالح هذا الضلع الجديد. 

الخطوة التالية من الحذف التي تستخدم السطر ۲ كسطر محور » ستكون مشابهة 
لما قبلها . إضافة السطر ۲ إلى السطر الجديد ٤‏ تنتج 1-.0,0,1 الذي هو ضلع جديد من 
4 إلى 3. الضلع المنقط سيحذف ويستعاض عنه بهذا الضلع امحدید (في الأعلى) . لقد 
ظهر اجاه معاكس للضلع الموجودمن ۳ إلى > لأن السهمين 2 - 4و 3 - 2 قد ركبا 
لبعطیا 3 - 4. 


الخطوة الأولى تجمع السطر ۱ إلى السطر ٤‏ لتجعل صفراً فى القرنة الدنيا 


فضاءات التجهات و العادلات الخطية ۱۹ 


الخطوة الأخيرة من الحذف تبتلع هذا اله لضلع الجديد وتترك صفراً في السطر 4. 
لذا فان اة فة 0 تشابه ۰۸4 الا فسا تعلة بالأصفار الأخيرة. الأسطر الأوائل من 4 


یعیدنا ذلك إلى السؤال العام : ماهي الاسطر الستقلة في مصفوفة ورود؟ 
اخو ات هو : 


تکون الأسطر مستقلة إذا لم يكن في الأضلاع القابلة عری . 

يوجد في نظرية البیانات اسم لجموعة أضلاع لاتحوي عری . نها تدعی 
شجرة . الأضلاع الأربعة في بیاننا الربع لا تکون شجرة والأسطر الأربعة من ۸ غير 
مستقلة . الأضلاع الثلائة الأوائل (في الواقع أي ثلائة أضلاع) في البیان الأصلي 
تكوّن شجرة وكذلك کل ضلعين وکل ضلع جفرده؛ يمكن للشجرة أن تکون صغيرة . 
لکن من الطبیعی أن ننظر في الشجرة الكبيرة» آیضا. 

تدعی الشجرة التى تصل إلى كل عقدة في البيان شجرة ممتدة . تولد أضلاعها 
البيان وتولد أسطرها فضاء الأسطر . في الحقيقة» هذه الأسطر هي أساس فضاء ۸. 
إضافة سطر آخر (ضلع آخر) سيغلق عروة . الشجرة المتدة هي أكبر شجرة ممكنة . إذا 
كان لبيان »من العقد» فإنه يكون لأية شجرة ممتدة 1 - ”من الأضلاع . إن ذلك هو 
عدد الأسطر المستقلة في 4 وهوء أيضاًء رتبة المصفوفة . 

يجب أن يكون هناك 1 - #عموداً مستقلة : يوجد «عموداً مجموعهاهو 
العمود الصفری . فضاء 4 الصفري مستقيم يحمل التجه (1,1.....1) حتر. عدد 
الأبعاد -1+(1 - «) وهو ماتتطلبه النظرية الأساسية للجبر الخطي . 

تعطي هذه النظرية» أيضاًء عدد العرى المستقلة -الذى هو عدد أبعاد الفضاء 
الصفري اليساري . إنهم - « أو 1 + ” - ۰۳۳۷ إذا كان البيان واقعاً في مستو» يمكننا 


(۱) هذا هو قانون أويلر الذي أصبح له اليوم برهان من الجير الخطي : 7+1- 7 عروة حه (عدد 
العرى) + (عدد الأضلاع) + (عدد العقد)= ١‏ 


۱۹۰ ابر القطى وتطبیقاته 


آن تنظر مباشرة إلى عیون العروة. یوجد اثنتان من هذه العری الصغيرة فى 
الشکل (۰)4-۲ العروة الکبيرة حول النطقة الخارجية غير مستقلة؛ كذلك إذا امتد 
البیان إلى خارج الستوي-مادام مرتبطأً فإنه یبقی فيه ۱+  -‏ عروة مستقلة . يكن 
لكل عقدة في بیان مترابط » أن تمتد إلى عقدة آخری-یوجد طریق مکون من 
الاضلاع الواقعة بینها . ولنلخص خواص مصفوفة الورود : 

الفضاء الصفري : عدد آبعاده 1 يحوي (1......1) = ×. 

فضاء الأعمدة : عدد آبعاده 1 - » کل 1 - « عموداً تکون جملة مستقلة . 

فضاء الا سطر : عدد آبعاده « - «۰ تصدر الأسطر الستقلة عن أي شجرة متدة. 

الفضاء الصفري اليساري : عدد آبعاده 1+ «  -‏ يحوى التجهات « الصادرة 
عن العری . كل متجه من فضاء الأسطر يحقق 0 = <- مجموع التیارات 
الواردة من الخارج يساوي الصفر . كل متجه ط من فضاء الأعمدة یحقق 0 = م7۶« 
مجموع فروق الطاقة ٠‏ حول کل العری يساوي الصفر . ينتج ذلك عن قانون کیرتشوف 
. وبعد قلیل» سنقدم قانوناً ثالث هو (قانون آوم 0۷). لهذا القانون خواص الادة 
ولیس خواص مصفوفة الورود وهو يربط × ب «. آولا ستبقی مع الصفوفة ۸ من أجل 
تطبیق یظهر أنه تافه لکته لیس كذلك . 


تصنیف فرق كرة القدم 
في نهاية الفصل » یصنف الاستفتاء فرق كرة القدم في الکلیات يمثل ذلك 
محاكمة شخصية وهو» على الأغلب معدل عدد من الآراء ویصبح. إلى حد ماء غير 
واضح في أثر اثنتي عشرة كلية . نريد تصنيف جميع الفرق على قاعدة رياضية . 
المرحلة الاولی هي التعرف على البيان . إذا نازل الفريق ز الفريق ۷ فإننا نضم 
ضلعاً بينهما. تقع الفرق في العقد وتثل الباریات بالأضلاع . لذا سیکون هنا بضع 
مثات من العقد ويضعه آلاف من الأضلاع التي ستعطي اتجاهاً مثلاً بسهم موجه من 


لفریق الزاثر إلى الفریق الضیف . يبين الشکل جزءا من البیان الذي يحوي بعض 
الکلیات الجدية وكلية غير جيدة في كرة القدم لمدة طويلة . لحسن احظ لم یتصل البیان 
بالكلية (التى كتبت هذه الكلمات من آجلها) . بقول رياصيء فإنه لايمكننا أن نثبت أن 
1 متميزة من النوع الأول (مالم تلعب مباراة مع إحدى الفرق) . 
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شکل(۲-٩‏ ). بيان كرة القدم . 

إذا كانت كرة القدم منسقة جیدا فإنه يمكننا أن نعين قدرة 2 لكل فريق . لذا 
إذا لعب الفریق «مع الفريق ۸ » فان الأعلى قدرة منهما سیظفر بالباراة . سيكون» في 
الحالة المثالية» الفرق ط بين مجموع النقاط الحرزة (الفريق الضیف ناقصاً الفریق 
الزائر)» مساوياً تماماً الفرق + - ,× بين القدرتین . ليس عليهما أن يلعبا أيضاً الباراة! . 
سيحدث في هذه ا حالة تسوية كاملة على أن الفريق ذا القدرة الأعلى كان هو الأفضل . 

لهذه الطريقة صعويتان (علی الاقل). لقد حاولنا ايجاد عدد × لكل فرقة 
بحيث یکون 5= × - + لكل مباراة. يعني ذلك وجود بضعة ألوف من العادلات 
وبضع مئات من المجاهيل . توضع العادلات = ,× - ,× فی نظام 4-6 حيث ۸ هي 
مصفوفة الوقوع . فلكل مباراة سطرء بالعدد ١+‏ في العمود ۸ و ١-‏ في العمود « 
وذلك لتعيين أي فريقين لعبا هذه المباراة . 

الصعوبة الأولى : إذا كان غير واقع في فضاء الأعمدة فإنه لايوجد حل . 
على النقاط أن تكون منسقة تماماً وإلا فلا يمكن تعيين القدرات . 

الصعوبة الثانية : إذا لم يكن ل ۸ متجهات صفرية في فضائها الصفري» فان 


Princeton 





۱۹۹ الجبر اخطي وتطبيقاته 


القدرات لن تتعين بشکل جید . في الحالة الاولی التجه × غير موجود. وفي ال حالة 
الثانية هذا التجه غير وحید . و من المکن أن تقع الصعوبتان معا 

الفضاء الصفري سهل ٠‏ ولکنه یظهر نقطة مهمة . يحوي دائماً متجه وحدان 
لن 4 تشیر » فقط »إلى الفروق , ×- ,× . لایجاد القدرات یکننا أن نخصص 
بصورة اعتباطية صفر القدرة لها فارد 1٣٠١۵‏ . الأمر الذى يكن تبريره بصورة مطلقة 
(لقد تكلمت بصورة رياضية) . لکن |ذا لم يكن البیان مفصلاً آی أنه غير كاف» فإن 
حل قطعة منفصلة من البيان يسهم بمتجه من الفضاء الصفري . يوجد» أيضاً » متجه 
هثل ب 1= × وتمثل البقية ب 0= × . لذلك» فإن علينا أن لانسقط هارفارد وحدها 
بل فريقاً واحداً في كل قطعة . (لايوجد أي ظلم باعطاء قدره صفرية ؛ إذا وقعت جميع 
القدرات الأخرى تحت الصفر فان الفرق الساقطة تاتس أولة). ان عدد ابعاد الفضاء 
الصفري هو عدد قطع البیان - إنه يساوي عدد درجات الحرية فى × . تنقل هذه الحرية 
بتثبیت واحدة من القدرات في کل قطعة ولن يوجد عندئذ وسيلة لترتیب قطعة مقابل 
آحری. 

یظهر أنه من الصعب وصف فضاء الاعمدة . أي مجموعة من النقاط تلائم 
مجموعة من القدرات؟ من المؤكد أن النظام ۸۰-۶ غير قابل للحل. إذا هزم فریق 
هارفارد 12۷2:0آفریق ییلء۷۱» وهزم فریق ييل فریق برینکتن 060000:وهزم فریق 
برینکتان فریق هارفارد. لكن» فوق ذلك » سیکون مجموع فروق التقاط حول عروه 


يساوي الصفر . 
0- م * + با 
إن ذلك هو قانون الطاقة لکیر تشو ف‌Kirchhoff‏ : - مجموع فروق الطاقة حول 
عروة يساوي الصفر . إنه کذلك قانون من ابر الخطى - يمكن حل العادلة بصورة 
صحيحة عندما یحقق التجه ‏ الارتباطات الخطية نفسها التي تحققها اسطر الطرف 
الایسر . لذا يؤدي الحذف إلى 0-0 ویکن عندئذ ایجاد ال . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية فيك 

فى الحقيقة» من المؤكد أن ط لايقع غالبا في فضاء الأعمدة وتكون مجموعة 

نقاط لعبة كرة القدم غير متسقة . أفضل طريق للحصول على ترتيب واقعي هو طريق 

ا مربعات الأصفرية . اجعل جه قريباًء بقدر الامکان» من ۵ . لقدظهر ذلك في 

الفصل الثالث ولنذكر هنا تسوية أخرى فقط . يحصل الغالب على مكافأة قدرها 

خمسون نقطة . أو مئة نقطة . أيضاً . مقابل اعلى فروق النقاط . بطريقة اخرى» كسب 

نقطة واحدة قريب جداً من خسارة نقطة واحدة . إن ذلك يجعل الترتيبات المحسوبة 
قريبة جداً من نتائج الاقتراع . 


ملاحظة إضافية على البرهان 

بعد كتابة هذا المقطع وجدت مايلي في نيويورك تایس . 

لقد وضع الحاسوب » في نهاية ترتيب عام ۰۱۹۸۵ ميامي ه٧‏ (۲-۱۰) في 
الوضع السابع فوق تینیسی .)5-1١-94( Tennessee‏ بعد بضع أيام من هذا النشر بدأت 
تصل طرود تحوي بر تقالاً ورسائل ساخطة من العجبین من تينيسي إلى القسم الرياضي 
فى جريدة التاهس . لقد كان هذا الخضب نتيجة لانتصار تينيسي على ميامي ب ۲۵ ۷ 
فى لعبة السكرية 801 Sugar‏ . لقد صنف تصويتا ۸۳ و 0۲1ا تينيسي في الموضع 
لرابع وصنف ميامي في موضع أخفض من ذلك بصورة بينة . 

وصل في اليوم السابق صباحاً تسعة طرود من البرتقال إلى حوض السفن 

هذا كثير لمثل هذا التطبيق للجبر الخطى . 


الشبكات والرياضيات التطبيقية المتقطعة 
ینقلب بیان إلى شبكة عندما قثل الأعداد ,».....» الأضلاع . يمكن أن يمثل + 
طول ضلع : أو سعته أو مرونته (إذا حوى نابضا) أو ناقليته (إذا حوى مقاومة) . تنتقل 


۱۹۶ اخبر الخطي و تطبیقاته 


هذه الأعداد إلى مصفوفة قطرية © من النوع ۰۷/۰ إنها تعکس "خواص مادية' على 
عکس مصفوفة الورود 4 التي تعطي معلومات حول الارتباطات . بترکیب هاتين 
المصفوفتين ۸و »۰ تدخلان في العادلة الا ساسية للشبکات» ونرید شرح هذه العادلة . 

سیکون تفسیرنا بلغة الکهرباء . الناقلية على الضلع : هي > والقاومة » /1. 
بقول قانون آوم : إن التيار الار من هذه القاومة هو : 

6 << أو شدة التیار = (الناقلیة) (هبو ط الطاقة الکامنة) 

یکتب ذلك أيضاً بالصورة (/ = ۶ . يساوي هبوط الطاقة شدة التیار مضر وبا 
بالقاومة. یصبح قانون أوم. معادلة متجهة تتعلق بجمیع الاضلاع دفعة واحدة» ١‏ 
6 = 

نحتاج إلى قانون كيرتشوف للتوتر والی قانون الشدة لاعمام هذه البنية : 

هبوط التوتر حول عروة يساوي الصفر ,1۷1 : 

مجموع شدات التیارات في عقدة يساوي الصفر .101 : 

یسمح لنا قانون التوتر أن تخصص الطاقات ,+ ...... » بالعقد . لذاء فان الفروق 
حول عروة تعطي مجموعاً مثل 0 = اي + ۲( )۲+( د -ر) حیث کل الاشیاء 
تختصر . يطلب منا قانون التيار أن نجمع التيارات في العقدة ۸ التي تمثل فى 4 العمود 
/. إنها تساوی +۱ من أجل الأضلاع الو اا ا ا من أجل الأضلاع 
الخارجة. يجمع الضرب ۸۲ التبارات باشاراتها الصحيحة (الظاهرة بالأسهم المحمولة 
علی الاضلاع) . هذا التجه "۸ الذي يمثل جمیع التیارات في العقدة يساوي الصفر 
إذا لم يكن هناك منابع خارجية للتیار . في هذه ا حالة بالذات» یکون قانون کیرتشوف 
للتيار هو 0 = « ۸. 

بصورة عامة» نخصص حدایتعلق بالنبع . إذا أرسلت التیارات الخارجية 
...في العقد فان القانون یصبح =f‏ ۸ . 

العادلة الا خری هي قانون آوم لکننا نحتاج إلى تعيين » - الذي يمثل انخفاض 
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التوتر باجتياز القاومة . يعطى الحداء +۸ فرق الطاقة بين العقد. بعکس الاشارة › 
۰ - يعطي انخفاض الطاقة . جزء من هذا الانخفاض تؤديه المدخرة الواقعة فى 
الضلع وهي ذات الشدة, ۵. بقية الانخفاض لاجتياز المقاومة ويعطى بالفرق ©. 
عم - ط= لذاء يأخذ قانون أوم © = « الصورة : 


0 C"y+Ax=b أو‎ ۷۲ - ) ) - Ax) 

إنه یر بط ۲ ب ب . لم يعد بإمكاننا أن نجرب حل ۸-6 (الأمر الذي يصعب اجراؤه 

الآن لانه يو جد عدد من المعادلات يزيد عن عدد الجاهیل) . یو جل حل جديد ر" ٥‏ . 
فى الحقيقة » الحالة الخاصة التى كان لها بالصدفة حل » هی أيضاً » الحالة الخاصة التي 
لایر فيها تیار . فى هذه الحالة یکون مجموع الدخر ات حول العری مساویاً الصفر - 


ولیس هناك حاجة للتياز . 
نو کد على العادلات الا ساسية للتوازن التي تركب قانون آوم مع قانوني 
کیرتشوف : 





(٤( 
إن ذلك نظام متناظر اختفى فيه ». الجاهیل هي التيارات « والجهود ×. إنه نظام‎ 
: خطي ويمكنك کتابته على «صورة کتل !۰ مثل‎ 


۰ 011“ 


مك ایض أن تجری حذفاً على صورة الکتل هذه . الحور هو“ 6 
والضروب هو 6 ۸۵ ویزیل الطرح ۸ من تحت الحور . النتیجه هى 


َم "۷ ۸ ام 
lle‏ م7 م4 0 )0( 


۱۹۹ الجبر الخطي وتطبیقاته 


نحل المعادلة بالنسبة ل ×الواقع في السطر الأدنى : 
Cb-f‏ *4مد عق ۸۲ )05 
لذاء يعطي تعويض تراجعي فى المعادلة الأولى المجهول «. 
لايوجد أي شيء غامض في (0) . إذا عوضنا (4- ط) €= «في/- ۰۸ نصل 

إلى تلك المعادلة . لقد حذفت التیارات « و خلفت معادلة فى ×. 

ملاحظة مهمة : في كل هذه المعادلات» من الهم أن تكون إحدى الجهود ثابتة 
مستا 0 = ,× . يجب أن تربط العقدة »بالأرض ويحذف العمود» من مصفوفة 
الورود. المصفوفة الناتجة هي التي عنینا بها ۸+ إنها من النوع (! - ) < 7 وآعمدتها 
مستقلة . الصفوفة الربعة 40۸4 التي هي مفتاح حل العادلة (1) من أجل ×» هي 
مصفوفه قابلة للعکس وهي من المرتبة 1- ۸ : 

) ۲ - 1( <> Mm mxXm ۸۴-1 -م)‎ 1) X (n - 1) 
] 4" [| ° |] م‎ 1-۸ 


مثال لنفرض أن مدخرة ومنبع تيار كهربائي (وخمس مقاومات) قد أضيفت إلى 





الشىء الذي يجب نحقيقه هو قانون التبار = ( ۸ فى العقل 1,2,3 : 


2ت پل سوت ود 1 0 ک4 0 1 [- 
0 0 0 1- ۸۳۶۱۱ و 2۱01 
ظ ظ 1 


0 - ولا - ,۷« للمصفوفة 


4 كيز وی 





فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۲۹۷ 


لم تکتب معادلة من أجل العقدة 4 . في هذه العقدة» یتطلب قانون 
الإبار أن یکون 0 = ,(+,(- . ينتج ذلك عن العادلات الثلاث الأخر التي 
مجموعها 0 = لر 

العادلة الأخرى هي « - «+ "2 . يرتبط احهد بالتيار «بواسطة قانون أوم . 
تحوی المصفوفة القطرية © الناقليات الخمس 1/8- . الطرف الاين مكون من شدة 
الدخرة ۷=,ط والكتلة 0 - ۸+ «' :© فوق =f‏ ۸ : 





النظام من النوع 8 × 8 > بخمسة تيارات وثلاثة جهود . يرجعه الحذف إلى نظام 
من النوع 633 ثر . 476 = ”47 . تحوى مصفوفة هذا النظام المقلويات 1/8-<ء 
(لأنك في الحذف تقسم على الحور) . هذه المصفوفة هي ۸۳6۸ وهي تستحق النظر - 
بسبب السطر الرابع والعمود الرابع الصادرين عن العقدة المتصلة بالاارض ‏ إنها حوي 
أيضاً : 


5-5 


(node 1)‏ ومد و بعس و6 + ون + وغ 

(node 2)‏ 0 ظ د - و6 + 6 ACA = CC,‏ 
(node 3)‏ و6 وت لط وت جع ول و- 

0. 0 - بت يو‎ + cs (node 4) 


يمكنك » تقریباً » أن تدرك هذه الصفوفة بضرب 47 فى 4-القرنة اليسرى والسفلی 
والقرنة العليا واليمنى من المصفوفة ذات النوع 8×8 أعلاه. العنصر الأول هو 
1+1+1 » أو ,ع+ع+» عندما تكون © محتواة؛ الأضلاع 1,3,5 تصل إلى العقدة 1. 


۱۹۸ الحبر الخطي وتطبیقاته 


لعنصر القطري التالي هو 1+1 أو ,»+,»۰ يأتي من الأضلاع التي تصل إلى العقدة 2. 
بصورة مشابهة» ,»+,»+,» تصدر عن العقدة 3 . خارج هذا القطر » تظهر الأعداد » 
باشارة ناقص ولکن ذلك لیس لاضلاع العقدة 4 الوصولة بالأرض . یقع ذلك في 
السطر الرابع والعمود الرابع الذي حذف عند حذف العمود 4 من ۸. بوصل العقدة 
الا خيرة بالارض یختصر النظام إلى الرتبة ۱ - ۰۸ والشیء الأهم من ذلك یتعلق 
بالمصفوفة 4704 التي آصبحت قابلة للعکس . تتصف الصفوفة ذات النوع 4 × 4 بأن 
مجموع أي سطر من أسطرها أو عمود يساوي الصفر وأن التجه (1,1.1,1) یقع في 
فضائها الصفرى . لاحظ أن ۸ متناظرة . ومنقولها 4507877 -(4704) ۰ التي 
هي من جدید 404 و لها محاور موجبة. إلا أنها نقلت إلى الفصل السادس . 
لقد آتت من البنية الأساسية للریاضیات التطبيقية وهی موضحة بالشکل ۱ 





شکل (1-۲) .البنية الااساسية للتوازن : النبعان : "و ] والصفوفة وح" 


من جل الشبکات الکهر بائية» × يحوى جهداً و « یحوی ارا فى الكانيك « و 


«یصبحان انتقالاً واجهاداً. في السوائل هما الضغط ومعدل التدفق ۳ . فى الاحصاء 


1 
E 


» هو الخطا وتعطی العادلة أقضل مربعات أصغرية ملائمة للمم طبات . ادا 
التلاشی ل 64 ی کب اخطوات الثلاث للبنية في مصفوفة فريدة تتحکم بالتوازن . 


]0)0006110710 » هذهالمعادلة المصفوفية والعادلات التفاضلة القابلة لها » قد درست فى کتابی‎ )١( 
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فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ل 


ننهي هذاالفصل بالنقطة المهمة_تقنين المسألة الأساسية في الرياضيات التطبيقية . 
کثیرا مایتطلب لاك تبصراً آکثر من مجرد حل السألة. لقد حللنا العادلات الخطبة 
فى الفصل الأول کخطوة آولی في ابر الخطي » لکن تشييد ذلك قد احتاج إلى تفکیر 
أكثر عمقاً في الفصل الثاني . إِنّ مشاركة الریاضیین والافراد ليست با ساب بل 


نظرة إلى الامام 
لقد قدمنا فضاء الأعمدة کمجموعة متجهات :۰۸ والفضاء الصفري الیساری 
کحل للنظام 0 = «۸۳ لأننا سنحتاج لهذه التجریدات الرياضية في التطبیقات . من 
أجل الشبکات» ۸ تعطی فروق الجهد محققة قانون الطاقة الکامنة ؛ « یحقق قانون 
التیار . بمقاومة واحدة (/-6) » تکون معادلة التوازن (4) هی : 
y + ۸۲ < ۵‏ 
A'y =0‏ 
يؤدي الجبر الخطي (أو بالأحرى التعويض المباشر) إلى 0 = (×4- ۰۸۳ ويحل 
الحاسوب المعادلة 478 = ۸۳۸۰ . الا أن هناك مصدراً آخر للتفكير لايزال من الضرورى 
السماع إليه ۱ 
الصدر الأخير هو الهندسة . إنها تسیر جنباً إلى جنب مع ابر ولکنها تختلف 
عن ابر . كما أن توجیه التجهات حاسم رغم أن ابر يعمل على مر کباتها منفصلة . 
فى هذه المسألة » ليس التوجیه شيئاً آقل إثارة : ۸ متعامد مع «. فروق الجهد عمودية 
على التيارات ! مجموعها ه. لذا »فان المتجه ۶ هذا يتجزأ إلى قطعتين متعامدتين - 
مسقطه ×4 على فضاء الأعمدة ومسقطه « على الفضاء الصفري اليساري . 
سیکون ذلك مشاركة الفصل الثالث . اٍنه يضيف هندسة إلى جير الاسس 
والفضاءات از ئية» بهدف الوصول إلى الاسس التعامدة النظامية وإلى الفضاءات 


۱۷. 





ابر الخطي وتطبيقا: 


ا لجزئية القائمة . إنه يبين لاذا لايمكن للجبر أن يكون غير مساعد_إنه يعطي حل للنظام 
= :۸ عندما يكون غير واقع في فضاء الأعمدة . المعادلة» كما تظهر» مستحيلة 
ال . لحلهاء نحذف جزء ( الذي يقع خارج فضاء الأعمدة وهو الذي يجعل الحل 
مستحیلاً . مایبقی هو المعادلة (۷) أو ط4 = ×44 التى تؤدى » من خلال الهندسة» إلى 
أفضل + مکن . 


سوب 


مارین 


من أجل العقد الثلاث في البیان المثلثي الظاهر فى الشکل آدناه» اکتب 
مصفوفه ورود ۸ من النوع 3 . آوجد حلا للنظام 0 = ۸۰ وصف 
بقية متجهات الفضاء الصفري للمصفوفة ۸. آ و جد حلا للنظام ر۸ 
0 = وصف بقية متجهات الفضاء الصفري اليساري . 

من أجل الصفوفة ذات النوع 3 × 3 نفسهاء بين مباشرة من الأعمدة أن 
على کل متجه ۸ من فضاء الاعمدة أن یحقق العلاقة 0 حرم -, ط+ ظ. 
استنتج الشيء ذاته من الاسطر الثلاثة معادلات النظام ۰۸۰-۵ ماذا 
يعنى ذلك بالنسبة لفروق الجهد حول العروة ؟ 

برهن مباشرة » انطلاقاً من الاسطر أن أي متجه من فضاء الأسطر 
يحقق ۰ = ++ . افعل الأمر ذاته انطلاقاً من العادلات الثلاث «۸۳ 


7-. مادا یعنی ذلك دا كان / يمثل تیارات فى العقد ؟ 


احسب الصفوفة ۸۳۸ ذات النوع 3*3 وبرهن آنها متناظرة لکنها شاذة - 
ماهی متجهات فضائها الصفري ؟ بحذف العمود الآخير من ۸ ( و کذلك 
السطر الاخیر من "۰۲۸ تبقی مصفوفة من النوع 2×2 في القرنة العلیا 
الو بره آنها قير شاذة . 


6۵-6۵-۳۲ 





۸-۵-۲ 


٩-۵-۲ 


سوه ] 


فضاءات التجهات والعادلات ۱ خطية ۱۷1 


ضع الصفوفة القطرية © التي عناصرها ,ءءء في الوسط واحسب 
۸ برهن » من جدید» أن المصفوفة ذات النوع 2 × 2 والواقعة في 
القرنة العلیا اليسرى قابلة للعکس . 


node | 





node2 edge 2 node 3 *2 


اكتب مصفوفة الورود 4 ذات النوع 4 × 6 التعلقة بالبيان الثاني الوارد 

في الشكل أعلاه . التجه (1,1,1,1) یقع في الفضاء الصفري ۰۸1 لكن. 
سيكون هناك 3 -1+ « - من التجهات المستقلة التي تحقق 0 = «۸. 
أوجد ثلاثة متجهات « واربطها بالدارة الواقعة فى البيان . 

إذا کان البیان الظاهر فی التمرين (1-۵-۲) هثل ست مباريات بين آربم 
فرق وإن فروق النقاط هي ,5. ,8 » فمتى يكون من المکن تعيين 
قدرات للفرق بحيث تتفق فروق القدرات تماماً مع الفروق الفروضة؟ 
بقول آخر أوجد (من قانون کربتشوف وامحذف) الشرط الذی يجب 
فرضه على 5 لیجعل النظام = ×4 قابلاً للحل . 

عين عدد آبعاد کل من الصفوفات الحزئية الأساسية لصفوفة الورود 
هذه ذات النوع 4 6 وعين أساساً لكل فضاء جزئي . 

احسب ۸۸ و ۸۱۸ حيث عناصر الصفوفة القطرية © ذات النوع 

6 هی ...۰۰۰ ماهو شکل القطر الرئيسي للمصفوفة 404 مايمكنك 
القول عن البیان إذا كانت الاعداد تظهر في السطر ز؟ 

ارسم بیان باضلاع موجهة ومرقمة (وعقد مرقمة) یقبل مايلي مصفوفة 


۱۷ 


۱۱-۵-۳۲ 


۱۲-۵-۷۲ 


س 
۱-۵-۲ 


اوق 


ال حبر الخطى وتطبيقاته 
ورود. 
لا 4 1 ۰1 
“H4 UO 1 Û‏ 
اه ۲ 1 () 9 
3 لت O‏ 0 


هل هذا البیان شجرة ؟ (هل أسطر ۸ مستقلة ؟) برهن أن هذا البیان يمثل 
شجرة متدة بعد حذف الضلع الأخير . ثم تصبح الأسطر الباقية أساساً ل؟ 
بحذف العمود الأخير من الصفوفة ۸ السابقة وبفرض أن قطر » مکون 
مرن الأعداد 1 ان گر ۱ اکتب النظام دی النوع 7 نات 
0 دجم C y+‏ 
Ay =f.‏ 
بحدف رار( ز تبقی ثلاث معاد لات - = 0۸۲ ۸ فی ولرل ۲ . 
حل هذه العادلات إذا كان (1,1,6) -ثم. بهذه التبارات الداخلة فى عقد 
سبكة 1,2,3 ماهي الجهود في العقد والتيارات في الأضلاع ؟ 
ادا كانت 4 ذات النوع 12×7 مصفو فه ورود لببان مترابط . فماهی رتبتها؟ 
ماهو عدد الجاهیل الحرة في حل النظام (- ×4 ؟ وماهو عدد الجاهیل 
احرة فى حل = ۸۳ ؟ ماهو عدد الاضلاع التی يجب حذفها لتبقی 
سجر ة 7 
في بیان ذي 4 عقد و6 أضلاع » آوجد الشجرات المتدة الست عشرة . 
إذا كانت الصفوفتان 8 و 8 مربعتین» فماهو جداء مصفوفات الکتل : 
1 و3 3 8 ۱ سطر 
وض شط لا e‏ ا رين بطر 
وماذا يكون نوع الكتل في الجداء ؟ 
ادا هزمت ۲۲ هارفارد ۲۲۵۲۵۲ ب(35 -0) وتعادلت ييل ئ مع 





هارفارد وهزمت برینغتون مماععمزم فا ار ۷ فما هی فروق 


۱-۵-1 


۲ سیب ۱۷ 


۱-0۲ 


فضاءات التجهات والمعادلات الخطية YT‏ 


النقاط في المباريات الثلاث الباقية ( - 1 ,11۳-۲ , - )M1١‏ والتی تعتبر 
فروق قدرات بحيث تتفق مع فروق النقاط؟ 

إذا كانت فروق النقاط معلومة فى الباریات الواردة فى الشجرة المتدة 
التالية» فانها تکون معلومة لكل الباریات 





(1) ماهی قوانین التبار الثلاثة 0 = 479 في العقد غير الأرضية ؟ 

(ب) ماهو قانون التيار في العقدة الأرضية الناتح عن العادلات الثلاث؟ 
(ج) ماهي واتبة ۸ ۲ 

(د) صف حل النظام 0 = ۸۱۲ بدلالة عری فى الشکه: 

هل يمكنناء فى الطريقة التي استخدمناها لترتیب فرق كرة القدم» أن 
نأخذ بعين الاعتبار مقدرة العارضة أم أن ذلك قد بين سابقا؟ 

إذا وجد ضلع بين كل عقدتين (بيان كامل) فماهو عدد أضلاع البيان ؟ 
للبيان ‏ عقدة ولايسمح بأقواس تنطلق من عقدة وتعود اليها نفسها . 


۱۷ الجبر الخطي وتطبیقاته 


1-۲ التحویلات الخطية 

في هذا البند سنتعرف كيف تحرك مصفوفة فضاءات جزئية . فالفضاء الصفري 
ینتقل إلى التجه الصفری عندما یضرب ب 4. كل التجهات تذهب إلى فضاء الأعمدة 
لأنعهء في کل الاحوال» ترکیب من الاعمدة . ستلاحظ قريباً شيئاً جميلاًء ذلك أن 
4 ستنقل فضاء آسطرها إلى فضاء آعمدتها» وهي على هذه الفضاءات التى بعدها ‏ 
تکون ۸۱۰۰ قابلة للانعکاس . هذا هو العمل الفعلی لصفوفة . إنها جزئياً مخفية 
وراء الفضاءات الصفرية والفضاءات الصفرية الیسری التي تقع بزوایا قائمة مع 
فضاءات أخرى وینتقل کل منها بطریقه الخاص (نحو الصفر)» ولکن عندما تکون ۸ 
مربعة وقابلة للانعکاس فليس لهذین الفضاءين قيمة تذکر . الهم هو مایحدث داخل 
الفضاء أي داخل الفضاء ذي البعد النوني» عندما تکون ۸ من النوع ۸× . إن هذا 
یتطلب نظرة آدق . 

لنفترض أن × متجه ذو بعداً. عندما نضرب 4 ب × يكن أن ننظر لذلك على 
آنها عملية تحویل ذلك التجه إلى متجه جدید ×ه4. هذا یحدث لدی کل نقطة من 
الفضاء 

". إن الفضاء كله قد تحول أو تم تطبيقه على نفسه بوساطة المصفوفة 4. 
نعطي فیمایلی أربعة أمثلة من التحويلات الصادرة عن مصفوفات . 
١‏ - يط مضاعف مصفوفة الوحدة 1ء = ۸» كل متجه بمقدار 
المعامل © . الفضاء بأكمله يمتد أو يتقلص (أو إنه يمر خلال نقطة الأصل 
إلى الجهة القابلة عندما يكون » سالياً) . 
1 =4 ۲- مصفوفة الدوران تدور الفضاء بأكمله حول نقطة الأصل . هذا 








المثال يدور جميع المتجهات بزاوية ۹۰" ويحول (1,0) من محور × 
إلى (0,1) ويرسل (0,1) من محور « إلى (1,0-) . 


اسه ۳- مصفو فة الانعكاس حول كل متجه إلى صورته على الجهة المقابلة 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية 1۳۹ 


من مرآة . فى هذا امثال المرآة هي الستقیم ×= « الذي یصنع زاوية 
5 ؛ نقطة مشل (2,2) تبقى دون تغيير » ونقطة مشل (2-.2) تنقلب 
إلى (2,2-) . بالنسبة لتركيب مثل (4,0) = (2-,2) + (2,2)» فان المصفوفة 
تترك ده في مكانه وتقلب الحزء الآأخر . والنتيجة تكون بتبادل د 
لنحصل على (0,4) : 
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stretching 90° rotation reflection projection 
شكل (۷-۲). تحويلات الستوي بوساطة المصفوفات الاربعة‎ 

مصفوفة الانعکاس هذه هي أيضاً مصفوفة مبادلة . إنهاء جبری سهلة فهي 

تنقل )٠«(‏ إلى ( م » المثال الرابع سهل بكلا الاعتبارين . 

1 || مر -٤‏ مصفوفة الاسقاط تنقل الفضاء بأكمله إلى فضاء جزئی آقل سعة 
(ولذاء فانها غير قابلة للانعکاس) . المثال المذكور يحول کل متجه 
( «») في الستوي إلى أقرب نقطة (0,) على الحور الافقي . هذا 
المحور هو فضاء الاعمدة في ۸. والحور العمودي (الذي يسقط 
على نقطة الاصل) هو الفضاء الصفري . 

هذه الأمثلة يمكن» بسهولة» توسعتها إلى آبعاد ثلاثة . هناك مصفوفات تمط 
الأرض أو تدورها أو تعكسها على مستوي الاستواء (القطب الشمالي يتحول إلى 
القطب الجنوبي) . هناك مصفوفة تسقط كل شىء على ذلك المستوي (كلا القطبير 





٩۳‏ ابر الخطى وتطبیقاته 


علی المركة ), هناك آمثلة آخری بالتأكيد» ممكنة وضرورية . إلا أنه من الهم أن ندرك 
أنه ليس بإمكان الصفوفات فعل كل شيء؛ فبعض التحويلات غير مكنة بوساطة 
المصفوفات : 

( من المستحيل نقل نقطة الأصل إذ إن 0 -0 4 لكل مصفوفة . 

(۲) اذا انتقل التجه ×إلى + »عندئذ» يجب أن ينتقل 28 إلى ؛ :2 . شک 
عام «» سینتقل إلى * × إذ آن ( 1 ۸4 حدر 8 4 . 

(۳) إذا انتقل المتجهان «,« إلى ' ر“ فان حاصل جمعهما «+ «یجب أن ينتقل 
إلى "۲+۲ حيث أن «۸+ عفد ( ر+ ) 4. 

یعرض ضرب المصفوفات هده القواعد على حویلات الفضاء . القاعدتان 
الأوليان سهلتان» وتتضمن الثانية منهما الأولى (يكفي أن تجعل 0 = ۰) . لقد شاهدنا 
تأثير القاعدة الثالثة عندها انعكس المتحه (4,0) في المستقيم الذي یصنع زاوية 8۵ 
لقد جزیء إلى (2-,2)+(2,2) وهذان الحزءان انعكسا منفصلين . ويمكن فعل الشىء ذاته 
بالنسبة للاسقاط : نجزىء ونسقط بشكل منفصل ثم نجمع المسقطين. تصح هذه 
القواعد لكل نحويل مصدره مصفوفة . إن أهمية تلك القواعد تجعلها تستحق اسماً : 
التحويلات التي تخضع للقواعد (۱)-(۳) تسمى تحویلات خطية . 

يكن دمج هذه الشروط فى مطلب واحد : 


۲ر لكل عددين » ول ولكل متجهين ×« 3 یحصق ضرب المصفوفات 
قاعدة الخطية : 
d (Ay (۰‏ + ( عشاء < ( 0۷ + 6) A‏ ۱( 


كل تحويل یحقق هذا الشرط هو تحویل خطی . 


تزدي كل مصفوفة مباشرة إلى تحويل خطي . السؤال الاکثر أهمية هو في الا تاه 


فضاءات التجهات , العادلات الخطية ۱۷۷ 


العكسي : هل يؤدي كل تحویل خطي إلى مصفوفة ؟ موضوع هذا البند هو الاجابة 
عن هذا السوال (بالایجاب فى حالة « بعدا) . هذه النظرية هي آساس إحدى معالجات 
الجبر الخطي ‏ ننطلق من الخاصة (۱) ونوسع نتائجها وهي معالجة أكثر تجريداً من 
المنحى الرئيسي لهذا الکتاب . لقد فضلنا أن نبدأ بالصفوفات وسنرى فيمايلي كيف 
فثل تحويلاً خطياً. 

نود آن نو کد أن التحویل الخطی لبس بالضرورة من "8 إلى "قف فمن القبول آن 
نكل متجهات مرن ی متجهات فى فضاء مختلف “ی هذا تماما مایتم عمله بوساطة 
مصفوفة من النوع 0« . للمتجه الأصلي ۰ « مركبة» وللمتجه النانخ عن عملية 
التحویل الذی هو ۰۸ ” مركبة . إن القاعدة الخطية محققة با لصفوفات الستطیلة 
لذا» فهی تکون حویلات خطية . 
مادمنا قد قطعنا هذا الشوط فليس من سبب للتوقف . إن العملیات التضمنة فى الشرط 
() هی جمم وضرب بعدد إلا أن و «لیسا بالضرورة متجهات آعمدة من " 8 . إنه 
فضاء متوقع» الا أنه لیس الوحيد . بالتعریف ‏ أي فضاء متجهات يجيز الت رکیبات «» 
+ - التجهان هما + و «ولکن يكن أن یکونا كثيرتي حدودآو مصفوفتین أو دالتین 
( © «( ») × . مادام التحويل بين مثل هذه الفضاءات يحقق (۰)۱ فهو خطي . نأخذ 
كأمثلة الفضاءات ۰۰ حيث المتجهات كثيرات حدود من درجة « . إنها من الصورة 
=agtat +...+a, 1"‏ م » عدد أبعاد هذا الفضاء هو 7+۱(بسبب وجود الحد الثابت ‏ 
فان هناك 1+ ۸ معاملا) . 
مثال ۱ : عملية الاشتقاق 4/0 = ۸ حطية : 

لكو واو ê‏ فد( جر یج وک ور 39 
dt‏ 

فضاء‌ها الصفرى ذو بعد واحد ويتكون من كثيرات الحدود الثابتة 0= ,40/4 . 
وفضاء الأعمدة هو خن عدد آبعاده ». الطرف الاين من (۲) ینتمي قاقما إلى هذا 
الفضاء . حاصل جمع الصفرية (-1) والر تبة (< «) هو عدد آبعاد الفضاء الا صلي ,م . 


۱۷۸ ابر الخطي وتطبيقاته 
مثال ۲ التکامل من صفر إلى : هو تحویل خطي ٠‏ أيضاً (ینقل ,م إلى ر ,,م) : 


۱ 
مم‎ | (30 +... + 2.1۳ ) dı =agt سك‎ + 
0 n + | 


dn ۲۱ + | 





هذه المرة لایوجد فضاء صفري (ماعدا المتجه الصفري» كما هو الحال دائماً) الا 
آن التکامل لاینشیء جميع كثيرات الحدود ,, ,رم الطرف الأيمن فى (۳) لايحتوي 
على حد ثابت . من الحتمل أن کثیرات الحدود الشابتة ستکون الفضاء الصفري 
الیساری . 
مثال ۳ الضرب بکثیرة حدود معينة مثل 3۲ + 2 هو خطی : 

۳ Ap = (2 + فيه 2( ا + ...+ م3](9‎ E KC El E 

هذا يحول» أيضاًء ,م إلى , ,م وليس هناك فضاء صفري ماعدا 0 - م. 

في هذه الأمثلة » وفي جميع الأمثلة تقريباً» ليس من الصعب التأكد من الخطية . 
ناقرا ماییدو ذلك مهما . إذا توفرت الخطية فمن المستحيل الاخفاق في اکتشافها . على 
كل حال» فهي الخاصة الأكثر أهمية بين الخواص التي يتمتع بها تحويل 7" . طبعاه 
ليست معظم التحويلات خطية» مثلاً تربيع كثيرة حدود (2م - م4 )» أو إضافة واحد 
(۱+ م- م4) أو الاحتفاظ بالمعاملات الموجبة ( -(2 6-1 4). إن التحويلات تكون» 
خطية » فقط » حينما ترد إلى مصفوفات . 


التحويلات الممثلة بمصفوفات 

للخطية نتيجة مهمة : إذا كان ×4 معلوماً لكل متجه في الأساس . عندئذ يكون 
:۸ معلوما لکل متجه في الفضاء باکمله . لنفترض أن الاساس يتك رت من« 
متجه ,د...,د. کل متجه آخر هو ترکیب فى هذه التجهات (إنها تولد الفضاء) . 


() ولعل قابلية الانکاس تتبعها فى الاهمية . 


الخطية تعين ×4 : 

اذا کان يعن +..+ ,دهع فان an}‏ یی سي عاز ,ده hse‏ (4) 
لن يبقى للتحویل ۸ اختیار بعدما تقرر تأثيره على متجهات الاساس . بقية خواص 
التحویل تتحدد بالخطية . إن الشرط (۱) الخاص بمتجهين ×و «يؤدي إلى (4) من أجل 
متجهاً ...× . للتحویل مطلق الحرية فى متجهات الاساس (|نها مستقلة) . وعندما 
تتعین هذه التجهات فان التحویل بأکمله یتحدد . 

مثال 5 سوال : أي التحویللات الخطية ینقل 
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يجب أن يكون ضرباً بالصفوفة 


خلم 
۱۱ 








لخ نب » 
حل كق من 


إذا ابتدأنا بأساس مختلف (1,1) و (1-,2) فان هذا أيضاً هو التحويل الخطي الوحيد 





ولنجرب الآن مسالة جديدة : وهی إيجاد مصفوفة تمثل الاشتقاق ومصموفة 
قثل التکامل . يكن عمل ذلك عندما يتحدد الأساس . بالنسبة لكثيرات الحدود من 
الدرجة ۳ (الفضاء ,م عدد أبعاده )٤‏ هناك اختيار طبيعى للمتجهات الأساسية الاربعة : 


3 2 
“لع دوس 21 وم =f,‏ دم ,1 2 رم 


هذا الأساس ليس وحيداً (ولن يكون أبداً كذلك) إلاأن الاختيار ضروري وهذا 


.۱/۸ الخبر اخطي وتطبيقاته 
آنسب اختیار . لنر ماهو تأثیر الاشتقاق على هذه التجهات الاربعة . ان مشتقاتها 
ھی : ب ا | 0أو 4 


.وطة = =2p2, APq‏ دوه ,رمع Ap) =0, Ap2‏ 
يؤثر التحويل 4 تماما كمصفوفة » ولكن أي مصفوفة ؟ لنفترض آننا فی الفضاء 
الرباعي المعتاد وبأساسه العتاد- التجهات الاحداثية ,(0,1,0,0)-يم ,(1,0,0,0) = م 
(0,0,0,1) عم ,(0,0,1,0) حوم . عندئذ تكون المصفوفة المقابلة ل (۵) هی : 


ي ۲ اب تا 


هذه هي «مصفوفة الاشتقاق» . ,م۸ هو العمود الأول وهو صفری ؛ ,۸ هو 
العمود الثانی وهو رم؛ ۸ هو رم2 ,م۸ هو وم3 . الفضاء الصفري بحتوی على ,م 
(مشتقة العدد الثادت تساوی الصفر) . فضاء الأعمدة یحتوی ,۰ م (مشتقة الدرجة 
الثالثة هى من الدرجه الثانية) . مشتقة اق ترکیب آخر مشثل * +" ۶ بب 2‏ م تتحدد 
با لخطية » ولیس هناك أي شيء جدید حولهاء إنها الطريقة الوحيدة للاشتقاق . سیکون 
أمر غير معقول أن نتذکر مشتقة كل كثيرة حدود . 

يمكن للمصفوفة التالية أن تشتق كثيرة احدود : 


اوه 
:2-30 -[ سس 


باختصار » إن المصفوفة تنقل جميع ا معلومات الأساسية . إذا كان الأساس معلوماً 
والمصفوفة معلومة فان التحويل الخطي يكون معلوماً. 

تنظیم المعلومات بسيط . بالنسبة لتحويلات فضاء إلى نفسه» يكفى معرفة 
أساس واحد . أما إذا كان التحويل من فضاء إلى آخر فان الأمر یتطلب أساساً لكل 


فضاءات التجهات و العادلات الخطية ۱۸۱ 


۲-ش لنفترض أن التجهات ...هی آساس للفضاء ۷ ۰ وأث ,رد....د 
آساس للفضاء 17 . عندئذ يمثل كل تحویل خطی 4 من ۷ إلى ۱۷ بمصفوفة . نحصل على 
العمود زیتطبیق ۸ علی متجه الاساس اللي تر ت الناح ;4۸ تر کیب في الر کبات زد . 
معاملات هذا التركيب من العمود ز. 

m-‏ زرم ... + ۲ وت + لزع رد۸ 

فى مصفوفة الاشتقاق ينتج العمود الأول عن متجه الاساس الأول ١-رم.‏ مشتقته 
تساوي الصفرء وهكذا »فان العمود الأول أصفار . العمود الاخیر نتج 
didt 0 *) = 3 2‏ . ما آن Op,‏ +وم3جوم0 + م0 =“ ,3 » فان اوق الا شخ 
یحتوی على 0,0,3,0 . القاعدة (5) كونت المصفوفة . 

نفعل الشیء نفسه بالنسبة للتكامل . هذا ينقلنا من الدرجة الثالثة إلى الرابعة 
محولا بم = إلى پم ۰۷ لذاء فإننا نحتاج أساساً ل 1۷ . الاختيار الطبيعي هو 
كود وبر ° ودين 1= و .= و , ا= رد الذي یو لد كثيرات الحدود من الدرجة 
الرابعة . ستكون المصفوفة من النوع ۸× أو 4 × 5 وهی تنتج عن تطبيق التكامل على 
كل متجه أسامن ل ۷: 

۸ <2 وس و 9 آو ولط‎ AR SY, القن 7 أو‎ =f 


وهكذا فان المصفوفة الممثلة للتكامل هی : 


اب 


U 1 


سس د oo‏ 
© ات اب نح 
2205 قي ماب 3ق 
© © بت سا 


ملاحظة : ننظر للاشتقاق والتکامل على آنهما عملیتان متعاکستان . أو على 
الأقل» إذاتبع الاشتقاق التکامل فاننا نرجع إلى الدالة. لكي نظهر ذلك على 
المصفوفات» نحتاج لمصفوفة الاشتقاق من الدرجة الرابعة إلى الثالثة والتي هي من 


۱A۲‏ اخبر الخطي وتطبیقاته 
النوع 5 ×4 


1 
1 
A aiff ۸ 7 | ق‎ 4 diff > 
۱ 


1 

0 
0 
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إن الاشتقاق هو معکوس يساري للتکامل . لكن الصفوفات المستطيلة 
لایکن أن یکون لها معکوسان من الجانبين ! في الترتیب العکسي» لایکن أن 
یکون != وي4 ,بر ۸ صحیحاً . یفشل ذلك في العمود الأول الذي هو صفر فى مصفوفة 
الجداء ذات النوع 5 × 5. مشتقة العدد الثابت تساوي الصفر . من أجل الأعمدة الأخرى 
و4 ,4 هی مصفوفة الوحدة وتکامل مشتقة "هو .٠"‏ 


2 ي اي 
نا فا يٿ تك 
اس نا نيا ت 
نا ي ات كل 


الدوران لي والاسقاط ۳ والانعكاس]] 
ایقدا هذا النتد‌بنوران قدره ° واسقاط على محور :. وانعكاس في 
المستقيم الذي يصنع زاوية 5 درجة كانت مصفوفاتها بسيطة بشکل خا ص : 


( 8 01 1 كك چا 
51 "دن 1 ام 1 '|-0 


( إنعكاس ) (إسقاط) ‏ ددوران) 
من الطبيعي أن تكون التحويلات الخطية المرافقة للمستوي « - × كذلك بسيطة» 
لکن يبدو لي أن الدوران بزوایا آخری» واسقاط على مستقيمات أخرى» وانعكاسات 
على مرايا أخرى» جميعها تقریباً سهلة التصور . فهي تظل تحويلات خطية شريطة أن 
تبقى نقطة الأصل ثابتة : 0 =0 ۸. ويجب أن تمثل بمصفوفات باستخدام الأساس 
الطبيعي | 5 و | نود أن نتعرف على هذه المصفوفات . 


۱- الدوران : بظهر يظهر الشکا (۲ -۸) دوراناً بزاوية 6 ۾ لا یبین التاثیر عل 
صب سای ينف إلى مره سیر ان میس ويقع على 


قضاءات التجهات و العادلات | طة ۱۸ 


المستقيم ۷6 . ویدور متجه الأساس الثاني (0,1) إلى (9 :6.60 «د-) . باستخدام القاعدة 
(۰)7 تظهر ر هذه الأعداد في آعمدة المصفوفة» نرمز ب »و و للدالتین 5م و «ند. 

تعطینا هذه امحماعة من الدورانات م0 فرصة متازة لاختبار العلاقة بين 
التحويالات والصفو فات : 


۳ دع‎ cos Û 


5 = sin 0 





شكل (۸-۲). دوران بزاوية 8 : الهندسة والمصفوفات 
هل معکوس و0 هو و0 (دوران تراجعی بزاوية 0) ؟ نعم 


| 


هل مربع م9 هو ور © (دوران بضعفي الزاوية) ؟ نعم 


20 91- 20 5 | _ 5 - خم دا که E SIG‏ = 2 
sin 20 cos 20 |‏ 2 _ ثح و2 اج ان $ 9 


هل جداء ۵ ب ي0 يساوي ي ,و0 (دوران بزاوية 8 ثم بزاوية ٩‏ ) ؟ نعم 


5 با 
C&C‏ (8- | 


= و 00 








© -8 
8 ê 








cos © 605 ۵ - sin © سس | ولو‎ 
sin © cos 0 + cos © sin | سس‎ 





< ی ۵ 


cos (O + Q) - 18 ) © + ۵ ( 
sin (O + 0( وم‎ ) © + QP) 


عو ل 5 








۱۸۶ الجبر الخطي و تطبیقاته 


الحالة الا خيرة تحوی الحالتين الأولیین . يظهر العکوس عندمام تساوی 0 - 
ویظهر التربیع عندما ‏ تساوي ۵+. جمیع الاسئلة الثلاثةتم اثباتها باستخدام التطابقات 
المثلثية (وهي تعطینا طريقة جديدة لتذکر هذه التطابقات) . من الطبيعي أنه لم يكن 
مصادفة أن تکون الاجبات نعم . إن ضرب الصفوفات عرف بحیث يقابل جداء 
الصفو فات جداء التحو یلات . 

ت لنفترض أن ۸ و 8 تحويلان خطيان من ۷ إلى ۷ ومن 0 إلى . احداء A8‏ 
تيد أ بمتجه » في ‏ الذي ينتقل إلى 8 في ۷ وينتهی بي إلى ۸ في ۷ . هذا اف AB‏ 
هو أيضاً » تحویل خطی (من 7 إلى .)W‏ ا الت تن باه ترافس 
الثلشتن ( ۸و . ۱ | ۰ 

لقد تم اختبار ذلك سابقاً من أجل ,زور۸ حيث التحویل الناتج كان التطابق 
(كذلك كان الأمر بالنسبة ل مرر۸,,ر۸ التي آلغت جميع الثوابت) . بالنسبة للدورانات» 
فان ترتیب موب شیر موی ال ی الستوي « - كاملا » وکان ‏ 0 
پ۵مطابقاً و۵ م۵ . بالنسبة للاسقاط والانعکاس ‏ فان تغيير الترتیب يؤدى إلى 


ملاحظة فنية : لتکوین الصفوفات. نحتاج ساسا لكل من ۷ و ۷ وكذلك لا و 

. إذا احتفظنا بالااساس نفسه ۷ فإن مصفوفة الضرب تنقل ماما آساس ‏ إلى أساس 

7 . إذا ميزنا بين التحویل 4 وبين مصفوفته (التی سنرمز لها ب[۸]) فان قاعدة الضرب 

۲ ت تصبح دقيقة اما ۰ [ 118 121۸ ۰.۲۸2 لنعید القول : إن قاعدة ضري الصفو فات 

في الفصل الأول كانت محددة تماما من خلال هذا الشرط بحیث تتفق مع ضرب 
لتحویلات الخطية . نصل الان إلى أمثلة محددة عصفوفات جديدة . 


۲- الاسقاط 
يظهر الشكل (۹-۲) مسقط (1,0) على المستقيم 0 إن طول السقط © وممع- ع . 


فضاءات التجهات و العادللات الخطية ۱۸۵ 


لاحظ أن نقطة السقط ليست (,ء)» كما ظننت خطأ؛ هذا التجه طوله 1 (انه نتيجة 
الدوران). طول مسقط (۱,0) هو » مرة من متجه الوحدة ذاك» أو (:,*). بشكل 
مشابه فان مسقط (0,1) طوله : ونقطة المسقط هي 3 :, ءء) . ذلك يعطي العمود الثاني 
من مصفوفة الاسقاط . 





وروی و ویو 
هذه الصفوفة لیس لها معکوس. لأن هذا التحویل ليس له معکوس 
مر و یه ار ی ما 
ری سسب ی 


۲ 

1 5 + 57( CS (¢ + "و‎ ( 
2 2 

| (*ي + گم 3 ( + ۷ CS‏ 


بالطبع - 8 “+s “= cos O0 +sin‏ 6 مصفوفة الاسقاط تساوي مربعها. انها اشا 
متناظر ة . 


=, 














۳- الانعکاس : يبين الشکل (۱۰-۲) انعكاس (1,0) في المستقيم 6 . إن طول 
التجه الناتج يساوي طول المتجه الأصلي › كما هو الحال بالنسبة للدورانء الا أن هذين 
التحويلين مختلفان تماما . هنا يبقى المستقيم 0 مكانه والمستقيم العمود يعكس اتجاهه. 
جميع النقاط تجتاز المرأة. قاعدة الخطية تحدد الباقي . 


۱۸1 الجبر الخطى وتطبیقانه 
للمصفوفة 7 هذه خاصة تلفت النظر . إن 1 -* ۲ . انعكاسان مجابعان يعيدان 
إلى الأصل . وهکذا فان الانعكاس يساوي معکوسه 7 ۸= 1 » وهو أمر واضح 
هندسياً ولكنه أقل وضوحاً من المصفوفة . إحدى المعالجات تتم من خلال العلاقة بين 
الانعكاسات والاسقاطات 28-1 =1. هذا يعني أن ×2۳ ح برج «Hx‏ مجموع الصورة مع 
الأصل يساوي مثلي المسقط . إنها تؤكد أن : 
=4P* - 4۳ + ۱-7‏ *((ز-ص) = +۲۲ 


لان کل اسقاط يحقق =P‏ مر 


ات و2 205 


FÎ |‏ با 
١ Nl |‏ 


۱ ۷ س‎ > 202-1 6 
1 ۳ 1 =| CS ۱ 


شکل (۱۰-۲). انعکاس حول الستقیم 6 : الهندسة والمصفوفة . 
هذه التحويلات الثلاثة إما أن تترك الأطوال كما هي (الدوران والانعکاس) 
أويقلص الطول (الاسقاط) . هناك تحويلات أخرى يكن أن تزيد الطول» مثل الط 
والقص. نجد ذلك » في التمارين . كل مثال له مصفوفة تمثله-هذا هو المحتوى الرئيسي 
لهذا البند. لكن هناك أسئلة حول اختيار الأساس ونو كد أن الصفوفة تتعلق باختيار 
الأساص . مثال ذلك : 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۱۸۷ 


(۱) بالنسبة للاسقاط » لنفترض أن متجه الأساس الأول یقع على الستقیم 0 
ومتجه الأساس الثانی عمودی علیه» عندئذ »تعود مصفوفة الاسقاط إلى 
يدا هذه المصفوفة تتكون كالمعتاد : عمودها الأول ينتج عن متجه الأساس 
الأول (الذي يسقط على نفسه) وعمودها الثانى ینتج عن متجه الأساس الثاني الذي 
يسقط على المتجه الصفري . 
الثانی ينعكس على اتجاهه السالب لينتج العمود الثانى . الصفوفة 7 لاتزال 22-7 


عندما يستخدم الأساس نفسه ل 8 و ۴ . 


(۳) بالنسبة للدوران» يكن أن نختار متجهات الوحدة ثانية على المستقيم 9 

وعلى العمود عليه . لکن المصفوفة لتت هذه المستقيمات تدور بزاویه 9 و 
Ta | © =5‏ کلب 16 ۳ ۱ ۲ ۹ 3۳ ۱ 

۱ ۰ ¬ . السؤال حول اختيار أفضل آساس هو سؤال رئيسي وسوف نعود اليه 
الحقيقية تدور . 

نذکر هنا تأثير تغییر الا ساس على الصفوفة» بینما یبقی التحویل اخطی كما 
هو . لصفو فة ۸ (أو © أو م أو ۸) تتغیر الى 1۸5 ۳ وهكذا فان تحويلاً واحداً يمثل 
بمصفوفات مختلفة (من خلال أسس مختلفة تتمثل ب 5) . إن نظرية المتجهات الذاتية 
تؤدى إلى الصيغة 45" 5 وإلى الأساس الافضل . 


تمارين 


محور ؟ 


الحبر الخطي وتطبیقانه 


ماهي المصفوفة التي تمثل إسقاطاً على محور × متبوعاً بإسقاط على محور 
؟ 

هل جداء 5 انعكاسات و8 دورانات للمستوي « ينتج دوراناً أم 
انعکاسا؟ 

تسج الصفوفة | © 2 | = ۸ قدد باتجاه × . ارسم الداثرة 1=“ بردم 
وارسم حولها النقاط ( ر2x).‏ الناجة عن نقاط الدائرة بالضرب ب ۸. 
ماهو نوع المنحني الناخ ؟ 

كل مستقيم يبقى مستقيماً بعد تحويل خطي . إذا كانت > فى منتصف 
الطريق بين × و «. برهن أن 42 تقع في منتصف الطريق بين ×4 و «۸. 
الصفوفة | © ! | = 4 مصفوفة تؤدي إلى تحويل شق لايؤثر شيئاً في 
محور « . ارسم تأثيرها على محور × وذلك بیان ماذا يحدث للنقط 
(1,0) , (2,0) , (1,0-)-والی ماتحول المحور كله ؟ 

ماهي المصفوفات من النوع 3 × 3 التي تمثل التحويلات : 

)١(‏ تسقط كل متجه على المستوى ب ×؟ 

(0) تعکس كل متجه من خلال الستوی «- + ؟ 

على فراغ كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة وم » ماهي المصفوفة التي 
فثل “47/41 ؟ انشىء المصفوفة ذات النوع 4*4 من أجل الأساس 
المعتاد ” :,” 1.6 . ماهو فضاؤها الصفرى وماهو فضاء أعمدتها وماذا 
يعني ذلك بلغة كثيرات الحدود ؟ 

من كثيرات اخدود من الدرجة الثالثة إلى كثيرات الحدود من الدرجة 
الرابعة» ماهي المصفوفة التي تمثل الضرب ب2+3 ؟ تنتج أعمدة المصفوفة 
۸ دات النوع 4< 5 عن تطبيق هذا التحويل على متجهات القاعدة : 


۳ 0 
۲ 21, x 21, X= پل‎ -/ 


تحاف 





فضاءات التجهات و العاد لات الخطية ۱۸۳۹ 


۱۰-1-۳۲ حلول المعادلة التفاضلية ا لخطبة ۶۶-۷ ۵۸/ »4 تکون فضاء متجهات (لاآن 
لاعطاء آساس لهذا الفضاء . 

سا 1 ۱ بالقیم البدائية ×= »و (<۱ 4۰/0 عند ه = ۰1 ماهو تر کیب متجهی 
الأساس في التمرین ٠٠-٠-۲‏ الذي يحل العادلة ؟ . یعد هذا التحویل 
من القیم البدائية إلى الحل خطياً؛ ماهي مصفوفته ذات النوع 2 ×2 
(استخدام 0= ۲ , 1ع عدو ,1ع زل = 8 ساسا 7 وأساساً من أجل 
۳۳۷ 

, 17 حمق مباشرة من آت و آن مصفو فه الانعکاس نحقق زد‎ ١5١5-1-5 

۱۳-۹-۲ تفرض 4 تحويلاً خطياً من المستوي + إلى ذاته . برهن أن ۸ هي أيضا 
تحويل خطى (إذا وجد) . إذا كان 4 تمثلاً بالمصفوفة ۰۸4 فسر لاذا 
ب و 

8-5-5 ۱ 6 4) حداء نخويللات خطية ينطلق من متجه × فیعطی متجهاً 
)ع ير وتنتج قاعدة التدرج (۲ت) تظبيق ۸8 غل 14 تصل الی 
.(AB)Cx‏ 
(۱) هل ستکون النتيجة ذاتها بتطبیق © ثم 8 ثم ۸ بصورة منفصلة ؟ 
(۲) هل تکون النتيجة ذاتها بتطبیق 86 متبوعاً ب ۸ ؟ إذا كان ذلك فان 
الأقواس غير ضرورية وان القانون التجميعى ( JC =A (BC‏ ۸ صحیح 
من أجل التحويلات الخطية . ضم إلى قاعدة الضرب ۲ت هذا البرهان 
الذي هو أفضل برهان لهذا القانون المصفوفي . 

به 1 برهن آن ۸2 تحویل حطی |ذا ک ان هك ذلك (مشلا الانتقال من 8 
إلى * ۸). 

٠١-١-1‏ فضاء الصفوفات من النوع 2<2یقبل التجهات الأربعة التالية 
اساسا ؟ 


N 


= 


۱-۲ ۲ 


a4 


ا 


8 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
44 1 ۲ : 0 
ل ÛÎ FEF‏ ۲ 0۱ 0 9 ۱ 
اعتبر التحویل الخطي هو نقل کل مصفوفة من النوع 2 < 2 وأوجد 
مصفوفته ۸ بالنسبة لهذا الاساس . ناذا -۸2 ؟ 


آوجد مصفوفةمن النسوع 4×4 قشل دورة تبادیل : كل 
متجه وکر :3) يتحول إلى ( اتوت وتروة) ماهو تأثیر *۸؟ ار آن 


سے تا 


م۸ 

أوجد المصفوفة 4 ذات النوع 3 × 4 التي تمثل التغيير الیمینی : يتحول 
كل متجه (ودرح») إلى (ود ر ×0). أوجدء أيضاً » مصفوفة التغییر 
اليساري 8 من ۸ إلى ۸ التي حول رت ودر × ») السی(رت دون . 
مادا يمثل اداءان 48 و 2۸ ؟ 

لنفرض فى فضاء متجهات كثيرات الحدود من الدرجة الثالشة 
a+ +a +a‏ = م أن 5 المجموعة الحزئية التى تحقق عناصرها 
dx < 0‏ مم | تحقق من کون 5 هي فضاء جزئياً وأوجد له أساساً. 
یکون تحویل غير خطي قابلا للعکس إذا تحقق الوجود والوحدانية؛ 
۵ - ( ) حل واحد فعلاً لكل ظ. الثال در ) زغیر قابل للعکس 
لأن للمعادلة =+ حلین إذا كان ط موجباً ولایوجد لها حل إذا كان 
قاتا أى التحويلات التالية (من الأعداد الحقيقية 8 إلى الأعداد 
الحقيقية "8) قابل للعکس ؟ لیس خطياً ولیس أيضاً (ج): 

f(x) =x *()‏ ۰ )ب( f (x) =e‏ (ج۱16 f(x) x+‏ (د) دوم - هم 
ماهو محور الدوران وزاوية الدوران للتحويل الذي ينقل (ور.») إلى 


؟(rر‎ 3) 


۱ 


فضاءات التجهات والعادلات الخطية ۱۹۹ 


أوجد أساساً لكل من الفضاءات الحزئية من “۸ : 
(أ) التجهات التي یکون فیها 2 = × 
(ب) التجهات التی یکون فیها 0 =ړ×+ر×+ × و 0 =ړ×+ږ× » 
(ج) الفضاء الجزئي الولد بالتجهات (2,3,4,5) , (1,2,3,4) , (۱,۱,۱,۱)) 
بايجاد أساس › صف فضاء جزئياً ذا بعدین من 8 لايحوى آي واحد 
من المتجهات الاحداثية : (0,0,1) , (0,1,0) , (1,0,0) . 
صح أم خطأ مع مثال معاكس في حالة الخطأ 
(١)إذا‏ كانت المتجهات ‏ م..., × تولد فضاء جزئياً 5.» فان عدد أبعاد 
ذ يساوى 71 . 
(۲) لايمكن أن يكون تقاطع فضاءين جزئيين من فضاء متجهات» خالياً. 
(۳) إذا كان برف ۸۲ فان =y‏ × 
)٤(‏ لفضاء أسطر ۸ أساس واحد يكن الحصول عليه بجعل 4 ذات شكل 
مدرج . 
(5) إذا كان لمصفوفة مربعة أعمدة مستقلة هل يكون ذلك ل47. 
ماهو الشكل المدرج ۷ للمصفوفة : 
3 2 8 ۸ ۲ 
0 1 1 2 1- 
© “كد 3 2 ) 
ماهو عدد أبعاد كل من الفضاءات ازئية الأساسية الأربعة ؟ 
أوجد الرتبة والفضاء الصفري لكل من المصفوفات : 

1 [ 0 0 [ 0 أ 

۸ 2۱0 0 [1 0 0 1 2 | 


SE 1 1 1 0 


A = 9 








3 B = 








٩-۲ 


۱ ۰-٩ 


۱ 


اخبر الخطي وتطبيقاته 
اراد اساسا لكل من الفضاءات الأربعة الأساسية المرافقة لكل من : 


ال O‏ 1 1 | د O‏ 0|_ 
|؟ اب |؟ فم 


1 





4 ات 
|= 


نا حكن 


ماهو الحل الأكثر عمومية للنظام 2 - ۸-۷ , 1= سر سب ؟ 

(1) أنشىء مصفوفة يحوي فضاؤها الصفرى (1,1,2) = × 

(ب) أنشىء مصفوفة يحوي فضاؤها الصفري اليساري (1,5) = « 
(ج) آنشی مصفوفة يولد فضاء أعمدتها بالتجه (1.1.2) وفضاء أسطرها 
بالتجه (۱,5) 

(د) إذا اعطیت أي ثلاثة متجهات من 8٩‏ وأي ثلائة متجهات من 15 
هل توجد مصفوفة من النوع 5 6 يولد فضاء آعمدتها بالتجهات الثلائة 
الأوائل ویولد فضاء أسطرها بالثلائة الأواخر . 

في فضاء متجهات الصفوفات من النوع 2 × ۰2 

(أ) هل مجموعة الصفوفات من الرتبة (۱) تکون فضاء جزئياً ؟ 

(ب) ماهو الفضاء الجزئي الولد بمصفوفات البادلة ؟ 

(ج) ماهو الفضاء الجزئي الولد بالصفوفات الوجبة (جميع 0< ن »)۲ 
(د) ماهو الفضاء الجزئي المولد بالصفوفات القابلة للعکس ؟ 

ابتکر فضاء متجهات يحوي جمیع التحویلات الخطية من "۸ إلى "۸ . 
عليك أن تقرر علیها قاعدة جمع . ماهو عدد آبعاده ؟ 

(أ) آوجد رتبة الصفوفة ۸ وأساساً لفضائها الصفری : 


و a‏ 
د٣ا‏ سب لس نت 
سب اس ليا ضما 
س زح سیب سا 
لا نهب تخ 2 
حون س اس 


19 


اس 


۳ 


فضاءات التجهات والعادلات اخطه ۹۲ ۱ 


(ب) صح أم خطأ : الأسطر الثلاثة الأوائل من ا آساس لفضاء أسطر 
۸ . 

الأعمدة 1,3,6 من ا آساس لفضاء أعمدة ۸. 

أسطر 4الاربعة أساس لفضاء أسطر ۸. 

(ج) أوجد أكبر عدد مکن من المتجهات المستقلة ۸ بحيث يكون للنظام 
= ۸ حل . 

(د) في الحذف في ۰۸ ماهو مضاعف السطر الثالث الذي يطرح ليعطل 
عمل السطر الرابع ؟ 

إذا كانت 4 مصفوفة من النوع  )-1(‏ ورتيتها ۸-2 ماهو عدد أبعاد 
فضائها الصفرى؟ 

استخدم حذفاً لايجاد العاملين المثلثيين 10 = 4 ذا كان : 


ت 


حتلم 

|| 

5 © 
vS‏ هه هم 
® ۳ 5 م 


5 ي دن من 





+ م 


ماهی الشروط التی تفرض على الأعداد »,ث,ه لتکون الاعمدة مستقلة 
هل تصلح التجهات OA‏ 2,3,6 , (1:1,3) ساسا ٩۴3‏ 

أوجد آمثلة من الصفوفات بحیث یکون عدد حلول ط= »4 هو : 
(0)۱ أو 1 یتعلق ده 

(۲) ۲ غير متعلق ب ه 

(۳) 0 آو ° متعلق بم 

00 | دون النظر في 6. 

في التمرین السابق» كيف ترتبط 7 بكل من ۸و ۲7 


۱۹ 


س 
۱۸-۲ 


۲۰-۲ 


۲ 


۷۲-۷ 


= 


ال حبر الخطي و تطسقاته 


إذا كان × متجهاً من "8 و 72-0 لكل رء برهن أن 0= ×. 

إذا كانت 4 مصفوفة من النوع ”× ۸ بحيث يكون 5-4 4 ورتبة ۸تساوی 
۸» برهن آن 4-1 

ماهو الفضاء الجزئي من فضاء المصفوفات من النوع 33» المولد 
بالمصفوفات الأولية ل حيث عناصر القطر وحدان ومالايزيد عن عنصر 
واحد غير صفری نحت القطر؟ 

ماهو عدد مصفوفات البادلة من النوع 5 × 5 ؟ هل هي مستقلة خطياً ؟ 
هل تولد فضاء جميع المصفوفات من النوع 5 × 5 ؟ ليس من الضروری 
كتابتها كلها . 

ما رتبة المصفوفة ذات النوع ” × ١‏ التي جميع عناصرها وحدان ؟ ماذا 
تقول عن مصفوفة رقعة الداما حيث 0-ه عندما یکون + : شفعاً و ره 
[ عندما يكرت وتر]؟ 

(أ) تحت أي شروط لط یکون للنظام 5 -+ه حل إذا كان : 


0 
0 
0 





سر دم 


3 | 
0 
1 


دا © حد 











(ب) آوجد اساسا للفضاء الصفرى ل 4 . 

(ج) اوسا الحل العام للنظام م = ×4 عندما یوجد حل . 

(د) اوعد اساسا لفضاء آعمدة 

(ه) ماهي رتبة “4 ؟ 

كيف يمكنك تكوين مصفوفة تحول المتجهات الاحداثية وره »إلى 
التجهات الكلاثة العطاء درد« ؟ متی تکون هل الصفوقة قابلة 
للعکسن ؟ 


= 


م 


۳۲۷-۲ 


۲۸-۲ 


۳۹-۲ 


وه 


إذا كانت وه.ره.» واقعة في فضاء أعمدة مصفوفة من النوع 5 ×3 ۰ هل 
لهذه الصفوفة معکوس يساري ؟ هل لها معکوس ييني ؟ 

افرض أن 7 هی التحویل الخطي على 8۳ الذي ینقل کل نقطة (۲۷,) إلى 
( ,+ ,+ ب+ن) صف ماذا تفعل الصفو فة ! 7 بالنقطة (م,(») . 

صح ام خطأ : 

(أ) کل فضاء جزئي من * 8 هو فضاء صفرى لمصفوفة ما . 

(ب) إذا كان للمصفوفة ۸ فضاء 47 الصفري نفسه. فانه يجب أن تکون 
۸ مربعة . 

(ج) التحویل الذي ینقل +« إلى ۸ +« تحویل خطي (من ' 8 إلى ' ۸). 
أوجد أساساً لكل من الصفوفات الاساسية الاربعة للمصفوفتین : 


سم ات ے اس 
يعم یا بغ اس 
2 ۵ بت تي 
نيا نذا ت كل 





(أ) إذا كانت أسطر 4 مستقلة خطياً (4 من النوع ۸× 7) فان رتبتهاهي 
.ء اه الأعمفةهو ,ب . و الثشياء اضر ی الا سر يهو + . : 
(ب) إذا كانت 4 من النوع 10 × 8 وكان الفضاء الصفري ذا بعدين, 
برهن أن ط = 4۰ قابل للحل لكل 5. 

صف التحويل الخطي لمستوي  .«‏ النسوب إلى الأساس العتاد , (1,0) 
)0,1( والممثل بالمصفوفة : 


ld ل‎ «88| 


الصفری ل 4 


۲۹1 


۱-1 ۲ 
ال 


کا 


ابر الخطي وتطبیقاته 
(ب) برهن أيضاً أن فضاء أعمدة “4 محتوی في فضاء أعهدة ي 
متى محقق المصفوفة ۸ ذات الرتبة المساوية للواحد. ۸2-0 ؟ 
0 و جد اساسا لفضاء متجهات 8٩‏ التي تحقق 
XK ۲1 < 1 + 1 = 15 ۲ ۶ 6‏ 
(ب) آوجد مصفوفة بحیث یکون هذا الفضاء الجزئي فضاء صفرياً لها . 
(ج) آوجد مصفوفة بحیث یکون هذا الفضاء الجزئي فضاء أعمدتها . 
نفرض أن الصفوفات الواقعة في 11 = ۲۸ هی : 


01 1 |۱۱ 8 0 1 يت‎ 2 
1 0 00۱۱2 4ة‎ :4 2 [ 
| 0 0 0 1 ۱۱4 -2 9 1 4 
001 002 A4 5 ۶ 3 
1 0 0 0 ۱۱2 -1 4 2Z 1 
01 00۱۱ O LaF 2 
11 1 1 ۱۱۱۷۲ BD ف ۸ ا‎ 
2 ۱ 0110 0 O O 9 


)ا( ماهي رتبة ۲۸ 

(ب) ماهو فضاء أسطر ۸؟ 

(ج) صح آم خطأ : الأسطر 1,2,3 من 4 مستقلة خطياً. 
(د) ماهو أساس فضاء أعمدة 4؟ 

(ه) ماهو عدد أبعاد الفضاء الصفری الأيسر ل 4 ؟ 
(د) ماهو الحل العام للنظام 0 = م ؟ 


رس ردان 


۱-۳ التجهات المتعامدة والفضاءات الحزئية القائمة 

لقد تعرفنا في الفصل السابق على الأساس . جبرياء إنه مجموعة من 
التجهات المستقلة التى تولد الفضاء . هندسياء إنه مجموعة من محاور الاحداثيات . 
مرف فضاء متجهات بصورة مستقلة عن المحاور . إلا أنني في كل مرة ألجأ إلى 
الستوی « أو إلى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة أو”# حيث المحاور ظاهرة . علاوة 
على ذلك لقد استخدمت هذه المحاور متعامدة ! كما أن ا محاور الاحداثية التي أنشأها 
القکر كلها #عطداء متعامدة . عندما نختار أساساً نحاول اختيار أساس متعامد . 

إذا كانت فكرة الأساس إحدى آسس ابر الخطي. فان فكرة جعلها متعامدة 
ليست متخلفة كثيراً عنها . نحتاج إلى آساس لتحویل الهندسة إلى حسابات جبرية . 
ونحتاج إلى أساس متعامد لجعل هذه احسابات سهلة . هناك » آیضاً » تخصیص 
اضافي ‏ وهو الذی يجعل الأساس قريباً من الأمثل : سيكون للمتجهات طول يساوي 
الواحد. يمكن لذلك أن ينهي الوضوع ولکن لنكوّن الأساس» نحتاج إلى معرفة : 

(۱) طول التجه 

(۲) اختبار تعامد التجهات ‏ 

(۳) كيف نکون متجهات متعامدة من متجهات مستقلة خطياً. فوق دلك 
يجب أن ندخل الفضاءات الجزئية فى الصورة. عکنها ایض آن تکون متعامدة . 


۱۹۷ 





۷۱۹۸ الجير الخطي وتطبیقاته 

سنکتشف شيئاً جمیلاً وبسیطاً ومن البهجة معرفته . وهو أن کل واحد من الفضاءات 
ا جزءية الا ساسية متعامد مع فضاء آخر منها . إنها متعامدة مثنى » اثنان فى ”۸ وائنان 
في "۸ إن ذلك يتم النظرية الااساسية للجبر الخطى . 





(a) (b) 


شکل( ۱-۳). طول متجه من الفضاء الثنائي البعد والثلائي . 


الخطوة الا ولی هي إيجاد طول متجه . يمثل بالرمز ||×|| وهو في الفضاء ذي 
البعدین طول وتر مثلث قائم (شکل 1۰۱-۳) . قد آعطي مربع الطول منذ زمن طویل 
من قبل فیثاغورس ۵۵0۲۵( “رع ۱۳9 ۱ 

فى الفضاء ذي الابعاد الثلاثة » التجه (وتررد »)=× هو قطر متوازی مستطیلات 
(-۱ ب). ينتج طوله عن تطبیق نظرية فیثاغورس مرتين . فى الرة الأولى » أعطانا 
الفضاء ذا البعدين القطر 0.رد,») - 04 الذي یقع في القاعدة ویحقق 
تب 0۸ . إنه يصنع زاوية قائمة مع الضلع الرأسي (الشاقولي)(,0,0): لذاء 
يمكننا تطبیق نظرية فیثاغورس من جدید (في مستوي 48 و 0۸) . طول الوتر في الثلث 
2 هوالطول || الذي نریده وهو معطی بالعلاقة : 


سح 


ل 2 2 ار 
OA + 48 =X +X +3‏ = 





۳ 


يمكن تعمیم ذلك على متجه ذي ۸ بعداً 0 × مباشرة» . الطول | ۳ 


١68 التعامد‎ 


لتجه من "۸ هو ا جذر التربيعي ا موجب للعدد : 






)۱( 
يكافىء ذلك هتسیا تب تظرية یاقررس 1-#مرة؛ يضاف في كل خطو 
بعد جدید ا مجموع المربعات مع الحداء اء لذا طول (1,2,3)= × يساوي 

4 یحقق : 


1 | 
مد 2 1]< "۲ 
3 


لنفترض أن لدینا متجهین ««(شکل ۲-۳). كيف يمكننا أن نقرر ما إذا کانا 
متعامدین أو غير ذلك ؟ بقول آخر ماهو معیار التعامد ؟ يكن الاجابة عن هذا السوال 
في الستوي ذي البعدین» من قبل علم المثلثات . نحتاج إلى تعمیم ذلك على ۰8 
ومع ذلك. سنبقی في الستوي الولد ب ر×. داخل هذا الستوی» یکون × متعامدا مع ۲ 
إذا آمکنهما تکوین مثلث قائم ویکننا استخدام قانون فیثاغورس معیاراً : یکون م 
متعامدین إذا كان : 





شكل( ۲-۳ الت المستوي بأضلاعه -y‏ ل 





اج + ءا (۲( 
بتطبیق القانون (۱) يأخذ هذا الشرط الصورة : 


2 2 
]| «-عاد * 


1 اخبر الخطي وتطبيقاته 


۱ 2 2 2 50 ۳ 
X‏ یی + .| ج را ۱ وین ا 


۳ 


7 ۳۳ ا 
JY1 +۳ mie Je ١‏ +( يو 1 


يختصر جزء من الطرف الأيمن مع الطرف الأيسر الذي ينشر كمايلى : 
.| بر + ۳ 0 و | و اوعد + دك 4 1 ) - | + رج E‏ 1 


تتحقق الساواة (۲) عندما یکون مجموع الجداءات التصالبة مساوياً الصفر : يكون × 
و ۲ متعامدین ادا كان : 





۳ 
لاحظ أن هذا المقدار هو بالة لضبط «'× وهو حاصل ضرب مه فوفة من النوع 
۷ (مصفو فة السطر :) بمصموفة من النوع ۰1 (مصفوفة العمود () : 
)٤( 5 0‏ 


5 8 +... ۳ Xan - 





إذا استخدمنا رمز التجميع فان ماسبق يأخذ الصورة :×< . (وهو أيضاً×"ر). 
بظهر هذا التركيب في كل دراسة في كل هندسة ذات « بعداً . يدعى هذا القدار» في 
بعض الا حیان الجداء العددي للمتجهين ويمثل بالرمز ر» أو( ر») ولكننا نفضل تسميته 
الجداء الداخلي والمحافظة على الرمز « ۳ : 


۳ا المقدار برهو الجذاء الداخلی للمتجه « فی التجه رمن 85 . انه یساوی 
الصفر إذا وإذا فقط كان ر متعامدین . 


مفهو م الطول و احداء مر تبطان بالعلاقة الا س # ین ۷ > . التحه 


الصفري هو التجه الوحيد الذي طوله يساوي الصفر -بقول آخر » هو المتجه الوحيد 
المتعامد مع نفسه -إنه صفر التجهات . التجه 0= × متعامد مع أي متجه من الفضاء "۸ . 


e? التعامد‎ 


مثال . (1-.2,2)- × متعامد مع (1,2,2-)-2. طول كل منهما يساوي 
3 - ۷/4+4+1. 

يقوس الد لتالي يات غير المتعامدة ؛ » سس اب الجداء او + زاوية 
Ter‏ ة متجهين متعامدي: 5556-0 . سنبقی فى هدا یندم ریا القائمة. 
وسيكون هدفنا فهم الفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة والخاصة التي سنراها بعد 


دلك هي التعامد . 

نلاحظ آولا» أن هناك ارتباطاً بسيط أ بين الاستقلال الخطي والتعامد . إذاكانت 
التجهات غير الصفرية ,۷ ٠ va‏ متعامدة مثنى (كل متجه متعامد مع أي متجه آخر) 
فانها مستقلة حط] 


البرهان -لتفرض أن 0ح ا ر . لكي نبرهن, أن على العامل ره ۰ »مثلاه 

أن يكون مساوياً الصفرء نکون الجداء الداخلى لطرفي هذه العلاقة بالتجه 7 : 
(cv + ... + ۰0۷۱ =v10 =0‏ 2 )0( 

لما كانت التجهات « متعامدة مثنی ع فانه لایبقی في العادلة (۵) سوی حد واحد. 
0 = 770 رعويسبب فر ضنا أن التجهات غير صفرية. فان 0« «» وبذلك نجد أن 
0-,۰. هذا الأمر صحیح من أجل أي :»۰ لذاء فالترکیب الوحید الساوي للصفر هو 
التركيب التافه حیث كل 0 - » . أي أن التجهات مستقلة خطياً . 

إن أهم متجهات متعامدة مثنى هي مجموعة التجهات الاحداثية ,,©.....,© في 
۰۳ إنها أعمدة مصفوفة الوحدة وهی تكوّن أبسط أساس للفضاء "8. إنها متجهات 
وحدة طول كل واحد منها ۱ = | ;۲| . إنها تشير إلى اتجاهات محاور الاحداثيات . إذا 
دار هذا النظام من المتجهات. فانه ينتج عن ذلك اساس نظامي متعامد جديد وهو 
نظام جديد من متجهات الوحدة المتعامدة مثنى . فى المستوي. يعطى هذا الدوران : ١‏ 


sin O0), ۷3 = )- 180, cos 0).‏ ,0560ت) = نر 


یعطی ذلك مثالا آخر للطول (۱ = و ۷ و۱9 = و ۷ 71 ) و للتعامد 0 - ۷3 5 


eT‏ ابر الخطي وتطبیقاته 
الفضاءات الحزئية التعامدة 

نصل الآن إلى تعامد فضاءين جزئبین . یتطلب ذلك أن یکون کل متجه من 
فضاء جزئي متعامد مع أي متجه من الآخر . فى الفضاء ذى الأبعاد الثلاثة المعتاد. 
تمثل الفضاءات الجزئية بمستقيمات أو بمستويات مارة من نقطة الأصل. وفی الحالتين 
القصویین بنقطة الأصل نفسها أو بالفضاء الكلى . يمكن أن يكون عدد أبعاد الفضاءات 
الجزئية 0,1.2,3. الفضاء الجزئي (0) متعامد مع كل فضاء جزئي . يكن لمستقيم أن 
يكون متعامداً مع مستقيم آخر أو مع مستو ولكن لایکن لست وأن يكون متعامداً مع 
9 الفضاء الکلی ۸ متعامد مع 0۱| فط في فضاءات من السعة «: 
التعريف الأساسي للتعامد هو مايلي : 


۳-ب نقول عن فضاءين جزئیین ۷,۷ من "۸ انهما متعامدان إذا کان كل متجه « 
من ۷ متعامد مع کل متجه ۱ من ۷ : 0 - س “ر لكل سر . 


مثال- لنفرض أن ۷ هو الستوی الولد بالتجهین (1,1,0,0)=ر» و (1,0,0,0)-,« و آن 
۷ هو الستقیم المولد بالتجه (0,0,4,5)- س . باآن «متعامد مع کل من .," فان الستقیم 
۷ متعامد مع الستوی ۷ كاملا . 
في هذه احالة» حیث الفضاءان الجزئيان من بعد وبعدین في * ۰8 سیکون 
هناك مکان لفضاء جزئي ثالث . إنه الستقیم ‏ الذي يحمل التجه (4-,0.0,5)- > 
والمتعامد مع ۷و۷ . مجموع هذه الابعاد 2+1+1-4 ولايوجد متجه . سوى المتجه 
الصفري »متعامد مع كل من VW,L‏ 


(۱) نقبل أن الحائط الأمامى والحائط الجانبى فى غرفة مستویان متعامدان من ۸3 . لكنهماء 
وفق تعريقناء عير متعامدین لانه يمكن ايجاد مستقيمين ۳ فی هذين الحائطين › قلي 


TS 7 التعامد‎ 


لنبرر الآن اهتمامنا بمفهوم التعامد . آهمية هذه الأشياء آنها لاتأتى عرضاً بل 
تأتى زوجاً في کل مرة. في الحقيقة؛ الفضاءات احزئية التعامدة آمر لامفر منه . إنها 
الفضاءات ا جزئية الا ساسية ! هناك آربع فضاء‌ات جزئية وتظهر مثنی . 

الزوج الأول هو الفضاء الصفري وفضاء الأسطر . إنهما فضاءان من "۸- 
للأسطر « مركبة لذاء فهی متجهات *۸. علینا أن نبرهن» باستخدام العادلة 0 - ۸۲ 
فقط أن آسطر ۸ متعامدة مع ا متجه ×. 

۳ ج فضاء الأسطر متعامد مع الفضاء الصفري (في "۸) وفضاء الا عمدة متعامد 
مع الفضاء الصفري الایسر (في 8۳) . 

البرهان الأول . لنفرض × متجهاً فى الفضاء الصفري . لذا ۸-۲-0 ویکن 
كتابة هذا النظام ذي ال ” معادلة بصورة آکثر وضوحا. 

1( 
0] | س سطرا ‏ ... 
|| اب اج شا هم ات وق 


0 و ا سطر 2 


النقطة الأساسية واقعة مسبقاً في العادلة الأولى : السطر الا ول متعامد مع «. 
إذ أن جداءهما الداخلی يساوي الصفر ؛ هذه هي العادلة . تذکر العادلة الثانية الشيء 
ذاته من أجل السطر الثاني . بسبب وجود الأصفار في الطرف الأيمن» يكون × متعامداً 
مع كل سطر . لذا . فانه متعامد مع كل تركيب للأسطر . كل × من الفضاء الصفري 
متعامد مع كل متجه من فضاء الأسطر لذاء فان (7ه)2. ل (م) “ب . 

الفضاءان الجزئيان المتعامدان الآخران ينتجان عن 0= ر4 أو 0 - 24 : 

(۷) 


1 
۷ ۰.۰ 8814| > قف ۲ 


م ت سس ج ژر تت سب 
م © سس GCG‏ بس ‏ جح 


e‏ الجبر الخطي و تطبیقاته 

التجه « متعامد مع كل عمود. تبين المعادلة ذلك بسبب آصفار الطرف الأيمن . 
لذاء فان ر متعامد مع كل تركيب للاعمدة. إنه متعامد مع فضاء الأعمدة وإنه متجه 
نموذجي من الفضاء الصفري اليساري: (۸) ۸۱۱۰ “... إن ذلك ماثل 
تمامأللنصف الأول من النظرية وذلك بتعویض ۸ب 7 ۸ . 

البرهان الثاني نرید أن نحقق النتيجة ذاتها بطريقة خالية من الا حدائیات . سيفيد 
التباين بين هذین البرهانین القاریء حتماًء فیعطیه مثالاً خاصاً لبرهان مجرد مقابل 
برهان مشخص . إننى متأکد أن هذا البرهان سیکون آشد وضوحاً وآشد رسوخاً. 

لنفرض أن × متجه من الفضاء الصفری و « متجه من فضاء الأسطر . لذا0 :۸ 
و :4 - « من أجل متجه محدد:. (التجه « ترکیب للأسطر لأنه واقع في فضاء 
الاسطر) . سطر واحد یکفی لبرهان کونهما متعامدین : 


(A) XS A جع "رع‎ AF 2200 


مثال لنفرض أن 4 مصفوفة رتبتها تساوى الواحد» لذاء فان فضاء أسطرها وفضاء 








الاسطر مضاعفات (1,3) . يحوي الفضاء الصفري المتجه (3,1-) وهو متعامد مع 
الاسطر . فعلاً الفضاء الصفري هو تاماًء المستقيم العمودي على ۸» وهو یحقق : 


۱1 ۳۲ ۳ -0 








5 , 12 6 5 3 9 || 


۸ [ 
A ¬ 
ل‎ 








x2 


1 


بالقابل » يقع الزوج الآخر من الفضاءات الجزئية فى 87 وهما : فضاء الأعمدة 
وهو مستقيم يحمل المتجه (1,2,3) والفضاء الصفري اليساري مستوي . بيجب أن یکون 
الستوي العمودي 0= وبرة+ربر2+,نر. هذا هو ام محتوى 7۳۸-0 . 


التعامد و 9 


نلاحظ أن مجموع آبعاد الزوج الأول هو 1+1=2 في الفضاء * 8. ومجموع 
أبعاد الزوج الثاني (مستقيم ومستو) هو 1+2-3 في الفضاء ۸. بصورة عامة مجموع 
عدد أبعاد فضاء الأسطر وعدد أبعاد الفضاء الصفرى هو ۸=( "- )+۲ . يحقق الزوج 
الثاني العلاقة = -١(‏ :)+ . هناك شىء آخر أكثر من التعامد قد ظهر وأطلب منك 
الصبر من أجل نقطة اضافية . 

من المؤكد أن الفضاء الصفري متعامد مع فضاء الأسطر_لكن ذلك ليس الحقيقة 
كاملة . (7)4.. لايحوى فقط بعض التجهات العمودية على فضاء الأسطر بل يحوي 
كل هذه ا متجهات . یتکون الفضاء الصفري من جميع حلول 0= ۸. 


تعريف إذا أعطينا فضاء جزئياً ۷ من "۸» فان فضاء جميع متجهات "۸ المتعامدة 
مع ۰۷ يدعى التمم التعامد ل ۷ ويثل بالرمز 7 ۷ (يلفظ متعامد ۷). 


إذا استخدمنا هذا المصطلح فان الفضاء الصفري (4)/. متمم متعامد لفضاء 
الااسطر :7 (47) 7 -( ۸ والعکس صحیح : يحوي فضاء الأسطر جميع متجهات 
"۴ التعامدة مع الفضاء الصفري . إن هذا الامر لایتضح بصورة كافية من طریق الانشاء 
لأنه عند حل العادلة 0 = ×4» ننطلق من فضاء الأسطر لنجد كل + متعامد مع هذا 
الفضاء ؛ لذا» علینا أن نتحول إلى الاتجاه العاکس . لنفرض أن متجهاً من 8۳ متعامد 
مع الفضاء الصفري ولکنه لایقع في فضاء الأسطر . إذا ما أضفناج کسطر اضافي 
للمصفوفة ۸ فان ذلك قد یوسع في فضاء الأسطر دون أن یغیر شيئاً في الفضاء 
الصفري . لکننا نعلم أنه يوجد قانون ثابت . ”= (۸-۲)+ أو : 
عدد آبعاد (فضاء الأسطر)+ عدد آبعاد (الفضاءالصفري)- عدد الاعمدة 
بماأن هذین العددین الأخيرين لم يتغيرا عندما آضفنا السطر الجديد: فانه من 
الستحیل أن یتغیر الأول . نستنتج أن کل متجه متعامد مع الفضاء الصفري واقع مسبقاً 
في فضاء الاسطر AD <A)‏ تق . 


۱ ابر الخطي وتطبیقاته 

إذا طبقنا هذه الحاکمة ذاتها على 4 فاننا نحصل على النتيجة الرافقة : 
الفضاء الصفري الأيسر (*۸/. وفضاء الأعمدة (۸) 2 کل منهما متمم متعامد لا خر 
في 8۳ . وهذا ينهي النصف الثاني من النظرية الا ساسية في ابر الخطي . يعطي النصف 
الأول عدد آبعاد كل من الفضاءات الجزئية الأربعة» متضمناً الحقيقة التي تقول إن رتبة 
الاسطر -رتبة الاعمدة. لقد آصبحنا الان نعلم أن هذه الفضاءات لیس کل اثنين منها 
متعامدین» فقط ‏ بل إنهما متتامان متعامدان . 


۳ د النظرية الا ساسية في الجبر الخطي» امحزء ۲ 
الفضاء الصفري هو التمم التعامد لفضاء الأسطر في "۸. 
الفضاء الصفري الایسر هو التمم التعامد لفضاء الأعمدة في "8 . 


نعید » هاتان القضيتان قابلتان للعکس . يحوي فضاء الأسطر کل متجه متعامد 
مع الفضاء الصفري . ويحوي فضاء الاعمدة کل متجه متعامد مع الفضاء الصفري 
الجر إن ذلك حكم صحيح محتوى فى وسط الكتاب» لكنه یقرر؛ تماماًء أي نظام 
معادلات قابل للحل ! بالنظر مباشرة» نلاحظ أن م = ×4 يتطلب أن يقع 6 في فضاء 
الأعمدة. وإذا نظرنا بصورة غير مباشرة» نجد أن ذلك يتطلب أن يكون ۸ متعامداً مع 
الفضاء الصفري الایسر . 


۳ ه تکون العادلة طا = »4 قابلة للحل إذا وإذاء فقط » كان 20 «آمتی 
كان 0= «"۸. 


العرض الباشر هو ایجب أن یکون ۶ تر كيباً للأعمدة) . العرض غير الباشر «ط 
متعامد مع كل متجه متعامد مع الأعمدة» . لايمكن اعتبار ذلك تحسيناً (لیوضع في 
وسط السطر). لکن. إذا وجد کثیر من الأعمدة ومتجه أو متجهان فقط متعامدان 


التعامد ۱۰۷ 


معهاء فمن السهل جداً التحقق من الشرط أو الشر طین 0 - رم . هناك مثال سهل فى 
لبند (۵-۲) هو قانون كريتشوف في التوتر. يعد اختبارالصفر حول عروة أسهل بكثير 


من التعرف على تراكيب الأعمدة . 
مثال : مجموع الأطراف اليمنى في المعادلات التالية يساوي الصفر : 
2۱ ۰۲2 2۱ . | 0۱ ۵ 1-. !1 
X5 - 73 = b+‏ او ۱ a1 | A2 |= b+»‏ ۲ 0 
> ل - 3 بر ۱ 03 3 1 0 1- 




















تکون هذه العادلات قابلة للحل إذا وفقط إذا كان مجموع الأطراف الیمنی 
يساوي الصفر . كما أن التحقق من کون 0 -په+ر+,ظ- الأمر الذي یجعل « متعامدا 
مع (1,1.1) = « الواقع في الفضاء الصفري الأيسر آسهل من التحقق من کون م تركيباً 
خطياً في الاعمدة . وفق النظرية الاساسية إنها الشيء ذاته . 


الصفوفة والفضاء احزئي 

نرید أن نؤكد أنه يکن ل۷ و ۷ أن يکونا متعامدین دون أن یکونا متتامین» 
عندما يكونا صغيري السعة الى اس اه ماس سويد 
المولد بالتجه (۰)0,0,1 ولکن فی. فضاء دې نلانه اسار 2 ۷ . كما أن المتمم 
العمودی ل ۷ ذو بعدین . سر وش ای ۷ بار زیت منه . اذا كانت الابعاد 
مثا 3 فإن لقضاه الجزئى العمودي هو بالضرورة» متمم عمودي. كان هذا سال 
فضاء الأسطر مع الفضاء الصفري ویکن البرهان بصورة عامة : 

ادا كان ۷-۷ فان ۰ ۰ 2۱۷ ۷ 
E‏ “0 نهدا يدع - 3 اش ای ۰ گم معا 
بقول اخر ۷= ۷ ! . د ۷ و ۷ متلائمه » نتم 1 ء إلى جزئين م مدین 
شکل (۳-۳). 

عندما يقسم الفضاء إلى جزأين متعامدین » فان ذلك يعني أن ذلك يجري على 
كل متجه : ۷+ اح . المتجه « هو المسقط على الفضاء الحزئى ۷. المركبة العمودية 


۳.۸ الجبر الخطى و تطبیقاته 
«هی مسقط × على 17 . البند التالی يبين كيف نجد هذين المسقطين ؛ نرید هنا 
استخدامهما . إن ذلك يؤدي إلى شکل» من المحتمل» أن يكون أكثر أشكال الكتاب 
أهمية (شکل 4-۳). 

یلخص الشکل (4-۳) النظرية الا ساسية في ابر الخطي . انه یوضح التأثیر 
الصحیح لصفوفة - ماذا یحدث تحت الظهر السطحي للضرب :4. أحد جزأي 





شکل( ۳-۳). التممان العمودیان فى ۸ . 

النظرية يعين عدد آبعاد الفضاءات ام زثية . النقطة الأساسية هي أن لفضاء 
الا سطر ولفضاء الاعمدة السعة ذاتها م (الرتبة). نعرف الان » أيضاً » توجیه کل من 
الفضاءات الاربعة : فضاءان جزئیان متتامان ومتعامدان في " # والاخران في " - 
الفضاء الصفري ینقل إلى صفر التجهات . و لایوجد شيء ینقل إلى الفضاء الصفري 
الایسر . التأثیر الحقيقى هو بين فضاء الاسطر وفضاء الأعمدة. ویکنك آن تری ذلك 
بالنظر في متجه نموذجي :. إن له «مركبة من فضاء الاسطر »۰ و «مركبة من الفضاء 
الصفری۲ ۰ ,×+ ,×= ×. عندما نضربه ب 4 خد ,۸+ رتفد عق . 

مركبة الفضاء الصفری نفضي إلى الصفر 0 ,۸ 


التعامد اك 


مركبة فضاء الأسطر تفضى إلى فضاء الأعمدة +4- ,دف . 


طبعاً » کل شىء ينتهى إلى فضاء الأعمدة ‏ لايمكن للمصفوفةأن تعمل أي شىء غير 
ذلك ویبین الشكل ماذایحدث"؟ . 
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شكل (4-۳) تأثير المصفوفة ۸ . 

۳و التطبيق من فضاء الأسطر إلى فضاء الأعمدة هو فعلا » قابل للعكس . كل 
متجه ط من فضاء الأعمدة یأتی من متجه واحد وواحد فقط ,× من فضاء الاسطر . 

البرهان إذا کان من فضاء الأعمدة» فانه التركيب :4 للأعمدة . فعلا إنه ,۸ 
حيث ,× واقع في فضاء الأسطرء لأن مركبة الفضاء الصفري تعطي 0 = ,۸ . إذا 
اعطی متجه آخر ,× » من فضاء الاسطر ‏ ۸,2 فسیکون 6-9-0 = '×,») ۸. 
یضع ذلك ,'×-,× في الفضاء الصفری وفضاء الأسطر معاًء الأمر الذي یجعله متعامدا 
مع نفسه . لذا » فإنه الصفر وبالتالي ,<,د. بالضبط . انتقل متجه واحد من الفضاء 
لصفري إلى 5. 


(۱) ماكنت أعرف حقاً كيف يمكن رسم فضائين جزئيين متعامدين عدد ابعادهما : و ۱۰۲ ۰ إذا 


عرفت هذه الأبعاد والتعامد» فلا نتابع الشكل (۳ - 4 ) كي لايختلط عليك الأمر . 


1" الجبر ا لخطي وتطبيقاته 


كل مصفوفة تحول فضاء أسطرها إلى فضاء أعمدتها . 
على هذين الفضاءين اللذين عدد آبعادهما تكون المصفوفة 4 قابلة 
للعكس . وعلى فضائها الصفري تقوم المصفوفة 4 بدور المصفوفة الصفرية . يكن 
رؤية ذلك بسهولة عندما تكون 4 قطرية ! فالمصفوفة الحزئية ئية التى يتكون 
قطرها من العناصرغير الصفرية (عددها) قابلة للعكس . نعلم الآن أن 
هذه الفكرة صحيحة دوماً. إضافة إلى ذلك. فإن 47 تعمل فى الاتجاه المعاكس » من ۸ 
" رجوعاًالی "۸ ومن (۸) #. رجوعاً إلى (2)47. . ط طبعاً » لر لیس کیا ۸7 
یحرك الفضاءات بشکل مضبوط ولکن لیس ذلك بصورة ق دية باللسبة للمتجهات 
هذا الفخر يخص 4 ذا كانت موجودة-وهی تکون موجودة فقط إذا كان «- «- «. 
والا فانني أطلب إليها أن تعید فضاء صفرياً كاملاً خالياً من التجه الصفري . الأمر 
الذي لا توجد مصفوفة قادرة على عمله. 
عندما يتعثر وجود "4 يمكنك أن تجد بديلاً طببعياً. إنه یدعی العکوس الکاذب 
الذی يمثل بالرمز *۸ . إنه یعکس 4 عندما یکون ذلك مکناً : ×= :۸۳۸ حيث دمن فضاء 
الاسطر . لایوجد شىء يكن عمله على الفضاء الصفري الایسر : 0= ر 4. لذاء 
فان " ۸ تعکس 4 عندما تکون قابلة للعکس ‏ وکس الق بدا رف 
ا ساب بواحد من آهم تحالیل الصفوفات -تحلیل القيمة الشاذة ‏ نحتاج من أجل ذلك 
أن نتعرف على القیم الذاتية . 


مارین 


۲ آوجد طول کل من (1,4,0,2) = »و (2,1,3-.2) = « وجداء‌هما الداخلي. 
۲-۱-۳ آوجدمثالا من ۸ لتجهات مستقلة خطياً وغیر متعامدة فیمابینها. أعط 
آیضاً مثالا لتجهات متعامدة فیما بینها ولکنها غير مستقلة . 

۳-۱-۳۲ انسجاماً مع الهندسة التحليلية» یکون مستقیمان من الستوی متعامدین 


وب وب ؟ 


| ۱-۳ 


التعامید ۳۱ 


إذا كان جداء میلیهما یساوی -۱. طبق ذلك على التجهین 
( و ) = × , (ونل,رنلا ح ) علما أن میلیهما هما ×× , رو« لنحصل من 
جدید على شر ط التعامد 20 « 2 . 

كيف تعرف أن السطر : من مصفوفة قابلة للعکس 8 متعامد مع العمود ز 
من 8 |ذا كان زد ز ؟ 


عبن التجهین التعامدین بين التجهات : 


1 
0 7 أت ون , 
[- 


في 83 » أوجد جميع المتجهات العمودية على (1,1,1) و (1,0-,1). 
استنتح من هذه المتجهات نظام متجهات وحدة متعامدة فيما 
ينا (مجموعة متعامدة ‏ نظامية) فى 7 ۸. 

أوجد متجهاً × متعامداً مع فضاء الأسطر ومتجهاً « متعامداً مع فضاء 
الأعمدة للمصفوفة 
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- ۷ ۹ ك ۷1 
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اذا كان ۱۷ و ۷ فضائين جز ئيين متعامدين » برهن أن المتجه الوحيد المشترك 
بينهما هو التجه الصفرى :۶۱0۱ ۷۷ ۷۸ . 

أوجد ال متمم التعامد للمستوي المولد بالمتجهين (1,2,3) و (1,1.2) ۰ وذلك 
بأن تعتبر هذين المتجهين سطري مصفوفة 4 وتحل النظام 0= ×4 . تذكر 
أن المتمم مستقيم كامل . 

كون نظام معادلات متجانسة بثلاثة مجاهيل بحيث يكون حلها تراكيب 
خطية للمتجهين الواردين في التمرين السابق . إن هذا التمرين عکس 


TY 


۱۱-1-۲ 


١ 7-1-7 


| ۳-۴ 


۱-۱-۳ 
اش شاه ١‏ 


۱۱-۱۳ 
۱۷۱-۳ 


۱۸-۱-۳۲ 


اخبر الخطي وتطبیقاته 

السابق ولکن هذین التمرینین هما في الحقيقة شیء واحد. 
کثیرا ماتعرض النظرية الأساسية في ابر الخطي بصورة بديلة تنسب 
إلى Fredholm‏ : لكل 4 و 5 » واحد وواحد فقط من النظامین التالین 
یقبل حلا : 

.#0 0۱ د  (2)AÎy‏ (ع ۱(۸۲) 
بقول آخرء سواء آکان ۵ من فضاء الأعمدة (7)4. أو وجد متجه :رمن 
(47 14 بحيث يكون ۰۳۶۶0 برهن أن وجود حل لكل من (۱) و (۲) 
في أن واحد يوقع في التناقض . 
اوح اساسا لا الصفري للمصفوفة : 


1 Û 
1 





ت حل 


ثم تحقق من أنه متعامد مع فضاء الأسطر . فرق المتجه (3.3.3) =× إلى 
مركبة ,× في فضاء الأسطر ومركبة ,× فى الفضاء الصفري . 

وضح عمل ۸ برسم مشابه لذلك الظاهر في الشكل (5-7) وذلك 
بارجاع (4) .إلى فضاء الأسطر والفضاء الصفري الیساری إلى الصفر . 
برهن أن « × و «+ × متعامدان إذا وإذا فقط كان || « || > || > ||. 
أوجد مصفوفة يحوي فضاء أسطرها المتجه (1,2,1) ويحوي فضاؤها 
الصفري المتجه (2,1-,۰)۱ أو برهن أنه لاتوجد مثل هذه المصفوفة . 
أوجد جميع المتجهات المتعامدة مع (1,4,4,1) و (2,9,8,2) . 

إذا كان ۷ المتمم العمودي 1 ۷ فى "8 » هل توجد مصفوفة فضاء أسطرها 
۲وفضاژها الصفري ۷ ؟ انطلق من أساس ل۷ وبين كيف يكن انشاء 
مثل هذه المصفوفة . 

إذا كان |10 = 5 الفضاء الصفري من * ۸ الذي يحوي نقطة الأصل › 





CY التعامد‎ 


فقط . ماهو +5 ؟ إذا كان 5 مولداً بالتجه (0,0,0,1) فما هو +5 ؟ 
۱۹-۱-۳ صح أو خحطا ٍ 
() إذا كان ۷ متعامداً مع 1۷ ۰ فان 5۳ متعامد مع 7 . 
(ب) اذا کان ۷ متعامداً مع ۱۷ و ۱۷ متعامداً مع 2 + فان ۷ متعامد مع 2 
۲۰-۱-۳ نفرض أن 5 فضاء جزئی من ”8 . فسر ماذا يعني 5- "("5) ولاذا هو 
۲۱-۱-۳۲ نفرض أن م مستوي (لیس فضاء جزئياً) فى الفضاء ذي الابعاد الثلائت 
يحمق 6 < 2- ۵2۲+ 1 . آو جد معادلة مستو ۶ یوازی م وير من نقطة 
الاصل. آوجد. ایضاً ؛ متجهاً متعامدا مع هذين الستویین . ماهي 
الصفوفة التى فضاؤ ها الصفري هو الستوي م وماهي الصفوفة التي 
فضاء أسطرها "و ؟ 
۲۲-١-۳‏ نفرض أن ؟ الفضاء الجزئى من * 8 الذي يحوي کل متجه یحقق 
0 رب ربیب( . آ و جد اساسا نلفشاء ۳ الذى يحوي کل متجه متعامد 


مع .. 


۲-۳ الجداء الداخلي والاسقاط على مستقیم 

لقد رأينا سابقاً أن الجداء الداخلي للمتجهین «, × هو العدد ر" ×. حتى الان لم 
نهتم إلا بکون الجداء الداخلي مساوياً الصفر آم لا -بقول آخرء ما إذا كان التجهان 
متعامدین أم لا. نرید الآن أن ننظر في إمكان أن لا یکون الجداء الداخلی صفراً أو 
لاتكون الزوايا قائمة ‏ ونستنتج العلاقة بين الجداء الداخلی والزاوية. والعلاقة بين 
الجداء الداخلي والمنقول ' في الفصل الأول» أجرى الانتقال بالبادلة بين أسطر وأعمدة 
مصفوفة . سنعمل الآن بصورة أفضل من هناك . 

إذا حاولنا تلخيص بقية ذلك الفصل فلا يمكننا أن ننكر أن قضية التعامد كانت » 
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إلى حد کبیر» الاکثر آهمية . لنفرض نقطة ط في الفضاء ذي ال « بعداًء نريد ايجاد 
بعدها عن مستقيم مفروض ٠‏ لنقل مثلاً» إنه المستقيم الذي له اتجاه التجه ۾ . نبحث 
على هذا المستقيم» عن النقطة م الأكثر قرباً من 5. يكمن الحل في الهندسة . سيكون 
ا مستقيم الواصل بين ١و‏ م (المستقيم النقط في الشكل 0-7) عموداعلی ا منجه الاصلي 
. ستسمح لنا هذه ا حقيقة بإيجاد النقطة م الأكثر قرباً من ط وحساب بعدها عن هذه 
النقطة . رغم أن المتجهين » و ط غير متعامدين » فان حل هذه المسألة يقود إلى التعامد 
بصورة ألية . 

سيكون الوضع ذاته فيما إذا أعطيناء بدلا من المستقيم ذي الاتجاه » » مستوياً- 
أو بصورة آکثر عمومية فضاء جزئياً 5 من 8 . ستکون السألة من جديك: هي ايجاد 
النقطة م من هذا الفضاء احزئی الاکثر قرباً من ۵. وستکون (بالتعریف) النقطة م 
أيضاً» هي مسقط «اعلى الفضاء ا جزئى . عندما ننشیء عموداً من # على 5 ستکون م 
نقطة تلاقي العمود مع الفضاء الجزئي . بتعبیر هندسی. إن ذلك هو حل بسيط لمسألة 
عادية جدا تتعلق بالبعد بين نقطة 6 وفضاء جزئی 5 . لکن ۰ هناك سؤلان یحتاجان 
إلى اجابة : 
() هل لهذه المسألة تطبیقات عملية حالياً ؟ 
(۲) إذا كان الفضاء الجزئي معرفاً بأساس محدد. فهل هناك قانون يعين السقط م؟ 

الاجابة» حتما نعم . مسألتنا التي وصفت حتی الآن بعبارات هندسية » هي 
بالضبط » مسألة ایجاد حل لنظام مفرط التعيين بطريقة ا مربعات الأصغرية . يمثل التجه 
0 المعطيات الناتجة عن سلسلة من التجارب أو البيانات وهی تحوي العديد من الأخطاء . 
بقول آخر عندما نحاول كتابة م كتركيب في متجهات أساس الفضاء الجزئي » قد لانجد 
ذلك ممكناً. المعاذلات التي نواجهها غير متسقة وليس لها حل . لذلك» فان طريقة 
الربعات الأصغرية تنتقي م كأفضل وضع ممكن . لايمكن أن يكون هناك شك بأهمية 
هذا التطبيق . 


التعامد ۵ ۱ ۲ 








شکل (۳ -۵). الاسقاط فى فضاء ذي ۸ . 


المسألة الثانية» ایجاد قانون لتعیین ۰ هي مسألة سهلة الحل |ذا كان الفضاء 
امحزئی مستقيماً. في هذا البند والذي يليه» سنسقط متجهاً واحداً على آخر بطرائق 
متعددة » وسنربط هذا الاسقاط بالجداء الداخلی والزاوية . لحسن الحظء یبقی قانون 
م بسیطاً بصو رة واضحت معا دحا اوق ماد ساد انب ۰ شرط آن 
یکون لدینا آساس لهذا الفضاء. وهذه» إلى حد يعد أكثر االات أهمیة؛ إنها تقابل 
مسألة مربعات آصغرية ذات وسطاء متعددة » سنحلها فى البند (۳-۳). عندئذ ‏ 
یبقی علینا آن عل هذه القوانین آکثر بساطة وذلك بالعودة إلى التجهات التعامدة . 
الجداء الداخلي ومتراجحة شوارتز 

نعود ال ن إلى دراسة الجداء الداخلی والزوایا . سنری قريباً أنه ليست الزاوية 
بل جيب تمامها هو الذي يرتبط مع احداء الداخلی مباشرة. سنعمد إلى المثلثات في 
الحالة ذات البعدين لايجاد هذه العلاقة . نفرض أن » قياس زاوية المتجه » مع محور 
د(شكل 25-7., لنذكر أن || »|| هو طول التجه ۾ الذي يشغل الوتر فى المثلث 0 06 » 
يعرف جيب وجيب تام 0 كما يلى : 








ل (1-۳) . جيب تام الزاوية »- 8/-0. 


٩111 O = COS 0 


d2 _ 1‏ 
اه lal‏ 
الامر ذاته صحیح من أجل ٠‏ والزاوية القابلة ۵ : الجيب هو || || /رط وجيب 
التمام هو || ۵۱/۱6 و OSL‏ هی 0 - 28 فان تمام جیبها ينتج عن مطابقه مثلثية 
لامكو لای فرد أن پنساها : 
cos 6 = cos Û 155 2-6‏ )1( 
|۱۶ اما 

البسط فى هذا القانون هو اخداء الداخلى لع فى م وهدا مایعطی العلاقه التى 

. و 0 هو‎ ١ جيب تام أي متجهين‎ ST 
(۲7 ab 


cos (= 


lll‏ اما 
لنلاحظ أن هذا القانون صحيح من ناحية تعادل الأبعاد ؛ إذا ضاعفنا طول م 
فان كلا من البسط والمقام يتضاعف بالشكل ذاته» وجيب التمام لايتغير . إذا غيرنا 
إشارة ط فان إشارة 8 205 في الطرف الثاني تتغير » أيضاً وتختلف الزاويةبمقدار ٩۱۸۰‏ . 


ملاحظة : هناك قانون مثلثي آخر قانون جيب التمام» يؤدي» مباشرة إلى 
النتيجة ذاتها وهو ليس مثل القانون الظاهر في العادلة (۰)۱ غير قابل للنسیان لکنه 
یربط بين آطوال أضلاع أي مثلث 
هم 2lol lal‏ - "اما + II‏ حا- ۳ عم (۳) 
عندما تصبح ۵ زاوية فائمف فاننا نعود إلى نظریه فیثاغورس . لکن بخضص 
النظر عن ۰9 يمكن نشر ۱۵-۵۱7 إلى (05-4(7)5-4) وتأخذ عندها العادلة (۳) الصورة : 
cos ۰‏ ها || |2 - b"b - 2a" b + aa = bb + a" a‏ 
بحذف "و 4" » من طرفي هذه المعادلة» نصل إلى قانون جيب التمام كما في 
العادله (۲) . فعلاً یبرهن ذلك قانون جيب التمام فى فضاء ذي «بعداً وقد ناضلنا 
كما في العادلة للمثلث الستوي 40 0 فقط . 
نرید الان أن نجد م مسقط « علی ۾ . متجه هذه النقطة مضاعف للمتجه الفروض 
أي  »‏ - م-_شأنها بذلك شأن کل نقطة من الستقیم-وبذلك توول المسألة إلى حساب 
العامل × . کل مانحتاجه من أجل هذا الحساب هوتطبیق الحقيقة الهندسية التي تقول 
: الستقیم الواصل من النقطة ۲ إلى آقرب نقطة إليها من حامل » × = م ۰ متعامد مع 
التجه ۵ : 
من أن وة ای الي ۶ 
يعطى ذلك قانون × و م : 
٣ح‏ مسقط ‏ على مستقيم مار من يحمل ۾ هو : 


وا شور (۵( 
اس ووم حم 
i Gd‏ 


هذا مايجيز لنا إعادة رسم الشكل (۵-۳) حاوياً القانون الصحيح للنقطة م. 
لهذا القانون نتيجة مهمة قد تكون أهم متراجحة في الرياضيات . إنها 
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(وهي تکافیء أيضاً انظر التمرین ۱-۲-۳ - متراجحة الثلث في التجهات) . تظهر 
النتيجة وكأنها جاءت عرضاًء تقريباًء من القضية التي تقول إن مربع بعد || م - 5| 
لايمكن أن يكون سالباً. إنظر الشكل (۷-۳) : 


E YN EE FF Fr ee e 
وج 9۵-0۳( سرام 2 إضيه| + 2 2۔ وتو : كم‎ 
0 0 aû û a 0 (a a) 











شا أل سظ. عة( الک الأخير لاکن آن یکون سالباء فاننا 
جحد ”( م) < ( »"ه) ( ")ثم بأخذ الجذر التربيعي : 


۳ط یحقق کل تجهين التر اححه التالية وهی تدعی متراجحه شو ارتز Schwarz‏ : 


(3) 





lla lal.‏ > او ها 


ملاحظة: استناداً إلى (۰)1 النسبة بين طرفي متراجحة شوارتز تساوي 
تماماً| 6 00 

با أن جيب التمام يقع في الفترة 1 >6 ه» > ۰-1 فان هذا يعطي برهاناً آخر 
للمعادلة (") : متراجحة شوارتز مائلة ل ۱ >| 6 605 الذی هو فى بعض اخالات 
آکثر سهولة فى الفهم لأن جيب التمام مفهوم مألوف جداً. كل من البرهانین صحیح 
في "8 ولکن ۰ يجب أن نذکر أن برهاننا هذا یکافیء القیام باحسابات الميكانيكية 
د || م - ۵| . إنه غير سالب ویجب أن یبقی غير سالب حتی عندما ندخل» فیما بعد. 
بعض الا مکانات الجديدة فیما یتعلق بالأطوال والجداء الداخلی للمتجهات . لذاء 
فان متر اجحة شوارتز قد برهنت دون اللجوء إلى الثلثات"۱. 


(۱) پر تبط اسم كوشي أيضاً بهذه التراجحة وینسبها الروس» آیضا الی- Couchy - Schwarz‏ 
واوسم‌لهنه 3 . یظهر أن مورخی الریاضیات یقرون بأن زعم بونیاکوسکی حقيقي . 


۳۹۹ 
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Xx‏ 
و b = (bı‏ 
4 
١‏ 
م-5 ١‏ 
۱ 
,4 ی ۵) a=‏ ۳ 
۱ 
Eh‏ للم ۱ 
4 سبج = اتر 
dûd 2 E‏ 
رو ۳9 
ا 


م6 _ 08 


ob ۱۱۱۵۱ 





شكل (۷-۳). مقط وعلى ۾ حيث 
ملاحظة أخيرة تتعلق ب || || || »|ء>| "۵ . تتحقق ا مساواة إذا وإذا فقط كان 
ا مضاعفاً ل ». الزاوية هی إما ۵-0 أو ”180 وجيب التمام هو إما 1 أو 1-. في هذه 


الق تتطابق ۸ مع مسقطها م ويصبح البعد بين النقطة والمستقيم صفراً . 
كال اسقط (1,2,3) = ط على المستقيم الحامل ل (1,1,1) -4 : 


۲ قط هو (2,2,2) = 24 - م. تام الحيب هو : 
2 ام و 

4 ام 
5 14 6<3 ۱ دکتب العدد 6() 





متراجحة شوارتز هي | || || »|| > | 7ه 
بالصورة 6 وبذلك يكون 4 > 2 ؛ جيب التمام أصغر من الواحد . المتراجحة 


صحيحة لأن ۶ لايوازى ۵ . 
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المساقط من الرتبة واحد 

مسقط ١‏ على المستقيم الحامل ل » يقع في (5/4'8ه) »= ,. ذلك هو قانوننا 
ه << لكنه مكتوب بالتواء طفيف : وضع المتجه ۾ قبل العدد "/ "= × . هناك 
سبب خلف هذا التغيير التافه ظاهرياً. ينفذ الاسقاط على مستقيم بوساطة «مصفوفة 
اسقاط» 7 . وبكتابة ذلك بهذا الترتيب الجديد» يمكننا أن ندرك ماهي هذه الصفوفة . 
إنها مصفوفة تضرب ( وتنتج و : 





(۷) 


إن ذلك جداء عمود بسطر (مصفوفة مربعة) مقسوماً على العدد »7ه . 
مثال . المصفوفة التي تسقط على المستقيم الحامل ل (1,1,1)- ه هی : 





١ فى‎ 

1 1 1 3 3 3 

+ |-[۱ ۱ ۹ يه م 
3 ام 2 6 21 

3 3 3 


لهذه المصفوفة خاصتان سنرى فيها اسقاطا نمو ذجباً : 
)١(‏ م مصفوفة متناظر ة . 
(۲) مربعها يساويها : م = ۶ . 
إنه مثال مهم لفهم الفضاءات الحزئية الاربعة : 
الرقة اد ۶ 
یتکون فضاء الاعمدة من الستقیم الحامل ل (1,1,1) < ۵ . 
یتکون الفضاء الصفري من الستوی العمودی على 4. 
كل عمود مضاعف ل4. لذاء یقع 76 على الستقیم الحامل ذه . للمتجهات التي 
مسقطها 0 - م أهمية خاصة . إنها التجهات التي تحقق 0= 455 إنها متعامدة مع » 
ومركباتها على هذا المستقيم تساوي الصفر . إنها تقع في المستوي العمودي الذي هو 
الفضاء الصفرى للمصفوفة ۴ . 


۲۳۳۹ 5 

فعلاً إن هذا المثال بالغ حد الكمال» فيه الفضاء الصفري متعامد مع فضاء 

الأعمدة» الأمر الذي يبدو غريباً. من الفروض أن يكون الفضاء الصفري متعامداً مع 

فضاء الأسطر . لکن» بسبب کون متناظرة» فان فضاء أسطرها وفضاء أعمدتها 
متطابقان . 

ملاحظة تتعلق بتدریج القیاس . تبقی مصفوفة الاسقاط ۵ ۵۸1/0 نفسها إذا ضاعفنا » : 


لبم 


2 ¥ 2 








تب يخ ت 


4 


| ندا ]| تنا ح | فنا 
مه | توا مه | ثرا مس | تنا 
ب | تیا ص | فيا بت | ثور 








2 
تعطى‎ a = | 
2 


الستقیم الحامل له بقي نفسه وهذا يعني أن اهتمام مصفوفات الاسقاط منصب 
حوله . إذا كان طول ۾ يساوي وحدة الا طوال فإن القام 64-1 وتصبح الصفوفة التي 


رتبتها تساوی الواحد هی "هه - م 
مثال ۲ اسقاط على «اجاه ٠68‏ فى مستوي «- . الستقيم يحمل التجه 


۰. والمصفوفة هی‎ a = (cos Û, sin © ( 














هناء رمز ل 6 و و و رمز 01 اء و 1=“و+“ء وهو الواقع في القام . لقد اکتشفت 
الصفوفة م هذه من قريب فى البند (1-۲) فى التحویلات الخطية . يمكننا الآن أن 
نتقدم إلى أبعد من إسقاط المستوي «- × على مستقيم . ونحسب ‏ في أي عدد من 
الأبعاد. نؤكد أن ذلك سينتج المسقط م : 
لاسقاط اعلی ۾ > تضرب ب۴ ۰ 8< . 
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منقول مصفو فة 

نعود الآن إلى النقول . حتی الآن 47 معرف» فقط . بانعکاس 4 على قطرها 
الرئيسي (في حالة مصفوفة مربعة)؛ آسطر ۸ تصبح آعمدة 47 والعکس بالعکس . 
بقول آخرالعنصر الواقع في السطر : والعمود زفي 47 هو العنصر (:ز) من ۸ : 

A ور(‎ = A بر(‎ 

هناك تفسير آخرء آکثر عمقاً للمنقول وهو الذي ينتج عن علاقته القريبة بالجداء 
الداخلي . في الحقيقة » يكن استخدام هذه العلاقة لاعطاء تعريف جديد وأكثر «تجريدا» 
للمنقول : 


۳ ي يكن تعريف النقول 4 بالخاصة التالية : الجداء الداخلى ×4 فى «یساوی 
الجداء الداخلى فی ار بصورة شكلية يعنى ذلك : 


(A) (Ax) Î y =x 'A' y =x" (Ay). 


لهذا التعريف هدفان : 

(١)يريناء‏ عندما نغیر طريقة القياس في الجداء الداخلی » كيف يؤثر هذا التغيير 
على المنقول. يصبح ذلك مهم في حالة الأعداد المركبة . سنری الجداء الداخلى الجديد 
فى البند (۵ , ۵) . 

(۲) یعطینا طريقة آخری لتحقیق القانون الأساسي لنقول جداء : 

(AB) 2 ۲ ۰‏ )۹( 
يتأكد ذلك باستخدام العادلة (۸) مرتین الرة الأولى من أجل 4والثانية من أجل 8 : 
لاماي (ABx Jy = Bx) (Ay) =x‏ 
يظهر النقول بترتيب معاکس في الطرف الأيمن كما يجري في حالة العكس بقانون 

مشابه ‏ 4" ۲-8( ۸8). نذكر من جديدأن هذين القانونين يجتمعان لاعطاء التر کیب 
الهم 3 Ay‏ إن . 


=a lll. 
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تمارين 


()× و ر عددان موجبان» اختر التجه ۵ مساويا( ولا /) والتجه 
( ۰۹/۲ «/ة -ه . طبق متراجحهة شوارتز لتقارن الوسط الحسابي 
بچ (ر +) مع الوسط الهندسي «۷. 
(ب) افرض أن لدینا متجهاً ینطلق من نقطة الأصل إلى النقطة × وأننا 
أضفنا إلى ذلك متجهاً طوله || «|| یربط ×ب «+ × . یبدا الضلع الثالث 
للمثلث من نقطة الأصل وینتهی عند «+ *؛ تقرر متراجحة الثلث أنه 
لایکن لهذا البعد أن يكون أكبر من مجموع البعدین الآخرين : 

.ااا + ااعاا > ار + ءا 
بعد تربيع الطرفين أرجع هذه التراجحة إلى متراجحه شوارتز . 
تأكد من أن السقط يحقق |8 05ت | || | = || «إاء باستخدام الصيغة 
(۵) . 
ماهو مضاعف (1,1,۱) = » الأكثر قربا من النقطة (2,4,4) -5؟ آوجد 
أيضاً» النقطة الواقعة على الستقیم الحامل لط والأكثر قربا من 4. 
فسرلماذا تصبح متراجحة شوارتز مساواة في ا حالة التي تقع فيها النقطتان 
ا و » معا على مستقيم مار من نقطة الأصل . وفي هذه الحالة» فقط . 
ماذا يحصل إذا وقعتا في موضعين متعاكسين بالنسبة لنقطة الأصل ؟ 
في الفضاء ذي « بعدا ماهى الزاوية التي يصنعها المتجه (1, ...,1:1) مع 
محاور الا حدائیات ؟ ماهي مصفوفة الاسقاط على هذا التجه ؟ 
لتراجحة شوارتز برهان بسطر واحد» عندما یکون التجهان ط, ۾ متجهي 
و حدة ومتعامدین : 
+l,‏ 


ا ع > ارم ام < > | رو - انتم 


۳ 
2 


نرا 


YE 


۴ة 


1-۲-۳ 


۱ ۲-۲-۲ 


۱۳-۲-۲۲ 


۱-۲-۳ 


۱۴ 
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أي تمرین سابق یبرر الخطوة التوسطة ؟ 
باختیار المتجه طا مناسب فى متراجحة شوارتز » برهن أن : 

6 رن جرج‎ SO See. 
متی تكون الساواة محققة ؟‎ 
درة الیتان ,011 مرتبة كما لو كان عنصر الفحم واقعاً في مر کز رباعي‎ 
وجوه منتظم وتقع العناصر الاربعة من الهیدروجین في رؤوسه . إذا‎ 
وفعت الرژوس فى النقاط (0,0,0(,)1,1,0(,)1,0.1(,)0,1,1)- لاحظ أن‎ 
الطو ل المشترك للاضلاع يساوي 2 لأن رباعي الوجوه منتظم فماهي‎ 
۴ جیوب تمام زوایا الاشعة الذاهبة من المركز (۱/2.1/2,1/2) إلى الرژوس‎ 
.)0۱۰۹, ۵ (زاوية شعاعین تساو تقريباً‎ 
ربّع الصفوفة همه م< ۶ التي تسقط على مستقیم وبرهن أن م <2م‎ 
)۱ (لاحظ أن العدد 4 6 یقم في وسط الصفوفة “م4 مج‎ 
هل مصفوفة الاسقاط قابلة للعكس؟لماذا نعم ولاذا لا؟‎ 
! | (أ) أوجد مصفوفة الاسقاط ,على المستقيم الحامل للمتجه‎ 
وکذلك الصفوفة رع التي تسقط على الستقیم العمودي على ه.‎ 
. و ر٥٥ وفسر النتائج‎ ٥+ (ب) احسب رط‎ 
أوجد الصفوفة التي تسقط كل نقطة من الستوي على الستقیم»‎ 


, + 2y =0 


U =| 





برهن اک ار ۰ »2 الذي هو مجموع عناصر قطرها-یساوی 
دوماً الواحد. 

ماهي الصفوفة ۶ التي تسقط كل نقطة من 8 على مستقيم تقاطع 
المستويين 0- + بر+ ير و0- +ع ؟ 


برهن أن طول م4 يساوى طول ۰۸ إذا كان ۸۸-۸7۸ . 


التعامد ۳۳۵ 


۱-۲-۳ نفرض « مصفوفة الاسقاط على الستقيم الحامل ذه. 
() لاذا ا لجداء الداخلي ل × في رم يساوي احداء الداخلي لم في « ؟ 
(ب) هل الزاویتان متساویتان ؟ آوجد جيب تام کل منهما إذا كان = « 
(1-,1:1) < 6 ,(2,0,1) < ۶ ,(2,:1:2) . 
(ج) لاذا الجداء الداخلی 71 مع «2 مطابق لاسبق ؟ ماهي زاوية هذين 
التجهین؟ 


۳-۳ الاسقاط على فضاء جزئي وتقریبات الربعات الأصغرية 

حتی الآن » کل نظام = ×4 |ما أن یکون له حل أو لایکون ذلك . إذا لم يكن ط 
في فضاء الأعمدة (۸) ۶#. » فان النظام غير متسق وتکون طريقة احذف تفن : 
فاشلة . إن هذا الأمر مؤكد تقريباً عندما یکون النظام معادلات متعددة وبمجهول واحد . 
مثال ذلك العادلات الا نية : 


2X > 7 
3X = 6 
Ax < 6 


قابلة للحل إذا كانت الأطراف الیمنی متناسبة مع 4 :3 2. یکون الحل حتماً 
وحيداً اذا وجد» ویکون موجوداًء فقط ‏ إذا كان م واقعاً على مستقیم التجه : 


= إن 


2 
3 
4 








رغم عدم إمكان حل العادلات غير المتسقة» فانه یرتفع شأنها فى التطبیقات 
ويصبح من الممكن حلها . إحدى الإمكانات هى استخراج قيمة × من جزء من النظاء 


واحد. في الواقع. کماهو متوقع. قدلاتوجدأخطاء في بعض 
العادلاات بينما تحوى بقية العادلات أخطاء كبيرة . من الأفضل اختيار + بحیث يجعل 


۳۳۱ الجبر الخطى وتطبيقاته 


معدل اخطأ في ال 7 معادلة في نهایته الصغری . یو جد العدید من الطرائق لتعیین مثل 
هذا العدل ولکن آفضلها هو استخدام مجموع الربعات ' 
( و9 -4) + “ووه دعم + kB)‏ 2ج 
إذا وجد حل صحيح للنظام ط = مه فإن ا خطأ الأصغري 0 -8. في أرجح 
امحالات» قد لایکون متناسباً مع »۰ وتمثل الدالة ع قطعاً مكافئاً تقع نهايته الصغرى 
في النقطه التي يكون فيها : 


0 
= 2[])2x -b, (2+ (3x د-‎ (3 + (4x [4روط-‎ > 0 


با لحل بالنسبة × نجد حل المربعات الأصغرية للنظام (- جه وهو : 


20 + 356 + 4b: 


= 
E ي‎ 


يمكنك التعرف على 6 » في البسط وعلی هه في المقام . 

الحالة العامة مشابهة ذلك تماماً. «نحل» ط= مه بالنهاية الصغرى ل 
aa - ba)".‏ + ...+ (رط - درت = "|| ۵ - تما ثم 
تكون مشتقة “8 مساوية الصفر في النقطة التي یکون فیها 


(a x - مه + ...2 6( رط‎  - و(‎ = C 


لقد جعلنا البعد بين ۸ والستقیم الحامل للمتجه »» في نهایته الصغری ويعطي 
الحساب الجواب نفسه الذي آعطته الهندسة منذ قلیل : 


۳ ك حل الربعات الا صغرية لمسألة = ×ه دات مجهول واحد هو : 





= فى 
3 


يلاحظ أننا عدنا إلى التفسير الهندسی لمسألة المربعات الأصغرية - تصغير البعد 


إلى الخد الادنی . في الحقيقةء عندما نشتق 7 2 ونجعل الشتقة مساوية الصفر نکون 


التعامد 510 


قد استخدمنا الحساب لتعزيز الهندسة الواردة فى البند السابق؛ على المستقيم 
الواصل من ۶ إلى م أن يكون عموداً على المستقيم الحامل ذه : 
وتم 22 نآمب x a)‏ -م)'ه 
a" a‏ 

كملاحظة جانبية » ننظر في الحالة التردية 4-0 . كل مضاعف له يساوي الصفر 
ويصبح المستقيم نقطة . لذاء فان 0= م هي المرشحة الوحيدة لتکون مسقطا ل على 
المتجه ه. لكن القانون الذي يعطي × يصبح غير معين ۰0/0 وهذا يعني أن الضروب 
× يصبح غير معين بصورة كاملة . تعطي أي قيمة ل × الخطأ ذاته | م »|  -‏ ویصبح 
عندئذ 82 مستقيماً أفقياً عوضاً عن القطع المكافىء . سيكون أحد أغراض المعكوس 
الکاذب» في الملحق هو تعيين قيمة محددة ل × ؛ في هذه الحالة» يجب اتخاذ 06 - 
الذی يظهرء على الأقل » وكأنه الاختيار الأكثر تناظراً من بقية الأعداد . 


مسائل الربعات الأصغرية بمتغيرات متعددة 

أصبحنا الآن مهيئين للخطوة الهمت اسقاط ١‏ على فضاء جزئي . يفضل أن 
لايكون مستقيماً . تظهر هذه المسألة بالصورة التالية : نفرض أننا انطلقنا من النظام .م 
م -» ولنفرض» في هذه ال أن 4 مصفوفة من النوع ا :. بدلا عن الحالة السابقة 
التي يسمح فيها بمجهول واحد ومتجه عمود فريد © ۰ فان للمصفوفة هن « عمودا . 
سنتصورء مع ذلك » أن عدد الأرصاد أكبر من ۸ الذي هو عدد المجاهيل» أي علينا أن 
نتوقع كون هذا النظام غير متسق . من المحتمل أن يكون من غير المکن اختيار قيمة ل 
«موافقة» بصورة صحيحة» للمعطيات 5؛ أو بقول آخرء من الحتمل أن لايكون 
المنتجه ط تركيباً لأعمدة ۸+ من الممكن أن يكون خارج فضاء الاعمدة. 





أيضاًء هذا العمل بطريقة المربعات الأصغرية. الخطأهنا || - 2-۸ وهوء 
بالضبط » » البعد بين 5 والنقطة ×4 الواقعة في فضاء أعمدة ۸ (لنذکر آن ۸۶ کب 


TTA 


الجير الخطي وتطبيقاته 


خطي لأعمدة 4 بالمعاملات د.....») . لذلك» فان البحث عن حل المربعات الأصغرية 
الذی يجعل الخطأ ع اصغریا يشبه تعين موضع النقطة × 4= مالتى هی أقرب نقطة من 


فضاء الأعمدة إلى 2 . 


فإننا نفضل عندما يكون عدد الابعاد » أن نعمد إلى الهندسة؛ على النتقطة م أن 
تكون «مسقط ١‏ على فضاء الأعمدة" وعلی متجه ا خطأ × 4- أن يكون متعامدا 


مع هذا الفضاء (شكل ۸-۳). 


و2 
۱ج = | column‏ 
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شکل (۸-۳). الاسقاط على فضاء أعمدة مصفوفة من النوع 2 3. 


۱-تقع التجهات التعامدة مع فضاء الاعمدة فى الفضاء الصفری الایسر . لذاء 
فان على متجه الخطأ أن يقع في الفضاء الصفری ل ۸ : 


۱ كت ۲ ۹ ۱ ت 
A (b-A x) =(‏ أو =A'b‏ ۸۸ 


: ۸ يجب على متجه الخطأ أن یکون متعامداً مع كل عمودمن‎ ١ 








1 
1 3 af (b-A ۶( < 0 
:. || -۸ او 20 | ع‎ ۵ 

al a, )- 4 x) = 0 


تلك من جدید العادلة 0=( × ۸۲-۸ أو ۰۸۸-۸1۸ طریق ثالث هو أخذ 
الشتقات الجزئية ل ( ط-×0()4-×4) =£ . یعطی ذلك 0= ۸۰2۸/0 ۰2۸ إذا اعطينا 
معادلة غير قابلة للحل م - ×۸ » فان الطريق الأكثر امکاناً هو الضرب با مصفوفة 4 . 
تنتج كل هذه الطرائق المتكافئة مصفوفة معاملات مربعة 4 . إنها متناظرة (منقولها 
ليس447! ) وهی المصفوفة الأساسية في هذا الباب . 

تعرف هذه المعادلة» في الاحصاء. باسم "ا معادلة النظامية : 
۳ ل حل المربعات الأصغرية لنظام غير متسق ط - «۸ ذي " معادلة في « مجهولا 
یحقق : 

2 ۸۱۸۲ )۱( 
إذا كانت أعمدة ۸ مستقلة خطياً » فان الصفوفة 44 قابلة للعکس» ویکون 
47م x = ATA)"‏ )۲ 

سیکون ‏ عندئذ » مسقط ط على فضاء الاعمدة : 


(۳( رمدم‎ =A زومت ى‎ ATs. 


سنختار مثالاً یکون فیه حدسنا جیداً مثل القانوتين : 


b= 














4 
5 
6 


من السهل تصور فضاء أعمدة ۸4» لأن كلا من العمودين ينتهي بصفر . إنه 
الستوی «- × فى الفضاء ذى الأبعاد الثلاثة . مسقط (4,5,6) = ط سیکون (4,5,0) = م- 


عن ابر الخطي وتطبیقاته 


تبقى المركبتان × و « كما كانتا سابقاً لکن 6 - 2 سيختفى . یتأکد ذلك بالقو انين : 























۱ 2 12 
ع" :| - 3 ۱ 3 ! | - ۸۸ 
Û 0 0 5 13‏ 3 22 
Û 4 2‏ 1 5۱1 13 ی شبن رح 
۶۱-7 3 ۱ !|70 م"زمتن = » 
F&F 4‏ 1 0 
PASI 3 2‏ 
Û 0‏ 0 
في هذه الحالة الخاصة» أفضل مایکننا عمله هو حل العادلتین الأوليين : 
4 - د2 + x,‏ 


5 < و32 + ير 
0x2 = 6.‏ + ر Ox‏ 


نجد عندها 2 - , × و 1= ر × . الخطأ في المعادلة الثالثة هو 6 . 
ملاحظة ١‏ لنفرض أن م واقع» فعلا في فضاء الأعمدة ل ۸4-إنه تركيب +4- ط في 
الأعمدة. لذا فان مسقط « هو و : 
8ع بورد AAJ AA‏ ارام 

النقطة م الأكثر قربا هي ۸ ذاتها وهو واضح تماما . 
ملاحظة ۲ في ال حالة القصوى الأخرى. نفرض أن «متعامد مع فضاء الأعمدة. إنه 
متعامد مع كل عمود. لذا 48-0 . في هذه احالة يكون المسقط هو صفر المتجهات : 

p =A (ATA) A"b =A (AA) 020 

ملاحظة ۳ عندما تكون ۸ مربعة وقابلة للعكس» فان فضاء الأعمدة سيكون الفضاء 

كله . مسقط کل متجه هو هذا المتجه نفسه ویکون م مساویاًط : 
FATT A Bob.‏ اخرضغة ور 1 aA A A‏ 
هذه هي الحالة الو حيدة التي يمكننا فيها وضع '(44) جانباً هفرده وكتابة ذلك بالصورة 
AT‏ . عندما تكون ۸ مستطيلة فان ذلك غير مکن . 


ملاحظه ٤‏ (الاسقاط على مستقيم) نفرض أن للمصفو فة ۸عمودا واحدا يحمل التجه 
۾ . لذاء فان المصفوفة ۸ هی العدد هه وسیکون > هو هآه 267 . إن ذلك هو 
الحالة التی يمكننا فیها التقسیم على ۰۸۳۸ بدلا من التوقف عند 7( ۸۳۸) » ونحصل من 
جدید على القوانین التي رآیناها من قريب ۱ 


مصفوفة الجداء_المتصالب ۸ ۸٩‏ 

النقطة التقنية الباقية هي تحقیق خواص ۰۸۳۸ إنها بالتأكيد متناظرة ! منقولها 
هو 41477 -(۸۳۸) التي هي ۸ نفسها . العنصر ر : الذي هو الحداء الداخلى للعمود: 
من ۰۸ بالعمود رمن ۸ أيضا .إن ذلك متفق مع العنصر نز الذي هو جداء العمود ز 
بالعمود: من 4 . السؤال الأساسي هو قابلية 44 للعكس ولحسن الحظ 

ل 44 و 4 الفضاء الصفري ذاته . 

من الم كد أنه إذا كان 0 -+4 فان ۸۳۸-0 . المتجهات × من الفضاء الصفري ل4 
تقع » أيضاً » في الفضاء الصفري ل 44. للذهاب في الاتجاه المعاكس » ننطلق بفرض 
0 - :۰۸۳۸ ولنأخذ الجداء الداخلى ب« : 


۱ 1 
4۳۸۲-0۰ + أو ,0- || ےا أو 0= جم 


لذاء فان × واقع في الفضاء الصفري له ؛ الفضاءان الصمر یان متطابقان . بصوره 
خاصة إذا كانت أعمدة 4 مستقلة (وكان 0= × وحده فى فضائها الصفری) فان ذلك 
دانه سیکون صحيحاً من أجل AA‏ . 


لام إذا كانت أعمدة ۸ مستقلة خطياً فان الصفو فة ۸ مربعة ومتناظرة وقابلة للعکس . 


سنری فيما بعد أن 474 معرفة إيجابياً »“أيضاً . (جميع المحاور والقيم الذاتية 


موجبة) . 
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في هذه الحالة التي هي؛ إلى حد بعید» الأكثر عمومية والأكثر أهمية» يكن 
حل المعادلة النظامية من أجل × . كما ظهر فى المثال العددی» للمصفوفة ۸«رتبة 
أعمدة کاملة» . أعمدتها ال مستقلة - ليس الأمر صعباً فى الفضاء ذي ال بعداً إذا 


کان < ۰ لکن ذلك لیس اليك نفترض ذلك فی کل مایلی . 


مصفو فات الاسقاط 
لقد بینت حساباتنا أن النقطة الأكثر قربا من م هی 475 (474) 4- م . يعبر هذا 
فضاء أعمدة. ۸. تدعی مصفوفة هذا الانشاء مصفوفة اسقاط وسیرمز لها رم : 





تسقط هذه الصفوفة أي متجه ۸ على فضاء أعمدة 4 . بقول آخر ۰ ۶= مر هي 
مركبة في فضاء الاعمدة . آما الخطأ ۵-۸ فهوالمركبة على التمم العمودي . (ویظهر 
من الطبيعي أن نقول : إن 1-۲ هى » أيضاً. مصفوفة اسقاط ؛ إنها تسقط كل متجه م 
على التمم العمودي والسقط هو ۵-۳9< «(0-۳) . باختصار» لدینا الان قانون 
مصفوفي لتفریق متجه إلى مركبتين متعامدتین : 50 واقعة في فضاء الأعمدة 4) 7 
( والمركبة الثانية ۸( ۳-) واقعة فى الفضاء الصفري الأيسر (45) 7# الذي هو التمم 
العمودى لفضاء الأعمدة . 

يكن إدراك مصفوفات الإسقاط هذه سواء من الوجهة الهندسية أو من وجهة 
نظر جبرية . إنها جماعة من الصفوفات ذوات صفات خاصة ‏ تماماً» ستستخدم فيما 
بعد ككتل أساسية في بناء المصفوفات المتناظرة . لذاء سنتوقف لبعض الوقت قبل 
متابعة تطبيقات المربعات الأصغرية وذلك لعرض هذه الخواص . 


۳ ن لصفو فة الاسقاط 474(147) 4-م خاصتان آساسیتان : 
(۱) إنها تساوي مربعها م =۶ (متساوية القوی) 
(۲) |نها تساوی منقولها “8 = م (متناظرة) 
وعلی العکس فان أي مصفوفة متناظرة تحقق م ۶ تمثل اسقاطاً. 


الیرهان : من السهل أن نری لماذا م <* لأنه إذا انطلقنا من أي متجه ‏ فان التجه ط۲ 
بقع في الفضاء الجزئي الذي اسقطنا عليه . لذاء عندما نسقط من جدید لا يتغي ر آي 
شيء . يقع التجه ط۶ مسبقاً في الفضاءالجزئي و (۲)۲۸ هو أيضاً ۶۸ . بقول آخرم 
۶ . اسقاطان أو ثلائة أو خمسون اسقاطاً تعطي النقطة ذاتها م مثل الاسقاط الأول : 
ر ورد a"‏ ان وك A A‏ إن 14 يأ زم ا م 
لكي نبرهن أن #متناظرة» نأخذ منقولها. نضرب هذين المنقولين بترتيب 
معاكس » ثم نستخدم المتطابقة '(87) ="( 8) حيث هنا 4/4- 8 : 


AYA =A (AA) A" =A AA) "A" =p.‏ هن "كن عام 


من أجل العكس » علينا أن نستنتج من ۴= ”۲ و م- "۲ أن م مصفوفة إسقاط . 
مثل أى مصفوفة إسقاط أخرى» على المصفوفة ‏ أن تنقل أي متجه 5 إلى فضاء 
أغمدتها . 29 تر کیب للأعمدة . لبرهان كونه مسقطاً على هذا الفضاءء فان ما علینا 
بر هانه هو أن اخزء البافی من ۵ متجه الخطأ ۸- ط-متعامد مع العضاء . لكل متجه 
۰ من هذا الفضاء » الجداء الداخلي لهذا التجه بمتجه الخطأ یساوی الصفر . 

(b - Pb)" Pc =b' 0-۳ 6 (0‏ (( 
لذاء فان ۵-۳۸ متعامد مع الفضاء و 7۸ هو مسقط ۸ على فضاء الأعمدة . 


مثال . نفرض آنقابلة للعكس» فعلاً. إذا كانت من النوع 4×4 فان أعمدتها الأربعة 
مستقلة وفضاء أعمدتها هو * # كاملا . ماهى المصفوفة المسقطة على الفضاء كاملا ؟ 
إنها مصفوفة الو حدة : 


5 ا لجبر الخطي وتطبیقاته 
AJ ۸ =1.‏ اورمد P =A AAJ A"‏ )00( 
مصفوفة الوحدة متناظرة و حقق 12-1 والخطأ ط 1- ۵ صفر . 
النقطه الا اس ۴ الا مخلة الأخری هی أن ماحدث فى المعادلة (۵) غير 
ضروری-نعید : لايمكننا أن نعکس بين موضعي ۸7و ۸ عندما تکون هاتان الصفو فتان 
مستطیلتین ‏ فان المصفوفة الربعة 44 قابلة للعکس . 


المربعات الأصغرية اللائمة للمعلومات 

لنفرض آننا قمنا بسلسلة من التجارب وتوقعنا أن یکون احاصل د دالة خطية 
في المتغير ؛. نبحث عن مستقیم ؛ 82+ 0- 5. مثال ذلك : 

(۱) في نهايات عدد من الفترات الزمنية» قسنا بعد قمر صناعي يأخذ طريقه 
نحو المريخ . في هذه الحالة» يمثل ؛ الزمن و 5 المسافة . إذا لم يترك المحرك شغالاً ولم 
يكن تأثير الجاذبية كبيراً» فان القمر الصناعی يتحرك» تقريباً» بسرعة ثابتة « ويكون. 
عندئد» ۷1+ط=ط . 

(۲) يمكننا أن نغير الأحمال الطبقة على بناء وقياس التوتر الناتح عن ذلك . في 
هذه الحالة ؛ هثل الحمل و ط يمثل قراءة مقياس التوتر . إذا لم يكن الحمل كبيراً بحيث 
تصبح مادة البناء قابلة للالتواء» فمن الطبیعی» حسب نظرية المروئة » أن تتحقق علاقة 
خطية مثل =٤ +0 ١‏ ر . 

(۳) تكلفة إنتاج ؛ كتاباً مشابهاً لواحد منها خطي تقريباً :0+0-( حيث التحرير 
والتنضيد يقعان في © والطبع والتجليد يقعان في 2 (تكلفة أي كتاب إضافي) . 

المسألة هناء هي كيف نحسب ال معاملين 2 و © انطلاقاً من نتائج التجارب ؟ . 
إذا كانت العلاقة» فعلاً » خطية ولا توجد أخطاء في التجارب» فليس هناك أي 
مشكلة ؛ يكن » بقياسين مختلفين ل 5(من أجل قيمتين مختلة 
تعين المستقيم ؛ 2+ =٤‏ ط. وسيقع أي قياس لاحق على هذا المستقيم. لكن ۰ |ذا 
كان هناك أخطاء ولم تقع النقاط الإضافية على المستقيم» فان علينا أن نقوم بإعداد 


۱ 


/ 





تين ل ) أن يتم 


التعامد ۳۳۵6 


عملية توسيط لجميع التجارب وإيجاد الستقیم الفضل . يجب عدم اخلط بين هذا 
المستقيم والمستقيم الذي أسقطنا عليه المتجه ۵ في البند السابق ‏ في الواقع لما كان هناك 
مجهولان 2 و © يجب تعینهما» فان علينا أن نستخدم اسقاطا على فضاء جزئي ذي 
بعدين . تنتج مسألة المربعات الأصغرية» مباشرة» من نتائج التجارب : 


)( ) + Dt, < 6 
) + ۶ د‎ = 6 


يعد و CD‏ 


أخطاء فقد لایکون له حل . نرید أن نو كد أن للمصفوفة ۸ عمودین وللمجهول × 
مرکبتین هما © و7 : 





(¥) 1 1 [ 7 
5 ۲ 11 BIC b2 

: ۱ 77 ۱ او 6 > Ax‏ 
0 و 1 





إن أفضل حل 2 , © هو ذلك الحل الذي يجعل الدالة التالية في نهايتها 

الصغرى : 
EBE‏ سين + ...+ 6-۳ - ون > "| عم - || - E‏ 

بالتعبیر الصفوفي » نختار × بحیث تکون النقطة × ۸-م آقرب مایکن من 5. 
من بين جمیع الستقیمات ۶ +26« نختار الا کثر موافقة للمعطیات (شکل ۹-۳) . 
الأخطاء ال و جودة على الشكل » هی الابعاد الر آسية 5-0-2 عن نقاط الستقیم (لیست 
الأبعاد العمودية علیه) . |نها الأبعاد ال راسية التي تربع وتجمع وتنهی إلى نهایتها 
سرب تقد 


5 بر الخطي وتطبيقاته 


۱ 0 
6 23 وه 
e. ۲‏ 
1 777 ۳ زر 
۱ 5 ا = رم 5 
b= [1 6 O ۱ j7 | columns,‏ 
ی . 10 ۳.05۱ |= êb,‏ 15 
ف 3 ۳ 05 6 
۱11 ان 
07 , ۱ 3 
5 1 1- 


مثال . تفر ضص أننا اعطينا ثلاثة فياسات هي الظاهرة : فى الشكل الأيسر 


[ ۵ حتك [1-حعم )ج 1 ع<م ل 1 ضع ۵ 53م غل 7د 


لاحظ أنه ليس ه من الضروري أن تکون قيم ۲ على مسافات متساوية فيما بینها . 
يختار المجرب قیماً مناسبة (وقد تكون سالبة) دون أى تأثير على الرياضيات . الخطوة 


الأولى هي كتابة العادلات التي تکون صحيحة إذا أمكن إمرار مستقيم من النقاط 


الات : 
| 











لو آمکن حل هذه المعادلات فلن يكون هناك أخطاء . إنها غير ممكنة الحل ؛ النقاط 
لاتقع على مستقيم واحد . لذا نحلها بواسطة المربعات الأصغرية : 


| |2 3 
م عم ه هي | ام : 





۱ , 5 حي‎ SE E 
+ ال هو : << ,< = © وأفضل مستقیم هو ؛‎ 
لاحظ الارتباط الجميل بين الشکلین. السألة هي نفسها ولکن الفن آظهرها‎ 


التعامد ۳۳۷ 


مختلفة . فى الشکل الأيمن» ط لیس تركيباً فى الاعمدة» ولیس (۱,۱.3) تركيباً 1,1,1(۵) 
و (1,1,2-) . فى الجانب الأيسرء النقاط الثلاث ليست على مستقیم واحد . تستعيض 
طريقة الربعات الأصغرية عن ط بم وتستعیض عن النقاط غير الواقعة على مستقیم 
بنقاط واقعة عليه . ولکونا عاجزین من حل النظام ش 4 » فإننا نحل =p‏ ×۸ . 
5< م مج الا تفاعات کد ,= FE)‏ سوم 
3 
تقع هذه النقاط على مستقيم . لذايقع المتجه ( ا 7 )= م في فضاء 
الاعمدة e:‏ 1 وبا سبي عومسم 
متجه . انه || لسقط . الشکل الأيمن واقع في فضاء ذي ثلاثة آبعاد (أو بعدا اذا وحدت 
زر نقطة ) والشكل الأيسر فى فضاء دي بعدین (أو ۸ بعداً ادا و حل او 
۳ 5 4 6 2 1 5 3 مده ی 

بط رح من ي نحل الااخطاء ات ۰ إنها الا خطاء الراسية في الشکل 

الأيسر» وهی مركبات المتجه المنقط فى الشكل الأيمن . متجه الخطأ هذا متعامد مع 


العمو د الا ول 15 لان 0= بط ب 1 » آنه متعامد مع العمود الثاني (1,1,2-) 





a E 3 5 2 0 ٤ 
ال لدا فانه متعامد مع فضاء الا عمدة وهو واقع في الفضاء‎ ag يان‎ 


الصفري اليساري . 
سوال : لو كانت القیاسات الأصلية رش , -,2)- ۰۵ فماذا سیکون آفضل 
مستقيم وأفضل × ؟ الجواب : الستقیم الصفري_الذي هو الحور الأفقي-و x - ٠‏ 
یکننا أن نلخص بسرعة معادلات الملائمة مع مستقيم . العمود الأول من ۸ 
يحوي وحدانا ويحوي العمود الثاني الأزمنة :/ نذا ۸ يحوى مجموع من 
الو حدان ومجموع الأزمنة ؛ ومجموع 7 


۳ ي إذا اعطینا القیاسات ,,5,.....5 فى النقاط المختلفة ,ر....۰/۱ فان الستقیم ۱+ ۱6 
الذي یجعل ”£ أصغرياً» ينتج عن الربعات الأصغرية : 


6 2 سا 1 ,2 ۱ 
۵ || مه )| ا ,2 


۵ ۸ - ۸ آو 
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ملاحظة الملائمة بين العطیات و الستقیم لم تسبب اختلافاً خاصاً في ریاضیات الربعات 


الا صغرية . في کثیر من التجارب . لايوجد مبرر لتوقع علاقة خطية ولیس من العقول 
البحث عن مثل ذلك . لنفرض أننا نتعامل مع مادة مشعة . الناتم مهنا هو قراءات عداد 
جیجر باختلاف الزمن . نفرض آننا آمام خليط من مادتین کیماویتین مشعتین نعرف 
مدة نصف حياتهما (أو معدل انحلالهما) ولکننا لانعرف مقدار مایقع تحت آیدینا من 
کل منهما . ادا كان هذان القداران الجهولان هما © و 2 فان قراءة عداد جیجر سوف 


نتصرف کمجموع قوتین (ولیس کمستقیم) : 





هو + (A) b= Ce”‏ 
عملیاً » هذا القانون ليس منعكساً من قبل العداد. بدلاً من ذلك» إذا قمنا 
بسلسلة من القراءات ,,ط,....ط فى اللحظات المختلفة ,,؛.....,؛ » فان العلاقة (۸) تتحقق 
بصورة تقريبية » فقط : 


إذا كان هناك آکثر من قراءتين 2 2 ,فانه» على الأرجح ‏ لن یکننا حل مثل 
هذه العادلات بالنسبة ل© و2 .لکن» يكن لبداً الربعات الأصغرية أن یعطی قیمتین 
مفضلتین € و 2 . 

سیکون الوضم مختلفاً تماماً» فيما لو عرفنا المقدارين© و2 وحاولنا إيجاد معدلي 
الانحلال 2 و . هذه مسألة مربعات أصغرية غير خطية وهی مسألة صعبة جداً . نرید 
؛ آیضاً تکوین 27 » وهو مجموع مربعات الأخطاء» ثم نبحث عن نهايتها الصغری . 
ولكن» عندما نجعل مشتقاتها مساوية الصفر» فقد لانحصل على معادلات خطية في 
القیمتین الفضلتین 2۸و ۱ . في التمارین » سنبقى مع الربعات الأصغرية الخطية . 


عرف 


۳ 


از ا اس 


5ق 


التعامل ۳۳۹ 


أوجد آفضل حل مربعات أصغرية × للمعادلتین 10 -+3 » 5 - 4 . 
ماهو الخطأ 52 الذي جعل في نهايته الصغرى ؟ تحقق من أن 
متجه اطا تجن عدم متعامد مع العمود (3,4) . 

نفرض أنه جرت ملائمة القيمتين 1=,ط و 7= رط اللتين تقابلان الزمنين 
1= , او2-را مع ا مستقيم ٠-2:‏ ا مار من نقطة الا صل . حل المعادلتين 
القابلت ین ل 1= هو 7= 2 بطريقة الربعات الأصغرية وتحقق من 


المستقيم الفضل . 


حل ( < ۸۸ بطريقة الربعات الأصغرية وآوجد ۸ - م ادا كان : 


دم , 














1 
1 
0 
تحقق من أن متجه الخطأ متعامد مع آعمدة 4 . 

اکتب * || ط-×4 || = ع واجعل مشتقتي ذلك بالنسبة 1 »و « مساویتین 
الصمرء اذا كان : 

| 
١ 3 
4 


b= 




















قارن العادلة الناتجة مع ۸7۸-۸ تأکیدا لکون الحسات جيدا مثل 
الهندسة التى تعطی المعادلة النظامية . أوجد الحل × والسقط ۸ - م 
. لماذا م دم ؟ 











۳3 اخبر الخطي و تطبیقاته 
ارسم وجد مستقیما ملائما يؤدي إلى جعل الترکیب التربيعي في نهایته 
الصغری : *(9 -2+ 6+ 5(۳ -0)+*(4- م ©) . ماهو مسقط ۶ على فضاء 
أعمدة ۸ ؟ 

۱-۲-۳ أو جد مسقط علی فضاء اراد 4ھ : 

1 1 


E 
0 


p=‏ كت كر 














1 
2 
7 
فرق ف إلى + + م حيث م في فضاء الأعمدة و ۾ متعامد مع هذا الفضاء . 
أي واحد من الفضاءات الحزئية الأربعة يحوي ۾ ؟ 
۷-۳-۳ أوجد مصفوفة الاسقاط م على الفضاء المولد بالمتجهين (1,0,1) = »و 
ED‏ عره . 
۸-۳۳ إذاكانت 7 مصفوفة اسقاط على فضاء جزئي 5 عدد أبعاده»» من الفضاء 
الکلی ۸۳ ۰ ماهو فضاء أعمدة م وماهی رتبتها ؟ 
٩-۳-۳‏ ()|ذا کان آم = صى برهن أن م مصفوفة اسقاط . 
(ب) ماهو الفضاء الجزئي الذي يمكن للمصفوفة 0= ۶ أن تسقط عليه ؟ 
٠٠-۳-۲‏ إذا كانت المتجهات ,ره,,»متعامدة . فماهما 474 و 475 ؟ ماهو مسقط م 
على مستوي المتجهين ٩‏ و ره ؟ 
۱۱-۳۳ نفرض أن 7 مصفوفة اسقاط على فضاء جزئي 5 و © مصفوفة الاسقاط 
على التمم التعامد 5 ماهما 0+ م و ۵ ؟ برهن أن معکوس 20 هو 
ذاتها . 
۱۲-۳-۳ إذا كان ۷ الفضاء الجزئي المولد بالمتجهين (1,1,0,1) و (0,0,1,0) » أوجد : 
4 أساساً للمتمم العمودي ۰۷7 
(ب) مصفوفة الاسقاط م على ۰۷ 
(ج) التجه النتمی إلى ۷ والاکثر قربا من التجه (0,1,0-1)< 9 من ۰۷ 


ا 


التعامد ۱ ۸ 


۲ عتل ات۳ ,4 < یم عل ”,ع‎ E 


1 كع تل 0= ال -6. صل 2-, 


۱-۳-۳ 


۱۵-۳۳ 


ب 


۱۷-۲-۳۲ 


AE 


ثم أو جد مسقط (4,3,1,0) = م على فضاء أعمدة المصفوفة 


-2 

-1 
00 
0 


التجهات (1,1,0) =ره و (1,1,1) عره يولدان مستوياً فى ۸. آوجد 
مصفو فة الاسقاط ۶ على هذا الستوی وأوجد متجهأ غير ضفري ل یکون 
مسقطه في الصفر . 

إذا كانت ۶ مصفوفة اسقاط على مستقیم في مستوي «-:۰ ارسم شکلا 
یصف اثر مصف ق الانعکاس 07-7-28 فسر هندسیاً وجبریا» سبب 
کون 1 - 1 . 

برهن أنه إذا كان للمتجه » طول يساوي الواحد فان الصفوفة ۷ -م 
ذات البعد الواحد هي مصفوفة اسقاط : إنها تتمتع با لخاصتين (۱) و 
(۲) . باختيار ||»||/6-»:. تصبح 7 مصفوفة إسقاط على مستقيم يحمل 
ه وتصبح 25 النقطة ه ×=م . مصفوفات الاسقاط من الرتبة واحد» 
تقابل تماما » مسائل المربعات الأصغرية ذات الجهول الواحد . 

ماهي المصفوفة ذات النوع 2 × 2 التي تسقط الستوي «- × على المستقيم 
45° - ححيث 0 - +× . 

نريد ملائمة المستوى ج + ؛ + 26 « مع النقاط الأربع : 


6 -(ز عند 0,23 حغ,3 د ير عند 1 2 2, 1 -/ 


0 = ۷ یل 0 ك7 لدعم 5= علد 1ع جع 2 دا 


21 


زد 


١984-5-7 


E 


با 1 


۳۲-۳-۳۲ 


۲۳-۳۳ 


ال حبر اخطی وتطبيقاته 


(۱) آو جد ٤‏ معاد لات في ۳ مجاهيل لكي يمر مستو من النقاط المذكورة 
(إذا وجد مثل هذا المستوي) . | 

(۲) آو جد ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل لأفضل حل مربعات 
أصغرية . 

إذا كان ۲۸( ۸۸/۸ -.م مصفوفة الاسقاط على فضاء أعمدة ۸ , 
فماهي مصفوفة الاسقاط ,7 على فضاء الاسطر ؟ (إنها ليست 87 !). 
إذا كانت 7 مصفوفة الاسقاط على فضاء آسطر ۰۸ فماهی مصفوفة 
الاسقاط ,2 على الفضاء الصفری ؟ (هذان الفضاءان از تیان 
متعامدان) . 

نفرض ,1 الستقیم المار من نقطة الأصل في اتجاه ,> و رى الستقیم المار 
من في اتجاه ره . لايجاد النقطتين الأكثر قرباً ,4× و يهي:+ ۵ من 
المستقيمين. اكتب معادلتين لكى يجعل ,* و ند التركيب 
اظ - ج04 و2 - © | في نهايته الصغری. حل بالتسبة ل اذا 

کان(1,1,0) =ره و (0,1,0) = ره و (2,1,4) = ط. 

أوجد أفضل مستقيم 21+ © يلائم 1,0,0-,4,2 = ط في الأزمنة -,2-= ۲ 
T12‏ 


لظا ۳ ل موم +( م 2002 أصغرياً هو متو سط العينة. آما 
الناتم “م فهو التباین *ى ۱ 


التعامد :۱ 


۲-۳-۳ آوجد آفضل مستقیم یوافق القیاسات التالية وارسم الحل : 
,0 در عند 1=0 ,2 < (« علد 2-1 / 
,5- نت لا عل 7د ,3ر عل 1 عم 
۲۵۳-۳ آفرض أنناء عوضاً عن المستقيم » لاءمنا العطیات الواردة في التمرین 
السابق» بالقطع الکافیء 8۶۶+ 0+0 ر في النظام غير المتسق Ax‏ 
6 - الناتج عن ع القیاسات الأربعة» ماهي عناصر الصفوفة ۸ والتجه 
المجهول × ومتجه المعطيات ط ؟ ليس من الطلوب حساب ‏ . 
۲-۲-۳ مط رجل كهل بالة تعذيب بالط حتى أصبح طوله 7 =1 أقدام وذلك 
بتأثير القوى 1,2,4- # طناً. بفرض صحة قانون 8006 , Þ۴‏ + ۵ > .1 
أوجد طوله العتاد » بطريقة المربعات الأصغرية . 


۳ - 5 الأسس القائمة» الصفوفات القائمة وتقویم غرام - شميدت 

فی أساس قائم › يكون كل متجه منه متعامد مع أي متجه آخر . الحاور الاحداثية 
متعامدة فيما بينها . إن ذلك» فعلاً» قريب من المفضل» وهناك تحسين مکن آخر من 
السهل اجراؤه : نقسم كل متجه على طوله لجعله متجه وحدة. حول هذه الخطوة 
أساساً قائماً إلى أساس متعامد نظامي . سنمثل متجهات هذا الأساس بالرمز و الذي 
يعني التعامد النظامی : 

۳ع تكون التجهات مه......,4 متعامدة نظامية إذا كان : 


0 ادا كان ز«: وهذا یعنی التعامد 
1 ادا کال ر-: وهذا ی يعني الانتظام 


ناین تسيا بي د اما pe‏ 


(0,1) حوعء, (1,0) 7ت . 0 هی مصفوفه الوحدة . في فضاء دي بعداً الأساس القياسي 
مکون من آعمدة اعد ا 


1 1 0 

0 1 0 
e, =| 40 ۰‏ .| 0 |2 وتم ,|0 |= بع 

0 0 1 


من المؤكد أن ذلك لیس هو الأساس التعامد النظامي الوحید؛ بل يمكننا أن ندور 
المحاور كاملة دون أن تتغیر الزوایا القوائم التي تلتقي بها هذه الحاور . مصفو فة الدوران 
هذه ستقدم فيما بعد كمثال لمصفوفة © . من جهة آخری إذا لم نكن نتعامل مع "8 
بل مع واحد من فضاءاته الجزئية» فان التجهات القياسية ,» قد لاتكون واقعة في هذا 
الفضاء الجزئي . في هذه الحالة» إمكان إيجاد أساس متعامد نظامي أمر غير واضح . 
لكننا سنیرهن آن مثل هذا الا ساس مو جود دائماً وأنه من الممكن إنشاؤه بطريقة 
سهلة . انطلاقاً من أي أساس مهما كان نوعه. یدعی هذا الانشاء الذی يحول 
جملة مائلة من الحاور إلى جملة متعامدة تقویم غرام شمیدت ۹6/0144 Gram‏ . 

تلخص النقاط الأساسية الثلاث لهذا البند كما يلى : 

() تعریف وذکر خواص الصفو فات القائمة 0 . 

(۲) حل النظام ۶ × © عاديا أو بطريقة الربعات الأصغرية . 

() طريقة غرام - شمیدت وتفسیرها کتفریق مصفوفی جدید 06 = ۸. 


المصفوفات القائمة 


المصفوفة القائمة هی مجر د مصعو فه مر بعه أعمدتها ا تقلا 





)١(‏ لقد كان من الممكن أن يكون من الأفضل تسميتها مصفوفة متعامدة نظامية » ولكن قد اصبح 
التغيير متأخرا جدا. يوجد» كذلك» تسمية غير مقبولة للمصفو فة المستطيلة ذات الأعمدة 
المتعامدة النظامية . سنکتب مع ذلك » 0 وتعتبر بذلك مصفوفة قائمت مالم تكن مربعة . 


التعامد ۲:۵ 


نستعمل 0 رمزاً لهذه الصفوفة و ,ه.....,4» رموزاً لاعمدتها. خاصتا الاعمدة هما 
٩ ,- 0‏ :4 و 14:4- ويمكن جعل ذلك ضمن خواص 0 . في هذا الدمج» السهل 
جداً؛ يمكنك أن ترى لاذا يكون الرمز الصفوفی حسن الاستخدام . 

۳ ف إذا كانت أعمدة 4 متعامدة نظامية» فان : 


۳ 
10.0 ست کاس 
| ع و4 qr‏ 77% 010-۱ 
۱ 1 
1 .00 م ا 





لذا 010-7 و01 =0 . فى المصفوفات القائمة يكون التقول هو العکوس نقسه . 


عندما يضرب السطر : من "0 بالعمود زمن 0 فان الناتج 0=, ٩‏ 4. هذه هي 
الأصفار غير القطرية . عندما يكون ز-: نجد على القطر 1= ۾ “ي . إن ذلك هو التنظيم 
وهو جعل التجهات من طول يساوي الواحد. 

لاحظ آن 0-1 0 حتی عندماتکون 0 مستطيلة : الا أن 2 تکون عندئذ 
م اوا فش 
مثال ١‏ 


cos O sin 0 


-sin ©‏ 6 5 |= و 
cos 0‏ € ۹11- 


sin 6 cos Û | 


0 - 7 35 


لا 














تدور ۵ كل متجه بزاوية قدرها6 وتدور “0 (إلى الخلف) بزاوية قدرها 6 - . 
من الواضح أن الأعمدة متعامدة وهي متعامدة_نظامية لأن 0-1 :»+0 :5 . المصفوفة 
07 هي اما مثل 0 مصفوفة قائمة . 
مثال ۲ 

كل مصفوفة مبادلة ۲ مصفوفةقائمة . أعمدتها حتماً متجهات وحدة وهی 
حتماً متعامدة فيما بينها - لأن العدد )١(‏ يظهر في مواقع مختلفة من الاعمدة : 


إذا كان 














يلاحظ بصورة مباشرة أن 1= ۶ . المنقول هو المعكوس . هناك مصفوفة أخرى م 
تحقق عناصرها 1 = ۶= ور ورم» تنقل المحاور د إلى الوضع ×رج- من نظام 
موجب إلى نظام سالب . لذا » فاننا نخطىء عندما نقول إن كل مصفوفة قائمة تمثل 
دوراناً. الانعکاس مکن؛ أيضاً . المصفوفة | | "| = ۶ ليست دوراناً مثل مصفوفة 
المثال (۱) . لاتوجد قيمة ل ۵ تنتح . تعکس ”« أي نقطة (<,) إلى صورتها () عبر 
مرأة واقعة على المستقيم ×= «الذي ميله ۰4۵ . هندسياًء تمثل مصفوفة قائمة 0 
تركيب دوران وانعكاس . 

یبقی هناك خاصة مشتركة بين الدوران والانعكاس وتتمتع بها »فعلاً »كل 
مصفوفة قائمة . لاتتمتع بهذه الخاصة مصفوفات الاسقاط التي هي ليست قوائم 
ولاقابلة للعكس . الاسقاط یصغر طول التجه بینما للنضفوفة القائمة خاصة تعد 
الا کفر آهمية زالاکقر یز : 


۳ ص الضربت ۶ بمصفوفة قائمة 0 يحافظ على الأطوال : 
۱۵۰۱-۳۱ لكل ستجه : 


ویحافظ » أيضاً »على اخداء الداخلي لآن : "× = رم أ "× = («ه) ۳( 07). 


تنتج الحافظة على الطول من 1= 0*0 : 
Ox l= lx ||"‏ لأن عا = (Ox "(Ox ) = xo" ox‏ 
يحتفظ كل جداء داخلی وكل طول. عندما يدور الفضاء أو يعكس . طبعاً 
يأتي الطول من الضرب الداخلي لمتجه بنفسه . وتأتي الزاوية عن الضرب الداخلی × 
بد لأن 6 دمه یعطی بالکسر || «ا| || «ا| /< "ولا يتغير هذا الکسر عند الضرب ب0 . 


التعامد ۳:۷ 


نصل الآن إلى الحساب الذي يستخدم الخاصة الااساسية 07-07 . من حيث 
البدأً کن إجراء هذا الحساب تحت أى أساس . عملیاً» سیکون العمل سيطا جدا 
عندما يكون الأساس متعامداً ‏ نظامياً- ستبرهن فيما بعد أن ذلك يؤدى إلى الفكرة 
الأساسية لسلسلة فوریه . إذا كان لديتا اسا فان کل متجه ترکیب لهذا الاساس ‏ 
والمسألة هنا هی معرفة العاملات في هذا الترکیب : 

اکتب ١‏ کت رکیب من الشکل ,0,«+.....+ر ۹ر ×+ و ×= م 

لحساب , × توجد حيلة بارعة . نضرب طرفي العادلة بالنجه 41 ۰ في الطرف 
الا يست عند © 7 وفی الطرف الأيمن تختفي جمیع الحدود (لأن 0 -.و :9) سوی الحد 
الأول . سنبقی مع : 

۱۰ - 5 زو 

لا كان 1 = ,و و فاننا نجد ,«. إنه 41۵ . بصورة مشابهة نجد المعامل الثاني = ر× 
ي انه الحد الوحيد الذی يبقى على قيد الحياة عندما نضرب ب 42 . تموت بقية الحدود 
بسبب التعامد . لكل جزء من 8 قانون بسیط » يتركيب هذه الأجزاءاء نجد : 

أي متجه 5 يساوي ,4( 5 9)+...., (5 ) +4 (01) )۱( 
من أجل ذلك» نحتاج إلى آساس وکذلك © مربعة . 
لايمكننا أن نقاوم كتابة هذا الحساب بلغة الصفوفات . لقد بحثنا عن 
العاملات في العادلة التجهة - رورد+..... + ,رد . إنها مطابقة للمعادلة 
الصفو فية ۶ - ۵ . (تضرب آعمدة ۵0 مرکبات ») . حلهاهو ۲۵ ۰-0 . الا آن -" 0 
07 _ ذلك عندما یتدخل التعامد النظامي -لذا ‏ یکون الحل أيضاً 070-+ : 
(۳( 











نظهر جمیع مرکبات × للعیان» إنها الجداءات الداخلية 47 كما رآینا سابقا. 


YEA‏ الجبر الخطي وتطبیقاته 

یبین الشکل الصفوفی» آنا ماذا یحدث عندما لاتکون الاعمدة متعامدة 
نظامية ۱ الجر عن كثر کب من الصورة ...+ × مطابق حل النظام = Ax‏ . 
تذهب متجهات الأساس إلى مواقع أعمدة المصفوفة . في هذه الحالة» نحتاج إلى 4 
" التي تأخذ عملهاء ولكن في حالة التعامد النظامي نحتاج فقط إلى "0 . 


ملاحظة ١‏ لقد ظهرت النسبة ,448/074 منذ قريب عندما اسقطنا على مستقيم . لقد 
كان حاملا للمتجه » وكان المسقط +( »478/47). هنا سيكون المستقيم حاملاً ك 4 
وسیکون القام ۰۱ والمسقط ,2 (918). لذا سيكون لديئا تفسيرجديد للقانون 
(qi (۵‏ ,2 = 5 كل متجه ۶ يساوي مجموع مساقطه ذات البعد الواحد على 
المستقيمات الحاملة در ۾ 

هناك شيء إضافي آخر . لما كانت هذه الاسقاطات قائمة» فان نظرية 
فیثاغورس تبقى صحيحة . مربع الوتر يبقى مساوياً لمجموع مربعات المركبات : 


و + ... + #رزانى + #رد'ى = ”| م 





إن ذلك ماثل للعلاقة "|| 070 || التي برهنت من قريب . 

ملاحظة ۲ لا كان !02-0 فان لدینا أيضاً :-07 0 . عندما تقع © قبل "۵ فان الجداء 
يأخذ الجداءات الداخلية لأسطر 0 . (بالنسبة ل 070 هی الأعمدة). لما كانت النتيجة 
هي أيضاًء مصفوفة الوحدة فاننا نصل إلى نتيجة مفاجئة : تكون أسطر مصفوفة 
مربعة متعامدة نظامية عندما تكون أعمدتها كذلك . تتجه الأسطر في اتجاهات مختلفة 
ماما عن اتجاهات الأعمدة كما في المصفوفة الواردة أدناه» وإننى لاأرى» هندسياً ‏ لاذا 
يكون على هذه الأسطر أن تكون متعامدة_ لكنها كذلك . 

مثال : 

IN3 1/2 1/6 


۱۳/۹3 0 -2N6 
IN3 IN2 6 


O = 








التعامد 2۹ 


الصفوفات المستطيلة ذوات الاعمدة المتعامدة ‏ النظامية 

یتعلق هذا الباب بالنظام ط= «۸ إلا أن ۸ ليست بالضرورة مربعة . يدور هذا 
البند حول النظام =× ونقبل هنا الامکان نفسه- يكن أن توجد أسطر بعدد يزيد على 
عدد الاعمدة . لدینا :, متجها متعامدة-نظامية .ي وهي آعمدة 0 ولکن» لهذه الاعمدة 
« < «مرکبة. بقول آخر © مصفوفة من النوع < 7 ولن نتوقع حل 0= »0 بصورة 
صحيحة . لذا» نحلها بطريقة الربعات الأصغرية . 

إذا كان هناك أي انصاف. فان الاعمدة التعامدة‌تجعل المسألة سهلة . لقد عملنا 
على الصفوفات الربعة وسنعمل الآن على مصفوفات مستطيلة . النقطة الا ساسية 
هی أن نلاحظ أنه لایزال لديا 1 - 0 0 : 








تفس 











۱ Jı 6 





لم يعد صحيحا کون "0 معكوس ۵ ولكنها تبقى ا معكوس اليساري . بالنسبة 
للمربعات الأصغرية» هذا كل مانحتاجه . تنتج العادلة النظامية عن ضرب المعادلة 
= ×4 بمنقول المصفوفة لنحصل على 475- 4/4 . هنا هی 0 ٠‏ والمعادلة النظامية 
هی 207 :0 07 . لكن 010 هی مصفوفة الوحدة !لذا فان ا حل هو ۰01 سواء أكانت 

۳ ق اذا كانت للمصفوفة © أعمدة متعامدة_نظامية فان مسألة المربعات الأصغرية 





.۲0 الجبر الخطى وتطبیقاته 


6 - ×۵ (نظام مستطیل لایوجد حل مقابل آکثر قيم ۵) 

!0 = × 010 (معادلة نظامية للحل الفضل ×حيث یکون 1- 070) 

(qb هو‎ E ع‎ - 1 

0 = م (مسقط ط على فضاء الأعمدة هو ,رو (415)+....+ و (915)) 

5 © = م (لذا تكو ن مصفوفة الاسقاط هي “00 = 0( 

يشبه القانونان الأخيران القانونین» دهت مو 5-4)474(147ء اللذين يعطيان 
المسقط ومصفوفة الاسقاط من أجل أي مصفوفة 4. عندما تكون الأعمدة متعامدة و 
4 هي © فان «مصفوفة الضرب المتصالب» 44 تصبح مصفوفة الوحدة 1= 0"0 . 





۲ 8 
1 1-0 ورب + 6 - ۳۸۵ دم 


9 [ 215 


شكل ۱۰-۳ المسقط على مستو = مجموع السقطین على ,4 و ره التعامدین 
يختفي الجزء الأصعب من المربعات الأصغرية عندما تكون التجهات متعامدة 
- نظامية . تکون الساقط على المحاور منفصلة ومرهومجموعهذهالمساقط 


۱ ”2 1 
وهو ذو بعد واحد و( ط ‏ 4+.-+,0۱0(4) -م. 


التعامد 50 


نو کد أن هذه الساقط لاتنشیء ۰۶ نها تنجز ذلك فى حالة الصفوفة الربعة 
"= . ولکنها فى الحالة المستطيلة < ۰7 لایکنها أن تحقق ذلك . إنها تعطی السقط 
م ولکنها لاتعطي التجه الأصلي ط هذا کل مانقدر على توقعه عندما يوجد عدد من 
العادلات يزيد على عدد المجاهيل ولم تعد المتجهات أساسا . مصفوفة الاسقاط 
هي عادق “مامز ۸4 4 ويمكن هنا اختصارها لتصبح ۱ 
اوآ ودم اوا " 





(( 
لاحظ آذه ههن مصفوفة الوحدة من النوع ن «n‏ بينما © 0 هی مصفوفة 
اسقاط ‏ من النوع × . إنها تعمل عمل مصفوفة الوحدة على أعمدة 0 (7 تتركها 
وحدها) ولكنها تعمل كمصفوفة صفرية على المتمم المتعامد ( الفضاء الصفري 
له 
مثال ۱ الحالة التالية بسيطة لکنها غوذجية : لنفرض آننا أسقطنا نقطة (ج,ز*) = ط على 
مستوى (- × . إن مسقطها هو (2,0.:) = م وإنه يساوي مجم و المسقطين الختلفین على 


























محوري × و لر . 
T ۸ 1‏ 0 0 1 
0= ره و :210 2۱0(۱) و 1< ج92 و ( | = وم( 42( 
0 0 0 ۱ 
وبذاء تکون مصفوفة الاسقاط على العموم : 
x 100|‏ ۳ 
qq =| 0 1 0‏ + ورد و PÎyl=ly|‏ 
0 0 0 4 




















مثال ۲ هناك حالة تؤدي فیها ملائمة مستقیم إلى أعمدة متعامدة . اذا أحذت القیاسات 
ور« بحيث یکون متوسطها هیقر مق وسيون نی ,3- = ,+ » فان محاولة ملائمه 
ال لمستقيم 1 (1+ < رتؤدي إلى ثلاث معادلات بمجهولين : 











۷ < راز + ) | ال 3- ۱ 
۱ 8 


TOY‏ ا لحبر الخطي و تطبیقاته 


ويمكن إيجادالمعاملين المفضلين ٤‏ و 2 كل منهما بمعزل عن الآخر : 


1 5 ۱ 5 2 
HIR )-3(” + 0* + 3‏ 
لنلاحظ أن ۷3و «+رر+ر) = ) بسيط بصورة خاصة ؛ إنه متو سط العطیات . انه 
يعطي أفضل ملائمة بستقیم أفقي » بینما / 2 هو أفضل ملائمة بمستقيم مار من نقطة 
الأصل . ما أن العمودين متعامدان » فان مجموع هاتين القطعتين ا متمايزتين يث ل أفضل 
ملائمة بأي مستقيم على ا لإطلاق . لكن» با أن العمودين لایساوی كل منها الوحدة 
لسن متعامدين نظاميين فإن قانون الاسقاط يحوي مریم الطول في المقام . الا 
المتعامدة ‏ النظامية مفضلة جداً بحيث يكون من الستحسن الانتقال إلى هذه 
الحالة في كل مرة . إذا لم يكن متوسط أزمنة الملاحظات صغفراً إنه 1+...+ )= 
2۷ فانه يكن تحويل مبداً الزمن بقدار ۶ . عوضاً عو مدعد « 
نتعامل مع ( -)) 6+4 - ر , المستقيم الفضل يبقى كما هو ۰ كما فى هذا المثال حد : 


1 9۹ ۱۱ ۰۰ لا‎ ۳ -_ JY Fa. + Ym 


(۵( -8 ۱ 
۱2 +12 eT. , 
E O Fug ۲) ke EF 


© الفضل هو التوسط ‏ ونتوصل» أيضاً » إلى قانون مناسب لحساب © . 
لقد كان للمصفوفة ۸" ۸ العناصر غير القطرية ,27 وبسحب الزمن بقدار 1 » تصبح 
هذه العناصر أصفاراً . هذا السحب مثال لطريقة غرام - شمیدت وهي تقو 


AY التعامد‎ 


تع الصفوفات القائمة حاسمة فى ابر الخطى الحسابى لأنها لاتدخل عدم 
استقرار . بينما تبقى الأطوال كما هي» فان التدوير يبقى تحت الراقبة . لذلك أصبح 
تقو الأعمدة تقنية أساسية . إنه يؤدي إلى التحليل ۸-08 الذي هو قريب من القانون 


.۸ = LU الهم‎ 


يقة غر ام شميدت ۵۲ - Gram‏ 

نفرض آننا اعطينا ثلاثة متجهات مستقلة 4,8,0 . إذا كانت متعامدة نظامية فالعمل 
سهل . لاسقاط متجه « على الأول منها » نحسب (١‏ «”»). لاسقاط المتجه ذاته على 
مستوي التجهین الأولين» يكفيك أن تجمع ط( «"ط)+ ۵(« 4) . للاسقاط على فضاء 
جزئی محاوره»۰,۸ نضیف ثلاثة مساقط . تتطلب کل احسابات الجداءات الداخلية 
”عب طباه فقط . لکن لنجعل ذلك صحيحاً » يجب علینا أن ننطلق بقولنا«إذا كانت 
متعامدة نظامية ٠‏ . ننوي الآن ايجاد طريقة لجعلها متعامدة ‏ نظامية . 

الطريقة سهلة . لقد أعطينا »,5.ه ونريد إيجاد 4ر44 . لاتوجد أي مشكلة مع 
,۰6 يكن أخذه باتجاه ». نقسم على الطول لكي يكون || »| /6-,؟ متجه وحدة. 
المسألة الحقيقية تبدأ من وو الذي يجب أن يكون متعامداً مع ,4. الفكرة هي الانطلاق 
۰ فإذاكان لهذا المتجه مركبة على اتجاه ,و (الذي هو اتجاه ») فاننا نطرح هذه ا مركبة 
من ظ : 

(1) b' 6ح‎ - (qı (۰ 

آصبح الآن "۸ متعامداً مع ,و . إنه الجزء من ۶ الذي يتجه في الاتجاه الجديد. 
ولیس فى اتجاه ». في الشكل (۰)۱۱-۳ 'ط متعامد مع ,4. إنه يهيىء اتجاهاً للمتجه 
ره . لما كان من المطلوب أن يكون ره متجه وحدة. فإننا نقسم "۸ على طوله :/ رو 
| 1۶ . 

حتى هذه النقطة . فقد عين كل من ,4 و ره . ينطلق الاتجاه الثالث المتعامد ب 


Yo‏ ا حبر اخطي و تطبیقاته 


“إنه لايقع في مستوي ر٩‏ و ده الذي هو مستوي » و 5. عندئذ » يكن أن یکون لد 
مركبة في هذا الستوي تطرح من ». (إذا كان الناتح 0 - '» فان ذلك يشير إلى أن »,5ه 
غير مستقلة من الأصل . ) مهما كان الامرء فإننا نريد المركبة "» وهي جزء » الواقع في 
الانجاه احدید المتعامد مع الستوي : 


(17/0 6 26-1 41€) 6 - (qe) 09 


هذه هي الفكرة الأولى لطريقة غرام - شمیدت : يطرح من أي متجه جديد 
مركياتة على الاتجاهات التي عینت من قبل . تستخدم هذه الفکرة مرة بعد مرج( . 





شكل (۱-۳ 54 مر کبه ۶ على ,4 قد حدفت ؛ ونظم کل من » و 'ط . 


عندما یکون هناك متجه رابع ؛ نسقط مر کباته على +9,,4,4 . طبعاً متجه الوحدة ږې 


فد کون من "» بعد فسمته على طو له || ۱ ر = q1‏ 


() إذا رأي غرام ذلك أولاً فماذا یبقی لشمیت 


التعامد o0‏ 
مثال نفرض المتجهات المستقلة : 


C=‏ : = ظط 
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1 
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1 
6 
0 
لا بیجاد ,و محعل التجه الأول متجه وحدة 2 لهت q‏ . لایجاد رب » نطرح من 
التحه الثانی مرکبته فى الاجاه الأول 


1۳/2 
0 
| 1N2 


1 
پگ - | Û‏ |= و(5 (g‏ - م = 41 
2 |0 
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ره النظم هو "۵ مقسوماً على طول 'ط» الذي هو 1⁄۷2 : 
۱۳۷2 
0 
-1N2‏ 
لا یجاد و4 نطرح من » مركبتيه على اتجاهي [4 ( 42 ۰ 
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أنه » حالما » متجه وحلة لذاء فهو 4 . النتيجة هی مجموعة من التجهات 
المتعامدة _ النظامية 4,۵,9 ستو ضع في أعمدة مصفو فة فائمه 0 : 














0 182 ۰ ۱۸2 
5 ۱ 0 0 = | وي 47 إن |- 0 
0 2/م1- ۱/۹2 


من الواضح أن هذه الاعمدة متعامدة ‏ نظامية . 


۹1 الجير الخطي وتطبيقاته 


۳ ر تنطلق طريقة غرام - شمیدت بمتجهات مستقلة ,© 56 ره وتنتهي بالتجهات 
المتعامدة ‏ النظامية ...۰۱:۰ في الخطوة ز » یطرح من زه مركباته على الاجهات التي 
(qj ۱ j4j -1-‏ وی ت ۱( (A) 8 = (q1‏ 


لذا فان 0 هو التجه | 07 


ملاحظة تتعلق با حسابات من السهل تقوم التجهات دوغا جعل أطوالها مساوية 
للواحد . الجذر التربيعي یدخل» فقط » في النهاية عندما نقسم على آطوالها . التجه 
07 پیقی نفسه : 
(مسقط 0 على 4 SPS eee (a‏ 0 على و 6-6 5 4 
إنه» فقط » قانون الاسقاط الذي يظهر مختلفً» باستخدام التجه غير المنظم '» عوضاً 
عن متجه الو حدة بو : 
مسقط على anes ES mt‏ مسقط © على ر4 


227 
(a ,) © د‎ 


يعطى الثال الو ارد اعلااه الشىء دازه دول جدر تربيعى . 




















۱ 
e 1‏ | ۱ 2 3 |2 
۶0-20 ۵ ثم |0 |۱2 ۱1۱-0ع<م 
1 2 [0 ن 1 ]| | 0 


التحلیل 201 

ننطلق بمصفوفة ۸ آعمدتها ۰ وننتهي بمصفوفة © آعمدتها ,۵,4۵ . ماهي 
العلاقة بين هاتین ‏ لصفوفتین ؟ وما هي هذه العلاقة في الأبعاد الكثيرة: عندما ننطلق د 
.4۱۰۰ وننتهي ب ,و....,و ؟ المصفوفتان 4 و 0 من النوع ۸× ۰7 عندما تكون المتجهات 
من فضاء ذي :” بعدا» وتوجد مصفوفة ثالثة تربط بينها . 


TOV التعامد‎ 


الفکر ة هى كتابة التجهات » كتراكيب فى التجهات و . مثال ذلك التجه ط فى 
الشکل (۱۱-۳) تر كيب للمتجهين المتعامدين النظامیین ,4 و ره ونحن نعرف ماهوهذا 
الترکیب : 


.رو( () + رو(ط أب = م 


یعود ذلك إلى العادلة الحوطة (۱). کل متجه من الستوي هو مجموع 
مركبتيه على |4 و ره. بصورة مشابهتة» »هو مجموع مرکباته على 
c (2+) c (5 ۰ 0‏ 9+0( 6 *) <۰. ادا عبرنا عن ذلك بشکل مصفوفی مد 


التحليل ا جديد 7 0= ۸ 
كل ۵ 94 
2¢ 0 و4 92 5 21< | abc‏ 
q4‏ 














لاحظ الاصفار في المصفوفة الأخيرة ! إنها مثلثية . لأنه قد أجريت علیها طريقة 
غرام - شميدت . التجهان الأولان » و رو یقعان على مستقيم واحد . لذاء طبه و و4۵ 
تقع في مستو واحد . التجه الثالث » والتجه و و لن یستخدما قبل الخطوة الثالثة . 

التحلیل مشابه للتحلیل 4-11 ۰ ماعدا کون أعمدة العامل الأول © متعامدة - 
نظامية : العامل الثاني یدعی ۸ ۰ لأن العناصر غير الصفرية تقع عن يمين القطر (ا خرف 
7 قد استخدم من قبل) . العناصر غير القطرية فى 7 هی الأعداد ۱/۷2 - 01 
و 01-۷2 = 47۰ قد اوجدت من قبل . العناصر القطرية هي الأطوال 1 , ۱۸۷/2 . 
2 التی قسمنا عليها. التفريق الكامل هو 


13 5 ما"‎ IN2 ۰ ۰ ۳  1م/ل2‎ ¥2 
۸ -|0 0 ۱ 0 5 ۱۸/2 ۰ ۰۷2 | 2 ۰ 
| 0 0 i? 1252 0 ۱ 




















تلاحظ آطوال التجهات ۰۵,6 على قطر ۸. . توجد خارج القطر مضاعفات 


50 الجير الخطي وتطبيقاته 
له و وه وهما اللذان طرحا وفق طريقة غرام ‏ شميدت . التجهات التعامدة النظامية 
التي هي 4,441 والتي هي الغرض الكامل للتقوي » تقع في العامل الأول 0 . 
ربا يكون 08 أقل جمالا من 10 (بسبب الجذور التربيعية). كل من هذين 
التحليلين مهم لنظرية الجبر الخطي وهما » قطعاً » فى مركز الحسابات . 
الحالة العامة مشابهة ماما - المصفوفة # من النوع »7 « وعنصرها زهو .© 47. 
إنه يساوي الصفر عندما يكون : أكبر من ز(:ه انشىء متعامداً مع ,ه). لذا فان ۸ مثلثية 
عليا تظهر عناصرها في القانون (۸)» بصورة خاصة. عندما يعوض 4 بالكسر/ 
وازم| 
زه رها + ۱ زهازة, يوا + ... + aj = qaja,‏ ۹ 
الطرف الاين هو جداء ۵ فى ۸ مکتوباً بشکل کامل . 
۳ ش يمكن تفريق أى مصفوفة ۸ اعمدتها مستقلة خطياًء إلى ۸-0۸. أعمدة 0 
متعامدة ‏ نظامية و ۸ مثلثية عليا قابلة للعكس . عندما يكون ”= 7 وكل المصفوفات 
مربعة» تصبح 0مصفوفة قائمة . 
يجب علينا أن لاننسى النقطة الأساسية للتقوي . إنه یبسط مسألة المربعات 
الأصغر ية ۸-:۸. تبقى المعادلة النظامية صحيحة» لكن 474 الذى يسهل إيجاد 
معكوسها تصبح : 
ATA - ۲0۲0 =R'R.‏ 
لذا فان العادلة الا ساسية 4= × 44 تبسط إلى الصورة : 
R RZ =F Ob‏ أو ون ix‏ (۱۰) 
عوضاعن حل 5 -:08 الذي لايمكن اجراؤه» نحل 076 = ×۸ الذی يمكن 
عمله بسرعة تامة - لأن ۸ مخلشة . التكلفة الحقيقية هي ۷ عملية لطريقة غرام - 
شمیدت ‏ وهي التي نحتاجها لایجاد ۵ و ۸ في الرحلة الأولى . 


التعامد ۱۹ 


تطبق فكرة التقوم نفسها على الدوال . الجيب وجيب التمام متعامدان ؛ القو ی 
...1 ليست كذلك . عندما تکتب دالة f‏ كت ركيب في جيب وجيب تام نسمي ذلك 
متسلسلة فوريه ء5 ۴٠٠۴٠‏ . کل حد فيها مسقط على مستقيم ‏ يحوي المستقيم في 
فضاء الدوال» مضاعفات عوعم أوعه :زه . إنها موازية» تماماًخالة المتجهات ومن 
الأهمية نفسها بحيث تستحق النظر . وأخيراًء لدينا عمل مع شميدت؛ تقويم قوى × 
لانتاج كثيرة حدود لو جاندر Legendre‏ 


الفضاءات الدالية و متسلسلات فوریه 

هذا المقطع مختصر واختياري» لکن له آهداف مهمة : 

(۱) ادخال فضاء التجهات الشهیر الذي له عدد غير متته من الابعاد؛ 

(۲) توسیع مفهوم الطول والجداء الداخلي من التجهات « إلى الدوال ( >) /؛ 

(۳) التعرف على متسلسلة فوریه للدالة ۶ کمجموع مساقط عدد آبعاد كل منها 
يساوي الواحد ؛ الأعمدة التعامدة التي تولد هذا الفضاء هي ا یوب وجیوب التمام . 

)٤(‏ تطبیق تقوم غرام - شمیدت على کثیرات الحدود .... ۱:۶ ؛ 

(۵) ایجاد أفضل تقریب ل (2) / بخط مستقیم . 

سنحاول متابعة هذا الخطط الذي یفتح آمامنا سلسلة من التطبیقات الجديدة 
للجبر الخطي بطریق نظامي . 

۱- بعد أن درسنا کل الفضاءات التى لها آعداد منتهية من الابعاد 8۳ فمن 
الطبيعي أن نفکر بالفضاء چم - الذي يحوي كل التجهات هراودای ۷) < ۷ 
التى لها متتالية لانهائية من الرکبات . إن هذا الفضاء متسع جداً بخیث لایکن أن 
یکون مفيداً حقاً إن لم نوجد ضوابط لرکباته «١‏ . إن أفضل فكرة هنا هي الحافظة على 
تعریف الطول العتاد وهو الجذر التربيعي لجموع مربعات فیثاغورس» وأن لایتضمن 
هذا الفضاء سوی التجهات التي لها طول محدود : على التسلسلات : 


.+ و + ورج =v‏ ]| | (۱۱( 


أن تتقارب نحو مجموع منته . وهذا يبقي » مع ذلك » مجموعة متجهات 
عدد آبعادها مالانهاية » وی مثلا لتجه (.....-7,د.۱) ولکنها لاحوي التجه 
(....,۱,۱,1). يكن جمع أي متجهین محدودي الطول || |+| :|| >( +( كما 
يكن ضرب أي متجه بعدد » لذاء إنها تکون فضاء متجهات . انه فضاء هیلیرت 
۷ الشهیر . 

فضاء هیلبرت هو الطریق الطبيعي لجعل عدد الابعاد مالانهاية مع الحافظة فى 
الوقت ذاته على هندسة الفضاء ال قلیدی العتاد . تصبح فيه القطوع النافصة محسمات 
ناقصة ذوات أبعاد عددها مالانهاية وتصبح القطوع المكافئة مجسمات مكافئة» وتعرف 
المستقيمات المتعامدة بالطريقة السابقة : يكون المتجهان »و « متعامدين عندما يكون 
جداؤهما الداخلى مساوياً الصفر : 


1۷ ۱ =vw + ث1 ون[‎ + ۲۷ 3 t80 

إن هذا المجموع مضمون التقارب وإن كل متجهين يحققان متراجحة شوارتز 
| || | > | ”ءا . کذلك لايمكن لجيب التمام» فی فضاء هیلبرت. أن يكون 
اکبر من الواحد . 

هناك أمر آخر مهم يتعلق بهذا الفضاء : لقد ظهر هذا الفضاء بصورة غير صريحة 
في أبحاث متفرقة ومن الممكن أن تتحول متجهاته إلى دوال وهذا يحملنا إلى النقطة 
الثانية . 

١‏ - لنفرض أننا ننظر فى الدالة × ١ء‏ = ()/ فى الفترة 7 2 > ×> 0. إن /هده تشه 
متجهاً له مستمر من المركبات هي قيم × «ه على طول الفترة كاملة . لإيجاد طول مثل 
هذا المتجه. من المستحيل تطبيق قاعدة الجمع المعتاد لمربعات المركبات . لقد استعيض 


التعامد ۳۹۹ 


27 


(۱ ١ ظ‎ A 
fl” =| (CD به‎ - | (sin x)” dx = tr. 
0 


0 
لقد اصبح فضاء هیلبرت فضاء دوال » متجهاته دوال ولدينا طريقة لقياس 
آطوالها . يحوي هذا الفضاء جميع الدوال التي لها طول منته كما هو في العلاقة (11) 
آعلاه . إنه لایحوی الدالة */۱ = )م لأن تكامل 1/7 مالانهاية . 
الفكرة ذاتها التى استبدلت» التکامل بالتجمیع أوجدت ال جداء الداحلي 
لدالتين: إذا كان × :260 (»)چ و × iو=‏ (دار فإن : ۱ 
5 60 
(fg) =| 0(۵( dx = / ٩18 xX cos Xx = 0‏ 
0 
إن ذلك مثل الجداء الداخلی لمتجهين ۶ ۶. إنه يرتبط بالطول وفق العلاقة 
"| /|-(/۲) وتتحقق من جدید متراجحة شوارتز اما || > ا(م.)|. من الطبيعي أنه 
إذا كان الجداء الداخلی لدالتین مثل :0 و × : مساوياً الصفرء فانهما تدعیان 
متعامدتین وتصبحان أيضاً » متعامدتین نظاميتين بعد تقسیمهما على طولهما الشترك 
۷/1 
(۳) متسلسلة فورية لدالة هی نشر وفق الجيوب وجیوب التمام : 





لحساب معامل نموذجی مثل ,ظ٠‏ نضرب الطرفين بالدالة القابلة × :51 ثم نکامل من 
الصفر إلى 27 . بقول آخر نأخذ الجداء الداخلی للطرفین ب × اء : 


27 
۷) ( 51۳0 ۷ dx - وه‎ | sin x dx + a, | cos x sin x dx + b, | (sin X) dx ۲... . 
0 0 


0 0 


کل تكامل» في الطرف الأيمن» يساوي الصفر سوی واحد منها وهو الذي 
یکون فيه ×« مضروباً بنفسه . ا یوب جیوب التمام متعامدة فیما بینها كما في 


TUT‏ ا خبر ۱ ك ۱ ۱ وت لسقاته 


: لذا يكون :6 مساوياً الطرف الأيسر مقسوماً على تكامل لايساوي الصة‎ 1T3 


2r 
) sin xX حك‎ 
١ مقو ,لے م د‎ ( 


0 = 1 e 
(s1n ,ع‎ SIn X) 


| ein dx 
0 
. على معامل فوریه © أن يحوي × :0» عوضاً عن × "51 وسیست‌خدم ره الدالة ,2 و0‎ 
النقطة ال ساسية في هذا الحساب هي ادراك التوافق بين الساقط . وقد حسبت‎ 
: مرکبه التجه  على الستقیم الولد ب © من قريب‎ 
+ وان‎ 
62 
لقد اسقطنا » في متسلسلة فوريهء الدالة ر على الدالة × ”1ء فكانت مر كبتها م على هذا‎ 
الاتجاه. هي بالضبط ا لحد × :ور (كان في المتجهات » ) . المعامل ,هو حل المربعات‎ 
الأصغرية للمعادلة غير المتسقة «- × «نىرط؛ بقول آخرء إن ذلك يجعل الدالة × «نو ط‎ 
فريبة بقدر الإ مکان من «. ذلك صحيح لكل حد آخر من التسلسلة؛ كل حد منها يمثل‎ 
مسقط على جيب أو جيب تام . لا كانت هذه الجيوب وجيوب التمام متعامدق فان‎ 
متسلسلة فوريه تعطي احدائیات التجه على مجموعة غير منتهية من المحاور‎ 
. المتعاملة‎ 

4- هناك كثير من الدوال المفيدة غير الجيوب وجيوب التمام والتى ليست دائماً 
متعامدة. أبسط ذلك كثيرات الحدود» وما يؤسف له أنه لاتوجد فترة تكون عليها 
الا حدائیات الثلاثة الأوائل-الدوال ”× 1 متعامدة . (الجداء الداخلى ل ,1 موجب 
دوماً لأنه تکامل *) . لذاء القطع الکافیء الاشد قرباً من الدالة 0« لیس مجموع 
مساقطها على "5 ,,1. سنجد هنا حدوداً متز اوجة مشابهة تماما ل ۸۳۸(۲) في حالة 
الصفوفة . وبالفعل. فإن هذا التزاوج یعطی بواسطة مصفوفة هیلبرت سيئة الشروط . 
على الفترة 1 > > ۰0 


ده بان 





سم مت ]یل سم | نما 
سم | نیا سم | ب سم | زا 


۳ *] | تفیل یله [ES‏ 
EJ ۶ |x |x |x =| -‏ ( ۲ ,ع) (۷ ,6 2 ۸ ۵ 
|x‏ 2 ۳۹ ان و ما 2-20 
لهذه المصفوفة معكوس ضخم لأن ”+ ,× ,1 بعيدة من أن تكون متعامدة . اضف إلى 
ذلك أن هذا الوضع يصبح مستحیلاً بالنسبة لحاسوب حديث فيما لو أضفنا إلى ذلك 
بعض المحاور الأخرى . من الستحیل عملياً» حل العادلة النظامية 470 = ×44 من 
أجل كثيرة ا حدود الشديدة القرب من الدرجة العاشرة . 

زيادة فى الدقة . نقول» إنه من المستحيل حل تلك المعادلة بواسطة الحذف 
التخلی عن ذلك ؛ لقد كان من الممكن التقريب بكثيرة حدود . الفكرة الصحيحة هي 
التحول إلى محاور متعامدة» وهدا يعنى اجراء تقوم غرام شميدت : نبحث عن 
اکیب مامت ل یا : 

من الملائم العمل ضمن فترة متناظرة مثل 1 >> 1- لأن ذلك یجعل كل قوة 
فردية ل × متعامدة مع کل قوة زوجية > : 


1 
FF) - | x” dx =0.‏ ,0ح 4 (× ,۱) 
1 [-! 
لذلك» يكن لطريقة غرام - شمیدت أن تبداً بفرض ۱ -,« و درا محورین 


متعامدین آولین ویبقی علینا أن نصحح زاوية 1 مع *د. بواسطة القانون (7)» نجد كثيرة 
امحدود الثالثة التعامدة مع السابقتین : 





۱ 
20 
dx‏ 7 ظ 0ل 2 
e‏ ع وی ا ےو ۱ ب ت 
(Xx, X) 3‏ (1 و 


dx‏ 1 ا 
1- 
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کثيرة امحدود التی کوناها بهذه الطريقة هی كثيرة حدود لوجاندر 1.9607 وهی 
متعامدة مع کل واحدة آخری على الفتر ‏ 1 > ۶ 5 1- . 


1 ۱ 3 
0 ك دا ی اد لبون 
فا 3 * 3 


تصبح الان كثيرة الحدود ذات الدرجة العاشرة » الأشد قرباً » قابلة للحساب 
دون كارثة» بالاسقاط على كل من كثيرات حدود لوجاندر العشر (أو الإحدى عشرة) 
الأول. 
4- نفرض أننا نريد تقريب ×= ( بواسطة مستقيم 0+ بين 0 - :دو 1=×. هناك على 
ات رای بيار تیم ی وإذا قارنتها يصبح الفصل بكامله واضحاً! 
(۱) لنحل ×= | |[×1] بالمربعات الاصفرية. المعادلة 70م ۸7۸ مي: 


2 1 


(۲) لنبحث عن النهاية الصغرى ل 


۱ 
E | ۵" OSB ین‎ 1-30 20+ 6 + 0+ ۰ 
۱ 2 





ع 


(«) (۱ )| أى 


(x, 1( (xX, ۱ 


)1, 2, ( 


(x, 7 ( 


سم | ل] سم | تیا 

















- | | نب 





تظهر الشتفتان بالنسبة ل © و 0 بعد القسمة على (۰)۲ العادلة النظامة 
يقة (۱) : 


Saf وى 17 ل عن‎ a RCs 8-0 
6 2 ۱ 7 3 3 


(۳) نطبق طريقة غرام-شمیدت لاستبدال (1,1)/(,!) -دبد. . إن ِ ۰ متعامد 


التعامد ۳۹۹ 


مع (۱) . تعطي الآن الساقط التي لها بعدواحد أفضل مستقیم : 


ی و د کر 
Ehme ly Fa‏ 


)1, 1) (x - 


سب | فم 
لر ۲ 
ا 


١-٤-۳‏ () اکتب العادلات الأربعة لكي يتلاءم الستقیم 21+ =٤‏ رمع 


المعطيات : 
قله ديد فر 7غ وس ج ۶1 
1-ع نز عند 1 كع 0 در عند 2 < ۶ 


بين أن الأغمدة متعامدة. 

(ب) أوجد المستقيم المفضل و ارسم شکلاً واكتب الخطأ 2 8 . 
(ج) فسر کون الخطاً مساوياً الصفر فى النظام الاصلي ذي العادلات 
الأربع بمجهولين. أين يقع الطرف الأيمن ۵ بالنسبة لفضاء الاعمدة 
ماهو مسقطه م؟ 

۲-۶-۳ اسقط (0,3,0)- م على كل من المتجهين النظاميين . 
(3,2/3 /3,2 /1-)- 4 , (1/3-.2/3,2/3) = ۵1 ثم آوجد مسقطه معلی 
مستوي 4 ,4 . 

۳-٤-۳‏ آوجد. أيضاً» مسقط (2)0.3.0*ه على (1/3,2/3-,2/3) = ه ثم 
اجمع الساقط الثلائة الأحادية البعد وفسر الناتم. لماذا تساوي 
aa}‏ و 01 HEG‏ مصفوفة الو حدة ؟ 

4-۳- ا|ذا کانت ر0,,0 مصفوفتین قائمتین فهما تحققان 7 - 9 0 برهن أن 
,0 © مصفوفة قائمت أيضاً. إذا كانت ,© دوراناً بزاوية 6 و ره دوراناً 


11 


0-4-7 


۹-1-۳ 


e 
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بزاوية فماذا تمثل ر0 ,0 ؟ هل ي كنك أن تج د المطابقتين المثلثيتين 
المتعلقتين ب (+۵) وم و (+0) ”ى من خلال الحداء ,©0 ؟ 

إذا كان » متجه وحدة» برهن أن :0-7-2 مصفوفة قائمة (يعرف ذلك 
باسم حويل هاوسهولدر 7810::561:0/467) احسب 0 بصورة صريحة عندما 
يكون ( - 1۳۳ ا 


2 2 2 
آو جد عمو ذا ثالثاً للمصفو فة التالمة : 


۱/۸3 ۰-4 

0= ۱۸/3 14 

۰-4 ۱/۸3 
لتصبح مصفوفة قائمة . من الواجب أن یکون هذا العمود متجه و حدة 
متعامداً مع العمودین الا خرین ؛ ماهي الاختیارات في ذلك . برهن أن 
الااسطر تصبح بصورة آلية متعامدة نظامية . 
برهن بتشکیل 555 مباشرة» أن قانون فیثاغورس صحیح لکل ترکیب 
.۰۰+ ۱9 = ۵ في متجهات متعامدة نظامية : 0000 =| || . 
في التعبير المصفوفى › سيكون «0- ( وهذا مايعطي برهاناً جديداً لحقيقة 
حفظ الأطوال : | | -2|| 0 || . 
اسقط المتجه (1,2) = م على المتجهين غير المتعامدين (1,0) =4 و ديه 
(1.1). برهن » خلافاً للحالة التعامدة أن مجموع المسقطين اللذين لهما 
بعد واحد» لایساوی 5. ۱ 
إذا كانت التجهات وه,ره,,ه متعامدة-نظامية ماهو تركيب ,4و ره الاکثر 
قربا من وه ؟ 
إذا كان روه متعامدین - نظامیین» فماهو ترکیبهما الاکثر قربا من ۵ ؟ 
حقق کون متجه الخطأ متعامد مع ۱ و د . 


التعامد ۳۷ 


. برهن أن مصفوفة قائمة ومثلثية عليا يجب أن تکون قطرية‎ ١١-٤-۳ 

فد دنا ماهو مضاع ف | | -,» الذي يجب طرحه من | | ره ليكون 
الناتج عموداً على ,۴۵ حلل | و [ | وفق 08 حيث أعمدة © متجهات 
متعامدة ‏ نظامية . 

: طبق طريقة غرام-شمیدت على‎ ٠۳-٤-۳ 

















۱ 0 0 
[ اي ,2/1 .|۵2۱0 
| 1 | 
واكتب الناتح على الصورة 0۸= ۸ 
٠٤-٤-۳‏ نفرض آننا اعطينا المتجهات : 
0 1 1 
1اعه b=|0|,‏ ,| ۶1<ه 
| ۱ 0 

















أو جد المتجهات التعامدة النظامیه وو,ر4, 4 . 

فضاء أعمدة المصفوفة : 
| ۱ 1 
بات 72 
4 2 


A = 








ماهو الفضاء الجزئى الأساسي الذي يحوي به؛ ماهو حل المربعات 
الااصغرية ل ۸7-0 حيث ۳[ 7 2 1 |-م؟ 


۱-6-۳ اکتب تقو غرامشمیدت ل : 


A = 5 ولا‎ = 








1 1 
3 
2 1 








۳۸ 


۱۷-2-۲۳ 


€ 
E 


س 


۲۱-2-۲۳ 


۲۲-۲ 


۱۳۳-۳ 
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بالصورة 20 ۸. إذا آعطیت « متجهاً .ه لكل منها « مر کبة ماهو نوع 
کل من الصفوفات ۸,۵,6 . 
بمصفوفة التمرین السابق ۸ نفسهاو *[ ۱ ۱ ۱ ]=ط» استخدم 84-07 
لحل مسألة الربعات الأصغرية ۸۰-0 . 
إذا كان ۰۸-0۸ أوجد قانوناًبسیطاً لصفو فة الاسقاط م على فضاء آعمدة۸ . 
برهن أن خطوات غرام-شمیدت الطورة : 

26-۱ "6 و و26 - "م < م 
تنتج التجه '» كما في (7). إن ذلك أكثر ثباتاً من طرح مسقط واحد في 
كل مرة. 


أوجد طول المتجه (...., 1/1/8, 4/ه/1, 1/5/2)- « وطول الدالة ۰7 <() 
(علی الفترة 1> > 0) . ماهو الحداء الداخلی على هذه الفترة للدالتين 
Woe‏ 


ماهی الدالة a cos x +b sin x‏ الاک قربا من الدالة 2x‏ :و (د) م على 
الفترة (+,5 -) . ماهو الستقیم ۵+ الأكثر قرباً. 
بوضع المشتقة مساوية الصفر» أوجد قيمة ط التي تجعل مايلي أصغرياً : 


27 
۳ 5111 X - ۷ 0 | (b, 512 xX - ¥) dx. 
0 


فارن ذلك مع معامل فتسلسلة قو ریه ,2 . ادا كان × :0 = (×) ر فما 


هی ٩6,‏ 
آو جد معاملات فو ریه ,6,0,۵ للدالة المدرجة التی تساوي الواحد على 


الفترة 7 > ×> 0 والصفر على بقية الفترة 27 > :> 7 


)1 7 ی چم 01 


4 3 
(COS X, COS X) )5111 X, SIn X) 


۲-۸-۳ آوجد كثيرة حدود لوجاندر التالية-رباعي حدود متعامد مع سید 
على الفترة 1 > > 1- 

۲۵-۳ ماه و الستقيم الأشد قربا من القطع الکافیء = «علی الفترة 
[ “× [1-. 

2377-4-1 في قانون غرام ‏ شميدت (۷) تحقق من أن "» متعامد مع ,4و وه. 

۲۷-٤-۳‏ آوجد أساساً متعامداً_نظامياً للفضاء الجزثئى المولد بالمتجهات 
(1,0,0-,1)= ۵ » (1,0-,0,1(=رa‏ ¢ d4=(0,0,1,-1(‏ . ۱ 

۲۸-٤-۳‏ طبق طريقة غرام شميدت على التجهات (1(,)۱.0-1-,1,0(,0.1-,1) وذلك 
لایجاد أساس متعامد نظامي للمستوی 0=و×+ر×+×. ماهو عدد آبعاد 
هذا الفضاء الجزئى » وماهو عدد التجهات غير الصفرية التى تظهر بعد 
تطبیق طريقة غرام - شمیدت . 

۵-۳ تحويل فوریه السريع 

في نهاية البند السابق ذکرنا متسلسلة فوریه . لقد كانت جبراً خطياً فى فضاء 

ذي مالانهاية من الأبعاد . كانت التجهات دوالاً /؛ ولقد اسقطت على الجيوب 

وجیوب التمام» فانتج ذلك معاملات فوریه . من هذه التتالية اللانهائية من الجيوب 

وجیوب التمام مضروبة بمعاملات فوریه» تمكنا من تکوین (/من جدید . هذه هي 

الحالة التقليدية التى حلم بها فوریه . إلاأنه في احسابات الحالية » سیکون التحویل 

الذي سنحسبه هو حویل فوریه ا نقطع . لایزال فوریه حیاً ولکن بعدد منته من الأبعاد . 

النظرية جبر خطي صرف قائمة على التعامد . الداخل متتالية آعداد ر ل...رر» 

عوضاعن الدوال . الخارج متتالية أخرى من الطول ذاته ‏ مجموعة مكونة من معاملات 

فوریه ,.,>...,و> التي عددها :۰ عوضاً عن متتالية لانهائية . العلاقة بين « و » خطية» 

لذا» يجب تقديمها بمصفوفة . |نها مصفوفة فوریه ۰7 تعتمد علیها تقنية طريقة الاشارات 

العددية کاملة . تحول الاشارات إلى أرقام» سواهء آتت من حدیث او صورة أو موجه 

صوتية أو اتصال سلكي (أو حتی عن البحث عن البترول) . يمكن تحویلها بالصفوفة 


۳۹ اطبر الخطي وتطبیقانه 


۴ء وبعد ذلك يكن اعادتها- لتنشىء » من جدید » الصورة الأصلية . اضافة إلى کون 
هذين التحولین حاسمين فانه يمكن اجراءهما بسرعة : 

(۱) یجب آن تکون الصفوفة ال 7 بسیطة. 

(۲) يجب آن یکون الضرب تم آو د" ۲ سریعاً. 

هذان الشرطان صحیحان . لقد عرفت المصفوفة "7 منذ سنوات وتبدو مشابهة 
قاماً ۴. في الحقيقة» ۴ متناظرة وقائمة (باهمال عامل 8) »ولها نقيصة واحدة 
هي کون عناصرها أعداداً مركبة . یخفف هذه الصعوبات کون جمیع عناصر ۶ و ۴ 
" قوی عددفرید «. عوضاعن عرض کامل للاعداد ال رکبة » سنکتفی بدراسة العادلة 
المتميزة 1="«-التي تحوي جیوباً وجیوب تمام ودوال أسية وتقع في صمیم تحلیل فوریه 
المنقطع . 

يلاحظ أنه من السهل عكس 2 . لوكان ذلك كل شيء (لقد كان كل شيء حتى 
۵ فان التحويل المنقطع سيأخذ مكانة مهمة . يوجد الآن ماهو أكثر من ذلك . 
يكن إجراء الضرب في ۴ أو في ۱ 7 بسرعة كبيرة وطريقة ذات مهارة شديدة . عوضاً 
عن "۸ من عمليات الضرب النفصلة الناتجة عن عناصر المصفوفة التى عددها ” » فإن 
جداء مصفوفة بتجه مثل ر" ۶ یحتاج» فقط » إلى ۱07 1 خطوة. نها عمليات 
لضرب ذاتها ولکنها مرتبة بطريقة جيدة. تدعی اعادة الترتیب هذه» تحویل فوریه 
السرية . 

يبدأ البند بالعدد « وخواصه ويتحرك نحو ۴ وينتهي ب 7 - التحويل 
الس يع و تطبیقاته كادمةادعنادرمه he fas transform and its‏ . يدعى التطبيق الضخم 
لذلك إلتفافاً وأساس نجاحه هو قاعدة الالتفاف . 


الجذور المركبة للوحدة 
يكن أن يكون لمعادلة حقيقية جذور مر كبة . لقد أدت المعادلة 0 -2+1 إلى ابتكار 
(و إلى :- آیضا) . ولقداعتبر ذلك حلا وانتهت المسألة . إذا تساءل آحدهم حول 


0 -:-2: لقد وجد جواباً لذلك : إن الجذور التربيعية لعدد مركب هی أيضاًء أعداد 
مركبة . عليك أن تسلم بالتر کیب ا +۰ حیث × الجزء الحقيقى و « الجزء التخیلی 
ولیس هناك ضرورة لابتکار اضافی . لكل كثيرة حدود من الدرجة ۸ مجموعة كاملة 
من « جذراً (من المکن أن تکون مركبة ومن المکن أن تکون مکررة) . هذه هی النظرية 
ال ساسية في الجبر» وكلمة مركبة تسمح باحتمال کون الجزء التخيلي 0= « ویصبح 
عندئذ العدد حقیقیا. 

لنهتم الن بالعادلة دسق من الضروري آن یکون لها آربعة جذور -یجب اا 
يوجد آربعة جذور» «ا جذر الرابع للوحدة» . الحذران التربيعيان للو احد هما 1 و 1-. 
الجذور الاربعة هي الحذور التربيعية لهذه امحذور التربيعية» إنها | و 1-و او 1-. العدد 
؛ یحقق 1 -” لأنه يحقق 1- -*:. بالنسبة للجذور الثمانية للوحدق نحتاج إلى الجذر 
التربيعي للعدد : وهذا يقودنا إلى العدد المركب ۷2/(+1)= «. تربيع « يعطي :1+2) 
02+ وهذا هو: نفسه لأن +1 يساوي الصفر . وبا أن المربع هو = :۰ لذا تكون 
القوة الثامنة 1 = =" ۷ . 





الأعداد المركبة في مصفوفة فوريه خاصة تماما . الأجزاء الحقيقية منها هی جيوب 
تام والأجزاء التخيلية منها هي جيوب : 

w =cos 6+ i sin 6‏ )۱( 
لنفرض أن الجزء الحقيقي × قد حمل على محور × وحمل الجزء التخيلي على 
محور « (شکل ۱۲-۳). لذاء فان العدد « يقع على دائرة الوحدة؛ بعده عن نقطة 
الأصل هو 5170-1 +20576 . يصنع زاوية قدرها6 مع الحور الأفقي . يدعى المستوي 
الذي يقع فيه الشكل الستوي ا مركب » ولكل عدد مركب من الشكل + ×= موضع 
في هذا المستوي . يظهر المستوي كاملا فى الفصل الخامس» حيث تظهر الأعداد المركبة 
كقيم ذاتية (حتى للمصفوفات الحقيقية) . نحتاج هنا إلى نقاط خاصة فقطء («)» 

تقع جميعها على دائرة الوحدة بسبب كونها حل المعادلة 1=" س . 
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۱۲1132 1۲12۲۷ 5 











3 ۳ 
_ ۷ < 605 20 + i sin 0 

yu Ww = cos O + ۱۱ 8 

ww real 5 
۱ * = cos 6 - 7 0 


ز - 1 - 7 © 


شکل (۱۲-۳). الستوی الرکب ودائرة الو حدة. 

كيف يكتشا حساب الق وة نون ة ٩۰1‏ حتم اه يكن إيجاد التربيع 

ماش رة: 
i sin 6 = ces” 6 - sin” 6+ 2i sin Oi cos Û.‏ + قوم) = w”‏ 

يدو ذلك سيئاً إلى أن يوضم بالقانون آخالتي المتعلق بضعفي الزاوية. ابمزء 
الحقيقي "۵:٩6‏ 5م يساوي ۰20 و الجزء التخیلی :2:00 ۰ يساوي 
8 ( لاحظ أن + لم یدخل ؛ الجزء التخيلي عدد حقیقي ) . لذاء 
يكون 


ست. ع 






+i sin 0‏ 20 ومع ۷ . بقي مربع « على دائرة الو حدة لکنه بضعفی الزاوية 
6 . يحدث ذلك توقعاً بأن للعدد "۷ الزاوية ۵ وهذا صحيح . 

هناك طريق أفضل لإيجاد قوى «. تركيب جيب التمام مع اخیب هو قوة مركبة 
سعتها الواحد وزاويتها ۵ : 





۳( 
فاعدة ضرب و ته تسج القو ی مثل ى (e*)(e”)‏ آو cee =e‏ تبقى صحصحه عندما 
یکو ن الاس تخیلیا لذا فان قوی “امد بن هی ) ا كما سبق 


۳/۳ e 





0 ل اخ EE‏ 7 
۷۳ 
للمو ة م الزاوية 86 . عندما یکون 2-1 n‏ فان للمعكوس ۱/۱ الزاوية 0 -. 


إذا ضرينا © si"‏ :+8 وم ب (6-) و :+(6-) cos‏ فان النالح سیکون ۱. لا کان 0:6 
يساوي (0-)005 (جیب التمام ژوجضی) و (6-):51 يساوي 0 - (الحيب فردی) » فان 
هذا الضرب يعطي ۱ 

sin 0= 1.‏ +0 مه = )6 6)(cos 6 - i sin‏ مزه ¡i‏ + 6ومع) - ام ام 
ملاحظة آذکر ذلك اليوم حين ورد إلى ۸/77 رسالة من مسجون في نيويورك يسال هل 
قانون آیولر(۲) صحيح . إنه حقاً مذهل عندما تفكر فيه» حيث ثلاثة من الدوال 
الأساسية فى الرياضيات تلتقى معاً من هذا الطريق الجميل . أفضل جواب لنا هو أن 


mê 


e - 1 + 6 + (i0) 1 (O) 
21 


3 


الجزء الحقيقي ....+ 1-9/2 هوجیب التمام . الجزء التخيلي ....+ 0-0/6 هو 
الجيب . القانون صحیح وأتنى أن نکون قد ارسلنا البرهان الاکثر جمالا . 

بهذا القانون» يكن حل العادلة ۰۳-1 إنها تصبح من الشکل ۳۴-1 ۰ لذاء فان 
هذه الزاوية ۵ ستنقلنا حول دائرة الوحدة وتعود بنا ثانية إلى نقطة الانطلاق . احل 


هو أن نختار 6-27 : ا جذر النونی الااصلی هو : 






لف 


القوة النونية هی ”٠ء‏ وهی تساوى الواحد. فى حالة 4 -« و8 -مء الجذران 
الا صلیان هما : 


72 1 
0 ۶ + سد ومن = و ۷۷ 
7 


تست 





1 E 
Wg = COS — +1 SIN 
4 


¥ ابر الخطي وتطبیقاته 


للجذر الرابع الزاوية "290 6 وللجذر الثامن الزاوية "6-45. إنهما 
(3608)- و =(360)ء إلا آنهما ليسا الجذرين الوحيدين من الدرجة الرابعة والدرجة 


وا د 


الثامنة للوحدة . بقية الجذور من الدرجة الرابعة هي القوى 1= , = , 1ع 1. بقية 
الجذور من الدرجة الثامنة هی القوى ۷ ,.... ۷,۷ . هذه الجذور موزعة. 
أيضاً» على دائرة الوحدة بفواصل قدرها 27/0 . هناك ملاحظة أخرى هي أن مربع و« 
هو ۾« الامر الذي سيكون أساسياً في تحويل فوريه السریع . لاحظ» أيضاً؛ أن مجموع 
ا لجذور يساوي الصفر . بالنسبة ل : = «» ذلك صحيح 0 --1- :+1 وبالنسبة لو« هو : 


000 eg ووز + + وق‎ 3Û 

Ee‏ الیر آاهن ضنرب الطرف الاسم ت الذي لاشو فة غا 

53 يصح کی Ww > WÊ‏ + و ۷اولکن [ < WwW‏ كل نقطة من النقاط الثمانية 
قد دارت زاوية قدرها ”45 ولكنها بقيت ضمن النقاط الثمانى التى كانت فيها. لأن 
الصفر هو العدد الوحيد الذي لايتغير عندما يضرب ب و« لذا فانه يجب أن يكون 


1#( 
مصفوفة فوريه وعکسها 


في الحالة المتصلة» يمكن لتسلسلة فوریه أن تعيد تکوین (+ )/ على فترة كاملة . 
وهي تستخدم عدداً غير منته من الجيوب وجيوب التمام (أو دوال أسية). في الحالة 
النقطعة ب من العاملات فقط ‏ يكون ذلك كافياً من أجل التوقع . نطلى » فقط » 
الساواة عند من النقاط الامر الذي يعطي معادلة . فى مسألة نموذجية ب4 -, 
المعادلات التي توجد ثانية القيم الأربع 24.6.8 هي : 


)١(‏ في هذه الحالة سے - گس سے سا سکس Ww‏ س . عندما یکون ۸ شفعاً فان الحذور ا 
متزاوجة. ش مجموع الجذور التكعيبية الثلائة للوحدة يساوي الصفر أيضاً دون اختصار بين 


الأزواج . 


التعامد ۳۹ 
3 )03 
2 = وع + وعم + 6 + Cg‏ 
4= وع: - وع - بع + Co‏ 
6 < بم- ۵ + 0 = Co‏ 
iC; > ۰‏ + وع - 60-۷6۱ 


المتتالية الداخلة هی 8 الخال التارجة به ,6 ,66 . تبحث العادلات 
عن الحدود الأربعة لمتسلسلة فورية المتلائمة مع الداخل في النقاط الموزعة بالتساوي 
على الفترة من 0 إلى 27 : 


تل x= Û‏ 
7 ر س [ 3 1 2 1 

عند 1 = مین + موی + و + Cû‏ 
کے و : 

عند 


x= 2 


تلك هی المعادلات الواردة فى (1) . عند 25 - تعود المتسلسلة إلى القيمة الأولى 
2 وتتابع بصورة دوريه. 

لاحظ آن متسلسلة فوریه تکتب بالشکل الركب» کترکیب فى دوال اسا من 
التكافوؤٌ : 

(۷) ci + 6 نو‎ = a, COS kx + ۰ 

الصورة المركبة وحل العاد لات (۵) لا بجاد | لعاملات :6 ; 

لیس من الصعب إيجاد ذلك . ادا جمعنا هذه العادلاات الاربع يحصل 
اختصار ضخم في الطرف الأيسر . الناتم هو 460-20 لذاء فان ,» هو 5 وهو متوسط 
المعطيات 38 . 

هناك طريقة 1 اشا 3 لايجاد | اضرب المعادلاات على ال تیب بالأعداد 


۲۳۷۹ الجر اخطي وتطبیقاته 
,1-1 ثم اجمع النتائج . کل شىء یختصر فى الطرف الأيسر سوی ,4۰ الذي يساوي 
6+8 :24 . لذاء فان :+1--رء. (لاحظ أنه مرکب) . هناك طريقة مشابهة ساب ,© و 
9 

يتوضح النموذج بالمعادلاات ذوات الشكل الصفوفی . نكتب المعادلاات الأربع 
بالصورة 76-۲ والمصفوفة هي : 


1 ۱ ۱ | 
| 0 3 
1 1 1 
+ 3 . 4 6 
۲ 1 1 1 1 
0 .3 .6 9 
1 i 1 ۱ 


هذه العناصر الستة عشر هي نفسها العاملات في (6). عوضاعن *: کتبنا 

سابقاً :و *:يساوي 1-و :هون . فى الشکل الحاضر سیکون من السهل التعرف على 
رقم الساها بط الصفو فة الشکا ذاته ١‏ 

1 | ۳ 

(1) (-) )-( 


1 
| 
] O @ FT 
] (۳ a GF 


2 
| 
سس | لح 


بكري E‏ ف الا القط اى ا مهنا 
من هو (1+1+1+1)--. مجد بقية العناصر القطريةالتي يساوي كل منها الواحد 
بالطريقة ذاتها . بالنسبة للعناصر غير القطرية» ضرب تموذجى يعطينا 0= ”+ :+ +1 . 


(تذكر أن مجموع الجذور الأربعة يساوي الصفر). بالنسبة للسطر الأخير من 
را SF‏ 3 زل حط 3 ایض آن 0 هو متو سط القیم الاربم ۰ کت ۰0 


ملا حظة بالنسبة لصفو فة قو ربه» من الطبيعى أن نرقم الأسطر والأعمدة من 0 إلى "” 
يدلا من 1 إلى « . 
النموذج الذي وجدناه أعلاه» لیس خاصاً ب4- «. لكل «۰ يمكن كتابة المصفوفة 


التي تربط بء وإيجاد معکوسها . إنها تمثل معادلة کل واحدة منها تتطلب متسلسلة 
منتهية ...+ع ٣٤‏ (« حداً) لكى تتوافق مع ۲ (في م نقطة ) . 
التوافق الأول هو عند 0 -+ : 
SYD‏ ريرق FET FEF GG‏ رن 
النقطة التالية عند 27/١‏ = × » التى تدخل العدد "7777م - مر : 


n = |‏ ۱ 
SY.‏ ۷۳ | و + ,.. عه ۷ ات + 0 


النقطة الثالثة عند 4777 = × تشمل على ااا الدی هو : 2۷ 
)| - 4۲ 


8 
,۷ < بو ل عه FEW Fao‏ وت 


تقدم بقية التقاط قوی عالية من والمسألة كاملة هي : 





۱ ۱ 1 Jo 

1 ۱۷ ۷ Yı 

1 Ww w٣ وبر ا‎ 
(A) 

وا [1 = امير 1 > بو ۱ 





في حالة 4= ۸ »يكون الجذر « هو ن» الحذر من الدرجة 4 للوحدة. بصورة 
عامة» « هو 57 وهو الجذر « الأصلي للوحدة . العنصر الواقع في السطر زوالعمود 
۸ من ۲ هو قوة ل ملا : 





عناصره 


تساه الأعدادع. نحتاج إلى E‏ فى الحالة 4×4 ۰ يحوي العکوس 


۳۷۸ ابر الخطي وتطبیقانه 


قوی :-؛ بقول آخر 1 7 قد بنیت انطلاقاً من :/1 . تلك هی القاعدة العامة » ليصدر ۴ 
عن 5 ال گت ا فانه يصنع زاویه قدر ها 7/71 (- عندما یصنع ‏ زاو به قدر ها 


71+ 1 
۳ قت اا ۱ سه‌من النوع nx n‏ انطلاقاً من ۱/۷ - 
1 ۱ 1 1 
اب + 2 پا w1‏ 
٭ ٣ w7‏ 
۱ ۹( 





7 -م)- بين ٠.‏ 21 ری (05-1) بين 


فى حالة 2 < :رو 3= يعنى ذلك أن : 














1 1 1 1 
AUS ARIUS 1 23 4/7‏ 1[ 1 
7۷ 5 1 سس" ۲ لها 7 : 1 حم 3 
| 3 3و 11۷3 عاتن 1 3 


نحتاج إلى التحقق من م أن ۴۴ يساوي مصفوفة الوحدة. 

تعد الامور على القطر الاساسي واضحة. جداء السطر زمن ۴ بالعمود زمن 
F‏ هو (1+....+1+1) ۱/۸ وهدا يساوي الواحد . الجزء لا کار صعوبه هو مایقع خارج 
القطر وذلك لبیان أن جداء السطر gr ger‏ 

لعا و رلک + رب + 1 . 1 إذاكان ۶۸ زر (۱۰) 


مفتاح ذلك هو أن نلاحظ أن هذه الحدود هی قوی الجذر الأصلى ۷-۱۳ 


1 





العدد ۷ یبقی واحداً من جذور الوحدة : ۷۲-۷۲۷۳ يساوي 11-1 . با أن 
تلا عن ۰۸ فان ۱۷ ا عرن الو احد . انه واحد من بقیه اخدور الو اقعة على 


التعامد ۳۷۹ 


ذأ الو حدة بأبعاد متساوية فما تها . جمیع هذه ا جذور تحقق = ” +...+W‏ 1+۷۷ 
0الطريقة مطابقة تماماً لا في (۵) آعلاه : الضرب ب 17 لایغیر الطرف الأیسر (لأن "1۷ 
الواقعة فى النهاية الیمنی تساوي 1 كما كان في النهاية الیسری) . لم یتغیر هذا الجموع 
عندما ضربنا ب ۷ . لذاء فان عليه أن يساوي الصفر . 

ملاحظه اليك برهاناً آخر مباشراً انطلاقاً من المتطابقة : 

(۱۲( | - ۷۳ = 1-1) +۱۷ + WP +... + WY, 

لا كان 1 -” 1# فان الطرف الایسر يساوي الصفر . لکن ۱۷ لاتساوي 1 » لذاء 
فان العامل الأخير یساوی الصفر . آعمدة ۲متعامدة-نظامية . باستثناء أخذ الأعداد 
المرافقة ( ۰۷ ۷ والقسمة على :۰ فان منقول ۴ هو 1 . 
تحویل فوریه السریع 

حلیل فوريه نظرية رائعة الا أن مایجعله مهما كو نه اشا عملا جدا . وأفضل 
طريقة لتحلیل شکل موجي إلى مرکباته هو تفکیکه والطريقة العکسية كفيلة باعادته 
إلى أصله . سره یود را اراد دا کی انا 
بدقة» بسبب جوهري : إذا اشتققت “أ وکاملتها أو نقلت × إلى +١‏ :فان الناتج هو 
أيضاً 1 مضاعف ل_* . الدالة الاسية ملاائمه » ماما » لمعادلة تفاضلية أو معادلة تكاملية 
أو معادلة فروق . تأخذ كل مركبة للتواتر طريقها الخاص ثم تتركب ضمن الحل . لذاء 
فان حلیل وتر کیب العطیات ‏ حساب ‏ انطلاقاً من « و « انطلاقاً من »6 - جزع أساسي 
تماما من الحسابات العلمية . 

نريد أن نبین أنه من المکن إنجاز ذلك بسرعة. الفتاح هو في العلاقة بين ,7 و 
ر#- والأفضل بين نسختين ل ر۴ یقعان فى الصفوفة 2 / : 


7 ۱ | ۱ | 1 
ÛL ۲ f‏ ار ۲ 1 د 
م 4 فقو رات مه ی | ] 0 

45 و کی )| 1 ۲ 





TA.‏ ابر الخطي وتطبیقاته 

تحوي ۴ قوى =« ا جذر الرابع للوحدة . وتحوي : ۴ قوى 1-ر»» الجذر 
التربيعي للوحدة. لاحظ بصورة خاصة. أن نصف عناصر ‏ ۴ أصفار. يحتاج 
التحويل ۰2*2 حتی عندما يعمل مرتين » إلى نصف مايحتاجه التحویل 4×4 من 
عمليات . بصورة مشابهة» إذا آمکن تعويض تحويل 64*64 إلى تحويلين من النوع 
2 فان العمل سینخفض إلى النصف (!ضافة إلى تكلفة جمیع النتائج). بقدر 
ماهو ۳ ومکن عملی فانه يمثل صلة بسيطة بين پم و رو« : 


251/64 ۱2 _ 323 


(W 64 ( - = Wa‏ أو ع 


يساوي البعد بين الجذرين من الدرجة ۳۲ على الدائرة ضعفی مایقابل ذلك من 
حذور الدرحة 1۶ . إذا كان 1= س فان 72-1 0 . بصو رة عامه » الحذر من الدرجة ۸ 


هو مربع الجذر من الدرجة « وذلك إذا كان 7 نصف ۸ 


(۱۳( 





سر عة 771 (حویل فوریه السریم) في الشکل القياسي الواردهنا » تتعلق بالعمل 
على الأعداد المركبة العالية الأساس 4096 -22 . ا فى سرن فوریه ۸ من 
العناصر ‏ لذا سنحتاج» بدون التحويل السريع إلى *2 -4096(7) عملية ضرب لإيجاد 
جداء” في × : یصبح تکرار الضرب بالصفوفة ۶ کبیر التكلقة . على العکس: یکن 
لتحویل سریع أن ينفذ كل ضرب في ”6×2 خطوة» فقط . ان ه أسرع باکثر من 680 مرة 
من العتاد» لأنه یستعیض عن العامل 4096ب 6. بصورة عامة» یستعیض عن 7 من 
عملیات الضرب و حيث « هو 2. يربط الصفوفة ,۲ بنسختین لور ومن ثم 
بارع فسخ من ون ر ایرآ ب نسخة من (التي هی تافهة)» لذا» ستختزل العملیات 
التی عددها م إلى +۵8 و عملية . 

تسا إلى مسرقة 1511 مکی تأكوين رفس أنه ی سکیا من وین 
لهما فقط » نصف الطول . الخنطوة الاولی هي أن نقسم» نفسه . لقد قسم التجه 


TA التعامد‎ 


(ويةدرءبوة) إلى نصفین أقل طولاً وذلك بالتفریق بين المركبات الزوجية وال رکبات 
الفر دیه : 


[- ومع CT, on‏ فا 2 23 اه و oo‏ وه ون ۷ < Cc‏ 
المتجهين 3 يلون 6 رع AY‏ 6 رع ا هاتان هما عمليًا الضربت بالصفوفة 
الصغری ,7 (تدکر آن م 7 . كما في احاله التی استدلنا ها رد ۳ فان 
العمل قد انخفض إلى النصف . المسألة الأساسية هی تركيب « يمتجهين لهما نصف 
الطول و "۰ ولقد ذکر 600 و 1:00 ماذا يجب أن نعمل : 
NET‏ کیان الم الاول والر کبات ال 7 الآخر للمتجه »,۲ << هی : 
[ وید SL‏ گر wy es‏ + ورت ۲۷ (۱4 


R=‏ لا why";‏ < ا 


لدا فان ا لخطو ات الثئلاث هی کرت » إلى ٥و ٥”‏ و و پلهما بواسطه ,۴ إلى ۲ 
و yJ”‏ نم اعادة بناء ۲ انطلاقاً من العادلاات( ۱) . 


سنتحقق بعد فترة ماإذا كان یعطی ذلك« الحقيقي . (يمكنك تفضيل بيان جريان 
على اخبر) . إن ذلك يعنى أن حساب ,7 يحتاج إلى مثلي ماتحتاجه ,"من النطوات. 
بالإضافة إلى :: عملية ضرب بالأعداد 71« الواردة في )١5(‏ . يمكن تكرار هذه الفكرة . 
ننتقل من برو إلى د۴۶ إلى می۴ . تعداد الحساب النهائي هو ۷ > وذلك عندما 
ننطلق بالقوة 2=« ونتابع الطریق كله حتی 1-- حيث لاتکون هناك حاجة إلى عملیات 
ضرب . یتفق هذا العدد مع القاعدة التي آوردناها أعلاه : مثلا العدد التعلق ب «زائداً 
« عملية ضرب إضافية » يعطي العدد التعلق ب : 


27۷ )/ - 1)) +m = nl. 


TAT‏ ابر الخطى وتطبیقاته 


التكلفة أكثر قلیلا من تكلفة الحالة الخطية» ويظهر لوغارتم 1 عملیات 
الضرب"۱(! ۷ الواردة فى (۱). مع ذلك» فان nl‏ اض کا من وزان 
حلیل فوریه النقطع فد حول بصورة کاملة بو اسطة ۴۴7 . 
نحقيق القانون (۱) لمان ی یت ۴= وز إلى جزء من "> 
(المركبات الزوجية ,ره») وجزء من امزال کب اه الفيدية یت) . إن ذلك یجزی 
قانون إلى جزأين : 
m= 1‏ 


2 يل‎ Cak + 2 j 6 و 5 0 نطابق بعاد‎ Ck 


0 = عا 
(۱۵( 
Cr:.‏ زر ۲1 Ww‏ + ن ۷ ب 


0 ع عا 


هذان المجموعان هما بالضبط ,'< و ,”7 اللذان أتيا من نصفي التحويلين ",۳ و ”عير . 
ا لجزء الأول من )١5(‏ هو تماما كما في (۱۵). بالنسبة للجزء الثاني » نحتاج إلى «+ ز 
بدلا من رو هذا یودی إلى تغيير الاشارة “ 
داخل الجموعین۰ ۷۲ یبقی ل ببرلآن ۳ اك 5 
في الخارج ا 1 sh‏ ا 

یعطی تغيير الا شارة لجزء الال من (ع۱) وبذالك یتحقت قانون ہیی لمد 
عدلت الفكرة لتضم عوامل آخری آولية ل (ليس فقط قوی 2) . إذا كان « ذاته آولیا 
فان هناك ضرورة لطريقة مختلفة تماما . 

مثال الخطوات من 4= ۸ إلى 2= ۸ هي : 


۱ “م 0 0 
د ۲ 
1 
En‏ بح وم اج ون 
۱ 





0 C3 ۲ 


تركب هذه الخطوات الثلاث بضرب ‏ في ۴ ليعطي «. لما كانت کل خطوة 
خطية ) فإنها يجب أن تنتج عن مصهو فه » ومن الواجب أن يكون حداء هذه 
المصفوفات هو ,۴ )١5(:‏ 





1 1[ 1 1 1 اند ی ۸ 6 

E E Ela 1 ۲ || [1 @& 1 

۲ 5 j Fl 1 1 1 1 1 

۱ | 1ت ] : 1 بو FF‏ *83 | 


يمكنك أن تتعرف على نسختین ل ر۴ في الوسط . تظهر في الطرف الاين مصفوفة 
المبادلة التى تفرق » إلى "» و ۰6۳ في اليسار تظهر المصفوفة التي تضرب ب بإ 1. إذا 
انطلقنا ب م2 فان على المصفوفة المتوسطة أن تحوى نسختين ل .7 . كل واحدة منهما 
ستجزأ كما ورد اعلاه . لذا »تعادل 577 تحلیلاً ضخماً لصفوفة فوريه ! المصفوفة 
الوحيدة ‏ ذات العناصر غير الصفرية التي عددها “” قد نتجت عن ه0!-! مصفوفة 
تقريباً» بعناصر غير صفرية عددها ۸1 فقط . 
7 الكاملة و الفراشة 

القطوة الأولى من 71 تغير الضرب ب ,7 بضرین ب ور = ي”. لقد حولت 
الرکبات الرقمة زوجیاً (...,و»,0») بصو رة منفصله عن (...,:>:,6). نقدم فيما يلي بیان 
جریان یتعلق ب 8 =۸ : 





8 الجبر الخطي وتطبيقاته 
الفكرة الأساسية هي تعویض کل إطار ل , ۴ بشکل مشابه يحوي إطارين ل ر۴ . 
العامل ا حدید ۱ <۷ هو مربع العامل القدے 92 نام تنلات 1۷ . بتعير النصف 
الأعلى من السان من ۴ الی 0 
00 
إلا 


وا 





0 ۳ ۳ ۳ 





بترکیب هذه البیانات » یکنك أن تری الصورة کاملة . إنها تبين الترتیب الذي تدخل 
بموجبه الاعداد ‏ إلى 27 وكذلك الراحل التي عددها ١‏ ه1 التى تدخل هذه الأعداد 
معها وهي تبین» أيضاً » بساطة النطق : 5 

تحتاج كل مرحلة إلى - من عملیات الضرب. لذا »یکون التعداد الأخير 
ه 2-0105 . تو جد فاعدة 9 لبادلة الأعداد قبل أن تدخل في ۲71 اک 
(بترتیب معکوس) في الطرف الایسر من البیان . الاعداد الزوجية تأتى قبل الأعداد 
الفردية (الاعداد التي تنتهي ب0 تأتي قبل الأعداد التي تنتهي ب ۱) ویتکرر ذلك في كل 
مرحلة. 


التعامد ۱۸۹ 


بو جرد نظام جاهز بدون تكلفة فى مصلحة البريد الإلكتروني :0۵01 (تعليماته 
فى الملحق ج ). 


000 


۱-۵-۳ 
۲-۵-۳ 
۲-۵-۳ 


5-۵-۳ 


2 0 


له 0017 ا 7 
یج كم 













سیم 


1 Û Û 4 - 


یک که 
XK 4 4‏ 
4 2 01 0 





> ۲ 
رک 0000000 
کک ای 7 ۱ 


9 3 


6 


تمارين 


ماهما ۴۶ و *2 المتعلقان بمصفوفة فوريه ذات النوع 4×4 ؟ 

ماهما الجزءان الحقيقى والتخیلی للجذور التكعيبية الثلاثة للوحدة ؟ 
اذا شکلت مصفو فه جزئية من النوع 3 للمصفوفة ° F‏ و النوع 6X6‏ 
وذلك بأن نبقى عناصر الأسطر الأول والثالث والخامس في مکانه 
وكذلك الأمر من أجل الأعمدة» ماهى هذه المصفوفة الحزئية ؟ 

ضع في المستوي ال رکب الجذور الستة للوحدة . ماهو الجذر الأصلي م" 
(أوجد جزآیه الحقيقى والتخیلی) ؟ ماهي قوة م«التي تساوي ۰۱/۷ 
ماهی قيمة المجموع Fw‏ مرب ریب ww‏ 

أوجد جمیع حلول العادلة 6-1 وجميع حلول العادلة ¡ < ۳ . 


1 اخبر الخطي و تطبیقاته 

1-6-5 ماهو مربع العدد ور« وجذره التربيعى ي الذي هو الجذر الااصلي دی 
الدرجة 128 للواحد؟ 

۷-۵-۴ حل النظام (5 ) ذا النوع 4*4 إذا كانت الأطراف اليمنى 
20 = ر(0 عر(,2 عود. بقول آخر حل ( - ۴٤‏ . 

۸-۵-۴ حل النظام السابق ذانه |ذا كان 2.0-20 ر عرف ة ار ۳ 
وحساب نم - ع. تحقق من آن ی نے ی وا 6 علو تأخذ القیم 
2,0- بلقاي ا نم رو 2 

۴٥ = يحقق ر‎ c= )1,0,0,0( إذا کان (۱ 11 ر برهن أن‎ )( 4-٥-۴۳ 
.» (ب) لنفرض الان (1,0,0,0) = ر» آوجد‎ 

1-8-7 [ذا كان 2م اکتب ود انطلاقاً من السطر الأول من (04) و وة 
السطر الثاني . إذا كان ۰-4 استخدم السطر الأول لایجاد ود و « 
والثاني ایجاد رد و ور كل ذلك بدلالة رو ۳« . 

۱۱-۵-۳۴ احسب ,2۳ «باضطوات القلاث لطريقة فوریه السريعة إذا 
كان (10,1,0)عن 

۱۲-۵-۳ احسب »,7 = با شطوات الشلاث لطريقة فوریه السريعة إذا 
کان (1,0,1,0,1,0,1,0) <۰. اعد الحساس رضي (0,1,0,1,0,1,0,۱) < 6 . 

۱۳-۲ بالنسبة للمصفوفة 4 × 4 » اکتب القوانين التعلقة ببع.رء,رع».ره وحقق أنه 
إذا كان /فردياً فإن © فردی . يكون التحه “رفردياً إذا کان 4 = ؛ 
بالنسبة ل ۰-4 هذا يعني 7/20 - :0-0 . یستنتج ذلك 
قبل » و ( 1250 ,Sin‏ 7 7 "اء ) ويؤدي ذلك إلى محویل ایب 
السريع . 

1-7 مراجعة وعرض 


لقد انتهی «النصف الأول» من ابر اخطی » وقد كان مركزاً على ۸۲-6 وهو 


TAY التعامد‎ 


يغطي أكثر من نصف فصل (على الأقل» في صف المؤلف) . لقد انطلق بالمصفوفة 
المربعة» واندفع متقدماً نحو المصفوفات المستطيلة وعاد إلى المصفوفة المربعة ۸۸. 
الفصل الأول حل النظام ۸۰-۸ بمصفوفة مربعة 4 (بالحذف) 
الفصل الثاني حل النظام ۸۰-۸ بأي مصفوفة (بالمصفوفات الجزئية الأربع) 
الفصل الثالث حل المربعات الأصغرية (بالإسقاط و ب 475- × ۸4) 

إنني حزين بسبب اختصار هذا الموضوع بهذه القائمة القصيرة . إنك لاشك مدرك 
أن فى هذه الأسطر الثلاثة كمية كبيرة من الرياضيات - وأقوال كثيرة قيلت حول كل 
منها . بالعودة إلى ماقدم» ستكون لي فرصة لعمل روابط جديدة توضحت من جهه 
أخرى . إنها اختيارية لكنها متفاوتة بالأهمية_إن الفضاء الجزئي آساسي» فعلا ويمكن 
للأفكار التي جاءت خلفه أن تأتى ضمنه عندما نعالج الاتحاد والتقاطع . 

تنطلق هذه المراجعة» كما فعل الكتاب» بالحسابات . النقطة الأساسية هي أن 
كل حل ينتج عن تحليل مصفوفة : 

الفصلان الأول والثانی : ۸-2 الفصل الثالث 0# = ۸ 
وسواء أكانت المصفوفة مربعة آم مستطيلة» فإن النظام -«۸ يرد إلى مرحلتين 
سهلتين : 
آولا دعل ثم ع انا اناد يربع دعرلا 
ار ودج قوع فىء »107 < بر :» - »8 

ثلاث من هذه الصفوفات - 1,0,8 مثلثية . الخالفة منها هى 0 . إنها دات 7 
سطراً و « عموداً فقط » نها ذات هيئة خاصة هي کون آعمدتها متعامدة. لذا فان 
0 هي مصفوفة الوحدة. حل الربعات الأصغرية 0-0 هو 075 -0 . هندسیاً 
ينتج © من السقط ذی البعد الواحد على کل عمود بمفرده. × النهائی مطابق لحل 
AA x =Ab‏ . 


وهكذا يؤدي بنا النظام ۸۲-۵ (بصورة لا إرادية تقریبا) إلى 1۷و 0۸ . ينتج 


TAA‏ ا جبر اخطی و تطسقانه 


هذان التحلیلان عن مراحل الحل . لقد كنا قريبين من التحليلات الثلاثة الأخحری وجرينا 
بها بهدف جعل النص واضحاً. لقد ذكر الأول مبكراً وكان مهماً في التطبيقات . إنه 
الشكل الخاص .4-1 أو الشكل الآخر ۸-0۷ وذلك عندما ۸ تكون متناظرة . 
الفصل الأول تحليل شولسكي 600/656 للمصفوفة المتناظرة ۸ : 

A EBE" SED EBT 
4=1 الفصل الثاني التحلیل الختزل - ۲× « مضروبا د ”×۲ لكل ۸ : تا‎ 
: ۸ الفصل الثالث ليل القيمة الشاذة لكل مصفوفة‎ 

۸ - 0, ۰ 

لننظر في كل واحد منها هفرده . 

۱- عندما تکون 4 متناظرة فان ۷ مطابقة ل "1. في هذه الحالة » يكون التحلیل 
هو ۸210 ویکون الطرف الأيمن متناظراً تماماً. يأخذ شولسکی مرحلة إضافية 
ویقسم المصفوفة القطرية 7 بأخذ الجذور التربيعية للمحاور . (بفرض آنها موجبة؛ 
تلك هي حالة «المعرءفة إيجابياً» الواردة فى الباب السادس) . لذاء تظهر ۸ بشکل جداء 
عاملین مثلئین ۷5۵ . 

نوجد هنا واقعة مثيرة : إذا انطلق شولسكي ب ۸ 4 (التى لها محاور موجبة) 
فان عاملیه سیکونان» تماما » مصفوفتی غرام ‏ شمیدت ۸ و ۸. بقول آخر : 


1 دوج کت 
A=R'R‏ ۸ لأن AA= ROTOR‏ و هآ 


۳ خ المضاريب وا الناتجة عن الحذف الغاوسي في AA‏ مطابقة للمضاريب التى تقوم 
اخ . 


مثال (مصفو فتنا الممضلة لطريقة غرام - شمیدت) 








1 4 در 
اف قن ال« 2 1 اب 4ر۸ 

1 1- 0 ۵ زر م 

1- 0 0 تح 


التعامد ۳۸۹ 


أنظر أولاً في ۸۳۸ . يضيف الحذف ‏ السطر الأول إلى السطر الثاني ثم * السطر 
لثانی إلى السطر الثالث . المحاور هي ,< ,2 . ماذا يفعل غرام شميدت ب4؟ 

إذا كانت القضية (۳ - خ) صححه ‏ فان * العمود الأول من 4 قد ضیف إلى 
العمود الثاني النتيجة هي (1.0-.-2,1) راء وهومتعامد مع العمود الأول . ثم 
iı 7 0 ۹ 2 ۹ 2‏ ۳ ك ۱ 13 1 1 , 
نضیف - العمو د الثاني الحديد إلى العمود الثالث . النتيجة هي ١‏ بت سر 0 
وهو متعامد مع العمودين الاولين : هذه هي خحطوات طريقة غرام - شمیدت وهی 
تؤدى إلى مصفوفة ذات أعمدة متعامدة : 


عم | زع سم | 
ا کک چ عن 


1 
ڍا نے 


 -[‏ 0 لا 


۱ 3 6 ۴ ر , اج 1 1 | 1 5 3 2 ت 
فى مصفو فه اکبر» سیبدا العمود الثانی ب ی ذلك نموذج لم اره ابدا من 


قبل » بأعمدة متعامدة يبدو جيداً. 

بقى علينا أن نقسم الأعمدة على أطوالها. الأمر الخاص هنا هو أن مربعات 
الأطوال مطابقة لحاور 4/4 : 
| 4ع CD‏ + ةن CEO‏ بقع ترا + U +O‏ ,2ع ل + | 
لايمكن أن يكون ذلك صدفة ! فأعمدة 1 (4)57-'4 متعامدة فيما بينها وتظهر مربعات 
آطوالها فى 7 : 

اذا کان 5= ۸3۸ فان <= ۲( 2۸۲۸ ۸ (۸) 
في الرحلة الأخيرة نقسم على الجذر التربيعي للمحاور وذلك لتنظیم الاعمدة : 
۵ “راق مدي أو هن - 001115 - A‏ 

يعيدنا ذلك إلى مصفوفة شولسکی 2*1 المطابقة لمصفوفة غرام - شمیدت ۸ . 

الشکل الثلثی ل ۸ یعکس الترتیب : طرحت مضاعفات الاعمدة التقدمة 


من الأعمدة التأخرة. إن ذلك مشابه للحذف : طرحت مضاعفات الاسطر المتقدمة 
من الاسطر المتأخرة . 1 تسجل خطوات الحذف في ۸۸ و ۸ تسجل خطوات التقویم 
نان 


1- «التحلیل الختزل» هو 1 ا -4.. مثل التحلیل التناظر 5217» فانه أكثر توازناً من 
التحلیل القدیم 4-110 ولکن من طریق آخر . عندما یکون ل 4 الرتبة ۰۶ فاننا نحتاج» 
فعلا. إلى ” عموداً في ,1 و : سطراً في ل . فالأسطر ال 7-۳ الأخيرة في يكن اهمالها 
(لانها جميعها أصفار) . الأعمدة ال 7-7 الأخيرة من ا يكن » أيضاً » اهمالها (لانها 
تضرب هذه الأسطر الصفرية الواقعة في ۷ ولن يكون لها أي تأثير) . بقينا مع او لا 
وسيكون جداؤهما أيضاً هو المصفوفة 4 : 
يكن اصفوفة رتتها + أن تحلل إلى جداء مصفوقة من النوع ۲۴ ۰۰ في مصفوفة من 
النوع ۸× ١‏ . 

في الحالة التي تحتاج ۸ إلى مبادلة آسطر مثل .۰۳۸-1 سیکون هنا بعض التغییر 
 :‏ تتکون من الاعمدة ام الأولى ۱۶1 عوضاعن ‏ . في كل حالة» ستکون أعمدة 
£ التي عددها , أساساً لفضاء أعمدة 4 وآسطر ‏ التي عددها / أساساً لفضاء أسطر 4 . 
۳ب يعد تفريق القيمة الشاذة أكثر أهمية بحيث قلام في فقرة خاصة وسيكون موضوع 
الملحق () . إنه یضع مصفوفة قطرية < بين مصفوفتین قائمتين» تعطیان أسساً للفضاءات 
الاربعة وتودیان إلى العکوس الکاذب *۸ والی «العدد الشرطي» . لقد آصبح 51/2 
(تفریق القيمة الشاذة) آساسیاً في علم الحاسوب . 


فضاءات التجهات والفضاءات اححز ثية 
نتقل من الحساب إلى الجبر الذي يبدأ جفهوم فضاءات التجهات حيث هناك 
عملیتان مكتان : 
جمع التجهات «+ × وضرب متجه بعدد×ء 


التعامد ۳۹۱ 


هاتان العملیتان سهلتان فى فضاء عدد آبعاده الذي هو المثال الواضح لفضاء 
التجهات . إن ذلك ممكن داخل مجموعة آصغر مثل الستقیمات والستویات الارة من 
نقطة الأصل في ”۸ . المجموعات الحزئية ) التي هي فضاءات متجهات بحد داتها . 
هى فضاءات جزئية والفضاءات الحزئية الأربعة هي مفتاح 9 - ندا : 

وجود × : يجب أن يقع 5 في فضاء الأعمدة (۸) 7.: يجب أن يكون ۶ متعامدا 
مع الفضاء الصفري الأيسر ( 1/47 

وحدانية × : يجب أن لايحوي الفضاء الصفري (214/.. سوى التجه الصفري : 
يجب أن يقع فضاء الأسطر في "۸ 
عندما يكون هناك حل لكل ۰ تكون الأسطر مستقلة وتكون الرتبة 7 -+. وعندما 
يكون الحل وحيداً» تكون الأعمدة مستقلة وتكون الرتبة «-7. لكل مصوفة الرتبة 
هي عدد أبعاد كل من فراغ الأعمدة وفراغ الأسطر . إذا كان 2 -: فان ۸ مربعة 
وقابلة للعکس . 

من الواضح أن هذه الفصول قد تابعت هدفاً واحداً هو فهم النظام ۰۸۰-۸ فكل 
فكرة جديدة أو تعریف با فى ذلك فضاء التجهات والاستقلال الخطي» الأساس 
والسعة» الرتبة والفضاء الصفري . الجداء الداخلی والتعامد- قدمت لانها ضرورية 
لهذا الخرض . سننظر الآن» من جديد» في الأفكار ذاتها لايجاد بعض العلاقات التي 


۱- تقاطع فضائي متجهات . الفکرة الا ساسية هي العودة إلى تعريف فضاء التجهات 
والفضاء الجزئي . ستظهر مسائل تحتاج إلى نظرء لاتتعلق بفضاء جزئي فرید أو مصفوفة 
۸ فريلة ) بل تتعلق بالصلات بين فضاءين جزئيين أو مصفوفتين . النقطة الأولى هي 
الاک أهسهمية : 


۳ ذإذا کان ۷ و۷ فضاءین جزئیین من فضاء متجهات معلوم فان تقاطعهما ۸۷ ۷ 





۳۹ الجبر الخطي وتطبیقاته 


كذلك فضاء جزئي . التجهات النتمية إلى كل من الفضاءین الجزئيين» تکوتن فضاء 
جزئیا أيضاً . 

البرهان مباشر . نفرض :و «واقعین في ۷م ۰۷ بقول آخر إنهما متجهان فى 
۷۲وایضأفي ۷. لذ.۱ لما كان كل من ۷ و ۷ فضاء متجهات بحد ذاتهما فان «+ و 
»ءيقعان في ۷ و ۷ . نانجا اجمع والضرب بعدد يبقيان في التقاطع . هندسياً تقاطم 
مستویین يران من نقطة الاصل (آو مستوین زاندین من #) هو أيضاً فضاء جزئي . 
الامر ذاته صحيح بالنسبة لتقاطع فضاءات جزئية متعددة أ وأى عدد منها مهما كان 
۳ 
مثال ١‏ تقاطع فضاءين جزئيين متعامدين فيما بينهما هو لفضاء الجزئي ذو النقطة 
الواحدة [0) اس جه مقر رید ام یف 
مثال ۲ إذا كانت مجموعتا الصفوفات الثلثية العليا والسفلى من النوع ”× على 
الترتيب ٠‏ الفضاءين الحزئيين ۷ و ۰۱۷ فان تقاطعها هو مجموعة المصفوفات القطر ية . 
إن ذلك حتماً » فضاء جزئي . جمع مصفوفتین قطریتین وضرب مصفوفة قطرية بعدد 
ینتجان مصفوفتین قطریتین . 
مثال ۳ نفرضص أن ۷ فضاء ۸ الصفري و ۷ فضاء 8 الصفری. يحون عن 
۷م ۷آصغر فضاء صفری للمصفوفة : 

اوا 

0 - © يتطلب 0= ×4 و 0 ×8 . لذاء فان على × أن يقع في كل من الفضاءين 
۲ - مجموع فضائي متجهات جرت العادة بعد دراسة وتوضيح تقاطع مجموعتين أن 
يدرس اتحادهما . إلاأن الامر غير طبيعي مع فضاء التجهات . ليس من الضروری 
بصورة عامة أن يكون اتحاد فضاءين جزئيين ۷ں ۰۷ فضاء جزئياً . لننظر فی محور × 


ومحور « فى الستوي. كل محور بمفرده فضاء جزئی ولکن إذا أخذا معاً فان 
اتحادهما لیس كذلك . مجموع (1,0) مع (0,1) لاينتمى إلى أي منهما . یقع هذا الامر 
دائماً مالم يكن أحد الفضائین از ئیین حاویاً للأخر . لذا» یکون الاتحاد فضاء جزتبا 
» فقط » في هذه الحالة (الاتحاد يتطابق مع أكبرهما) . 

رغم ذلك . ريد أن تركب فضاءين جزئیین ولكن عوضا عن اتحادهما. ننتقل 
إلى جمعهما . 


تعریف |ذا كان ۷ و ۷ فضاءين جزئیین لفضاء معلوم» فان مجموعهما ۷+۱۷ كذلك . 
يتكون هذا المجموع من جميع المتجهات التي من الشکل ۰+۷« حيث ذا أي متجه اختیاری 
من ۷ و« أى متجه اختياري من ۷ . 
لیس ذلك سوی الفضاء الولد بالاحاد ۷ں ۷ . انه آصغر فضاء متجهات یحوی 
كلا من ۷و ۴ مجموع المحور 7 مع المحور هو المستوي (- :كاملا وهو ف أي 
ن مختلفین منه (مارین من نقطة الأصل)» سواء کانا متعامدین آم لا ۰ إذا كان 
۷هو محور :و ۷ هو التصف للربع الأول (- :۰۸ فانه هکن توزیع أي متجه مثل (5,3) 
إلى (3,3) + (2,0) - بسر بر . لذاء فان ۷۷+ ۷ هو * 8 كاملا . 
مثال ٤‏ لنفرض أن ۷ و ۷ متتامان متعامدان فى "۸. لذاء يكون مجموعهما 
"۴= ۷+ ۷ . كل × يساوي مجموع مسقطیه « على ۷ و «علی ۷ . 
مثال ۵ إذا كان ۷ فضاء المصفوفات المثلثية العليا و18 فضاء المصفوفات المثلثية الدنياء 
فان ۷+۱ هو فضاء جميع الصفوفات . يكن كتابة كل مصفوفة كمجموع 
مصفوفة مثلثية عليا مع مصفوفة مثلثية دنيا بطری عديدة لأن الاقطار لاتتعين بصورة 
وحيدة - (الصفوفات المثلثية العليا والمثلثية الدنيا من نوع واحد وجميع المصموفات 
مربعة ومن نفس النوع . المترجم) . 
مثال 5 إذا كان ۷ فضاء أعمدة ۸ و ۷ فضاء أعمدة 2 فان ۷+۷۷ هو فضاء أعمدة 
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۱ لصفوفة الوسعة | 8 ۸ -<1. عدد آبعاد ۱۷+ ۷ آقل من مجموع عددي آبعاد۷ و 
۷(لانه يكن لهذین الفضاءین أن یتداخلا)» لكن من السهل ایجاد : 


عدد آبعاد ( ۷۷+ ۷) یساوی رتبه (1 )۱( 
الشيء الهم هو أن حساب ۷ہ ۷ آکثر دقة . لنفر خن اننا اعطتا الأساسيت 
.۱۰ و Wo‏ نريد الان أساساً لتقاطع هدین الفضاءین اححزئیین . حتماً لایکفی 


أن نبحث عن المتجهات « المساوية لمتجهات س . يكن لهذين الفضاءين أن يكونا 
متساویین =« وأن يكون أساساهما مختلفين . 

إليك الطريقة الأكثر فعالية . نكون المصفوفة ‏ التي أعمدتها ,۷...۷ و د...." 
نبحث عن فضاهاالصفري (0).. نردآن برهن !8 اساسا تاقد اء الت ی یودی 
إلى آساس ۷۷1 ۰۷ وأن لهذین الفضاءين عدد الابعاد نفسه . یدعی عدد آبعاد الفضاء 
الصفري بالصفرية" لذا 

عددآبعاد( ۱۷ ۷) = صفرية م )۲( 

یدی ذلك إلى فانون مهم بصفته الخاصة . لنجمع (1) و (2)» 
عدد أبعاد ( ۱۷+ ۷) + عدد أبعاد ( ۱۷ج ۷ رتبة 2 + صفرية 7 . 

انطلاقاً من حساباتنا التعلقة بالفضاءات اجزئية الأربعة» نعلم أن الرتبة زائداً 
الصفرية يساوى عدد الأعمدة . في هذه الحالة يكون عدد أعمدة 2 هوغ+: وعا أن 
يساوي عدد أبعاد ۷ و 1 عدد أبعاد ۷ فاننا نصل إلى النتيجة التالية : 

عدد أبعاد ( ۷+ ۷) + عدد أبعاد ۷م ۷ = عدد آبعاد ۷ + عدد أبعاد ۷ (۳) 
إنه قانون غير سيء . 
مثال ۷ للفضاءين # و ۷ اللذين هما مجموعة المصفوفات المثلثية العليا ومجموعة 
المصفوفات المثلثية الدنيا (من نوع واحد) عدد الابعاد المشترك ۱2+ . للفضاء 
۷ ۷ الذي يمثل جمیع مصفوفات هذا النوع عدد الابعاد م وإن عدد أبعاد 


التعامد ۳۹۹۵ 


الفضاء ۷م ۷ الذى يمشل الصفوفات القطرية يساوي کم ایوحی القانون(۳) 
بذلك 1⁄2+ ( ۱(/2+۷+) +n=n‏ ور 

سننظر الآن في برهان القانون (۳) . للمرة الوحيدة في هذا الکتاب» سیکون 
اهتمامنا بالحسابات الفعلية أقل من اهتمامنا بتقنية البرهان . إنها الرة الوحيدة التي 
علینا أن نستخدم فیها الحيلة من أجل التعرف على فضاء بطابقته مع فضاء آخر . 
لنذکر آولاً أن الفضاء الصفري للمصفوفة ‏ هو فضاء جزئي من '* “8 » بینما 6۷ ۷ 
فضاء جزئی من الفضاء الكلي ۳ 8. سنبرهن أن لهذین الفضاءین عدد الابعاد ذاته . 
الحيلة هنا أن نبين أن هذين الفضاءین الحزئيين هما» بالفعل» متكافئان وفق التقابل 
التالى : 

لنفرض أن × متجه من الفضاء الصفري للمصفوفة 2 ولنكتب المعادلة = « 
0بدلالة الأعمدة كما يلي : 


0= | ۷۲۲ ا له ا ۱ ۲۷ 11 1 ۷ + ۳ ی 4 | ۲ 1[ 1 (E)‏ 


چ 


أو 
=F WÎ a FÎ WT‏ را ا عه ۷ 1 (۵( 

لطرف الأيسر من هذه العادلة واقع في ۷ إذهو ترکیب خطي في التجهات 
,«بینما الطرف الأيمن واقع في ۱۷ با أن هذين التجهین متساویان فانهما يمثلان متجهاً « 
من م ۷. إن ذلك يو جد تقابلاً بين ( 140 و ۷م ۷. من السهل أن نتتحقق أن هذا 
التقابل یحافظ على الجمع والضرب بعدد : إذا × قابل بدو* قابل “رفان 
x‏ +× يقابل 'ر + رو عه يقابل و . علاوة على ذلك »فان كل رمن ۷م ۷ ينتج عن 
متجه وحید من ( #0 (التمرین ۱۸-۹-۴) 

إن ماسیق توضیح جيد لفهوم التشاکل التقابلي بين فضاء‌ي متجهات . هذان 
الفضاءان مختلفان ولکن أي آثر جبري سیکون علیهما واحداً. إنهما متکافتان تماما 
کل مجموعة مستقلة خطياً من الأول تقابل مجموعة مستقلة خطياً من الثاني وأي 
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آساس للاول يقابل اساسا للثاني د لا ۰ فان عددی أبعادهما متساويان وبدلك یتم 
برمان (۲) و (۳). هذا مثال من النتائج التي یسعی إليها علماء ابر وهو الطابقة بين 
كائنين ریاضیین مختلفین» كما لوكان في الأصل شین واحد( .في الواقع أي فضاءين 
لهما مجموعة المؤثرات (الأعداد) ذاتها وعدد الأبعاد النتهي ذاته » هما دوماً متشاكلان 
تقابلياً. ولكن ذلك شديد العمومية بحيث يثير اهتماماً كبيراً. تظهر فائدة ذلك عند 
مطابقة فضاءين مختلفين ظاهرياً مثل ۷م ۷ و ( 0 . 

مثال ۸ لنفر ضص أن ۷الستوی ر-× و 1۷ الستوی 1-2 : 








۱ 1 مد ال‎ TOT 
العمودان لا ولیان اساس د م 89 0 1 ۸ ات‎ 
0 0 0 ۱۱ ۷ السطران الاخیران آساس ل‎ 


رتبه 0 تساوی (۲) و ۷۷+ ۷ هي ل يحوي الفضاء الصفری (1,0-,۱.0) = و عدد 


ویتجه وفق محور الذي هو التقاطم ۷م ۷ . يصبح القانون (۳) التعلق بابعاد ۷ 
CV pW ۷‏ 2+2 - 3+1 . 


الفضاءات الاساسية للجداء ۸8 

ننتقل من أز واج الفضاءات اححزئية إلى جداءات الصفوفات . كما هوا ال 
دائما لن نهتم بعناصر ۸8 بصورة منفردة» إذ إنه من الحتمل أن لایکون هناك تشابه 
بين عناصر ۸ وعناصر 8 . بل نهتم غو ضا عن دلك ٤‏ هستوی التجهات- متجهات 
الأسطر و متجهات الأعمدة عوضاً عن العناصر - لأن بعض خواص ۸ و 8 ستنقل إلى 
جدائهما ۸۶ . وان تأثیر الاسطر والاعمدة منفر دة لا یکافی تأثیر الفضاءات التي 
تولدها هذه الاسطر أو تلك الاعمدة. تعکس هله الفضاءات الجرفية خواص 


)۱( هناك تشاكل تقابلي آخر بين فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة. عدد أبعاد کل منها/. 


التعامد فنعلا 


المصفوفة كاملة دفعة واحدة. مسألتنا الا ساسية هنا : ماهى العلاقة بين الفضاءات 
سیر هن ا واوا ر بوتا تن 
e E‏ مسي e a‏ 

8 الفضاء الصفرى للمصفوفة ۸8 يحوي الفضاء الصفري للمصفوفة‎ )١( 

(۲) فضاء أعمدة الصفوفة ۸ محتوی في فضا | اعمدة ۸ 

(۳) الفضاء الصفري اليساري ل ۸8 يحوي الفضاء الصفري اليساري ل ۸ 

۱ 8 فضاء آسطر ۸8 محتوی في فضاء أسطر‎ CE) 
البرهان سهل للغاية‎ 

(۱) إذا كان 0 = ×8 فان 0= ×۸8 . كل × من الفضاء الصفري ل8 هو أيضاً» في 
AB)‏ 

() كل عمود فی 48 ترکیب لاعمدة ۸ . 

(۳) اذاکان 0= ۸ر فان 0 ۲۱۸8 . 

(8) کل سطر من ۸8 ترکیب لاسطر 8 . 

معرفتنا لهذه الكمية الکبيرة من العلومات حول الفضاءات اححزثية الرتبطة مع 
2 نعرف أيضاً حدوداً لأعداد آبعاد ثلائة منها : 


نتيجة حقق رتبة وصفرية 48 العلاقات : 
(B).‏ بت ستل < (AB)‏ نسئل () ۳ > ركنم م (A)‏ >(48) ۱ 
ليس هناك محاولة لبرهان كون الفضاء الصفري ل48 أوسع من الفضاء الصفري 
4 الذي هو غير مؤكد. فى اخقیقة» يکن ل4 و 8 أن تكونا من النوع 2×3 و 3×2 
وعناصرهما أصفار . إن ذلك يجعل ۸ أصغر فضاء صفري ل ۸8 فى حين أن 4 


آکبر فضاءصفری ل ۸. أخيراً » لنذكر أنه إذا تكونت مصفوفة جزئية © بحذف بعض 
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أسظر ۸ (أولاشيء) وبعض أعمدتها (أولاشيء) فليس من الصعب تخمين حدود 
لرتبة © . 
۳ ض إذا فرضنا 4 مصفوفة من النوع "×١‏ رتبتهاء » فان : 

.7 رتبة كل مصفوفة جزئية لها تصغر أو تساوي‎ )١( 

(۲) توجد على الأقل » مصفوفة جزئية واحدة من النوع ۲۷۲ رتبتها تساوی. 


البرهان : سنرد #8 إلى 2 علی مرحلتین: الأولى تبقى عدد الأعمدة ثابتاً ونحذف 
الاسطر التي لانریدها فی » . فضاء آسطر هذه الصفوفة الوسیطة ۸ محتوی کما 
عق في فضاء آسطر ۸ لذا =( 4) ۲۵١۸‏ = (8) ۰۶۵۳۷ في الر حلة الثانية » ترد 8 إلى 
© بحذف الاعمدة غير المرغوبة . لذاء فإن فضاء أعمدة © محتوى في فضاء أعمدة 8 
وإذ ۲۳۵۸۲ r۲ rank‏ وهدا یحقق (۱) 

لبرهان الجزء (۰)۲ نفرض أن 8 کونت من + سطرا مستقلة من آسطر ۸ . لذاء 
فان عدد آبعاد فضاء آسطر ‏ یساوی ۳ أي أن = ( 8) 7۵۸ و آن على عدد آبعاد فضاء 
اعمدة 8 أن یکون مساوياً” أيضاً. لنفرض بعد ذلك أن © مكونة من م عموداً» من 
أعمدة 8 المستقلة» فيكون عدد أبعاد فضاء أعمدة © مساوياً « وتکون - (©) يم . 
وهذا مايتم برهان (۲) : كل مصفوفة رتبتها م تحوي مصفوفة جزئية غير شاذة من النوع 
9 
مثال لننظر مرة آخری في الصفوفة ذات النوع 3×4 
۱ 7 
۳ 
3 


سس ۲ اب 
A4 =‏ بالصفوفه الحزئية 3 |= 








9 
9 5 
3 0 


زرا کے لیا 


كل مصفوفة جزئية من 4 من النوع 3×3 شاذة آما © فليست كذلك . 
هذه النظرية لاتستحق الغالاة في الاهتمام . إنها تشبه» ظاهرياً» نظرية مهمة 


التعامد 3۹ 


هي تلك النظرية التي تلي الشکل (5-7) . لقد برهنا هناك أن کل مصفوفة ۸ تمثل 
تحويلاً قابلاً للعکس» من فضاء أسطرها الذي عدد آبعاده م إلى فضاء أعمدتها الذي 
عدد آبعاده م أيضاً .يعطي هذان الفضاءان وهذا التحویل معلومات كاملة عن ۸. 
يكن اعادة تجمیع المصفوفة الكلية عند معرفة هذا التحویل . القضية هنا هي ایجاد 
مصفوفة جزئية قابلة للعکس © هناك آمور خاصة تتعلق بتلك المصفوفة التی اخترناها . 
هذا الامر مکن ویو جد فى هذا المثال العدید من الصفوفات الحزئية القابلة للعکس 
ومن الرتبة . الشيء الوحید الذي حصلنا عليه هوتعریف مکافی» جدید للرتبة . إنها 
رتبه آوسم بقرت جزئیه غير شادة. 


المربعات الأصغرية المحملة 

لنفرض أننا عدنا قليلاً إلى الحالة الأكثر سهولة من مسألة المربعات الأصغرية 
وهی ایجاد د وهو تقدير وزن مریضء استناداً إلى ملاحظتن یط 5 ,ظ < ۰۲ مالم 
يكن هذان القیاسان متساویین» فاننا نواجه نظاماً غير متسق ععادلتین فى مجهولین : 


HEE 


حتى الآن» كنا ننظر إلى هاتين الملاحظتين بدرجة واحدة من الثقة ونبحث عن القيمة 
التی جعل ( )جک E (x-b‏ أصغرياً : 


7 dx 


القيمة الفضلة هی هنا متوسط القیاسین؛ وتأتی النتيجة ذاتها من 
المعادلة م7 4 - + ۸۲۸. بالفعل» 474 مصفوفة من النوع 1×1 وتأخذ العادلة الصورة 
+b Xx 2‏ اح . 

كملاحظة اضافية» انتبه إلى مسقط #علی الستقیم الحامل للمتجه ٠=‏ | | . 
هذا السقط هو مده » حیث ۳/5 هذه النسبه هي »أيضاء الوسط 


= 


=0 
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(و+ة) 2 . ذلك هو الجواب الطبيعي. باستثناء التحول التالی الهم من الناحية 
العهلية: 

لنفرض أن ا ملاحظتين لاتتمتعان بالدرجة ذاتها من الثقة . يمكن . مثلاً» الحصول 
على القيمة ,8 = × بواسطة مقياس دقته أعلى ‏ أو في مسألة إحصائية من عينة أوسع - 
من دقة القيمة الثانية رط = + . مع ذلك إذا حوت الملاحظة الثانية معلومات مهمة 
لاتحويها الأولى» فاننا لانستطيع أن نثق كلياً فى ,5- «. إن بسط تسوية لذلك هو أن 
نربط هاتين الملاحظتين بحملين مختلفين :۷ وأن نختار × الذي يجعل مجموع المربعات 
الحملة أصغريا : 





ewî tk bf.‏ سل ود "بو ثم 
ادا كان رضاح سر فان الا همبة العظمى مرتبطة بالملاحظة الأولى وان طريقة البحث 


عن القيمة الا صغرية تحاول ما آمکن جعل ”(ط-») کيا 5 یکا ان لحسب ١‏ بم له : 
(x - 0, ( E (x - + (‏ 211 نب 


1 
وبجعل هذا المقدار مساوياً الصفر : ل على الیل .2 : 





8 


و0 





(1) 


عوضاعن متوسط ,و ده الذي آخذناه عندما كان 1= و < ew,‏ فان Ru‏ هو 
العدل الحمل للمعطبات . إنه آقرب ای ,۸ منه إلى رط . 


من السهل ايجاد شا المربعات الأصغرية العادية اس نودي لن Ww‏ 0 1 إنها 
تصدر عن تغيير ۸ بالنظام الحديد ۱۷۸۲-۲۷۵ . يغير ذلك الحل من 5 إلى 2 في 
فخالیا : 


۸ اد‎ 1 gE 
ات‎ ١ “f 0 دملا‎ | 


بظهر فى المعادلة النظامية للمسألة الجديدة» 14 عوضاً عن 4 و ۱۷۵ عوضاً عن 


التعامد ع 5 


.. ولایوجد خلاف ذلك أي جديد» وتظهر الصفوفة ۷ ۷ في كل من طرفي العادلة 
ينتج حل ا مربعات الأصغرية للمعادلة Wb‏ = ۱۷۸۰ من : 
بط ۷ ا (A'W'WA)‏ 
ماذا يحدث للشكل الهندسی حيث آسقط ‏ على 4 × ؟ يجب أن پت ذلك 
ایضا. اسقط¿ اشا : هو نقطة فضاء الأعمدة الأكثر قرباً من ط. لكين لكلمة أكثر 
قرباً معنى جدیدعندما يشمل الطول الحمل 17 . لقد عملنا بطول محمل 1 معادلا 
لطول ۱۷ المعتاد . لم بعد التعامد یعنی أن 0 = × ر ؛ فی النظام اخحدید ‏ يصبح المعيار 
هو 0= (:110:(7)18) . وتظهر المصفوفة ۷"۷ في الوسط . في المعنى الجديد» المسقط 
و والخطاً ۸ + تسسا ميك آن ا 
یصف هذا البند الأخير جمیع ا جداءات الداخلية التي تنتج عن مصفوفة قابلة 
للعكس ۷ .إنها تشمل التركيب التناظر ۷ 0-۱۳ فقط ؛ الجداء الداخلى ل+ فى ر 
فوع ر. لاحظ آنه بالنسبة لمضفوفة قائمة 0 - ۰۱۷ حيث التركيب 0*07 < ۰0 لن 
يكون الجداء الداخلي جدیداً أو مختلفاً. ليس لصفوفة أحمال قائمة أى تأثیر لان 
دوران الفضاء يترك الجداء الداخلى ثابتاً. أي مصفوفة أخرى ۷ تغير الطول والجداء 
الداخلى . لكل مصفوفة قابلة للعکس ۰۱۷ تعرف القاعدة التالية جداء داخلياً وطولا 


جديدين ۰ 





0170) (x, yJ, = Wy) (Wx) , |x 


لا كانت 17 قابلة للعكس فانه لايمكن أن يخصص الطول الصفری لأى متجه 
(سوى التجه الصفري) . يمكن إيجاد أي جداء داخلي باعتباره تركيباً خطياً في × و « 
وكونه مو جباً عندما یکون 0-۲ » من مصفوفة معينة ۷ . 

عملياًء السوال الهم هو اختيار ۷ (آو») . يأتي أفضل جواب من الا حصائیین › 
وأصلاً من غاوس . يمكننا أن نعرف أن معدل الخطأ صفر . تلك هي القيمة التوقعة: 


2۰ با 


اليل ابر ا لخطي و تطبیقانه 
للخطأ في 0-رغم أنه من غير المتوقع أن يكون الخطأ صفراً  !‏ يمكننا » أيضاً » أن نعرف 
معدل مربع الخطأ الذي هو التباين . إذا كانت الأخطاء في القياسات :۵ مستقلة فيما 
بينها وان تباينها :6 فان الأحمال الصحيحة هي :21/0 « . الشيء الاضافی الذي 
نعلمه عن القياسات هوأنها تنعكس في تباين صغیر » والأمر الجدي آنها محملة . 
بالاضافة إلى اختلاف الثقة» يكن للملاحظات أن لاتكون مستقلة . إذا ما 
تداخلت الا خطاء - التصویت للرئیس قير مستقل عن التصویت لجلس النواب 
وحتماً» غير مستقل عن التصویت لنائب الرئیس - فان ۷۷ تحوي عناصر غير قطرية . 
افضل مصفوفة غير متحيزة 0-1۷1۷ هی معکوس مصفوفة التغاير - عنصرها زهو 
القيمة التوقعة لجداء الخطأ فى :۵ بالخطأ فى ,ط . يحوي قطرها الرئیسی التباين 62 
الذي هومعدل (الخطأ في ,8 ) ۱ ۱ ۱ 


شال : تفرض أنه قد حمن كل من لأعبي البريدج (بعد المزايدة) العدد الكلي للبستوني 
اعرا کي الل وکن میات ای 1 ,0 ,1- ی نتوين اکن 


E(e) = > )- e (0) + + )1( = 0 
29 "( < € وه‎ 0 +1 )(" = 


یی ی ان او نفسها - الا آنهما غیر متساویین لانهما 
ینظران إلى قبضتين مختلفتن . أي یحتمل أن یکون کل منهما الأعلى أو کل منهما 
الادنی وهوا الصفر إلا أن احتمال نقیض الخطأ يساوي + ۰ إذù«‏ (۱-) ل (و»,ع) م 
وإن معكوس مصفوفة التغاير هو المصفوفة : 


۲ 

نم | ترا ب | زیا 
۱ 

عه | نوا دع | ثرا 


HES 1۱. یی‎ 
2 ۷ 


ندخل هله المصفوفة يو وسط المعاد لات النظامية المحملة: 


را 


نفرض أن 5 و 7 فضاءان جزئیان من ”۸ حيث عدد آبعاد 5 هو 7 وعدد 
آبعاد 7 هو 8 . 

(آ) ماهو آکبر عدد آبعاد مکن ل آم 5؟ 

(ب) ماهو آصغر عدد آبعاد مکن ل 1م 5 ؟ 

(ج) ماهو آصغر عدد آبعاد مکن ۶+7 ؟ 

(د) ماهو آکبر عدد آبعاد مکن 7+ و ؟ 

ماهو تقاطع آزواج الفضاءات الحزئية التالية ؟ 

)1( المستوي رد مع الستوي -( في ۸ . 

(ب) المستقيم احامل ل (1,1,1) والستوی الحاوي ل (1,0,0) و (0,1,1) . 
(ج) التجه الصفري والفضاء الکلی 7 ۸8 . 

(د) الستوي العمودی على (1.1,0) والستوی العمودي على (0,1,1) 
ی 

ماهي مجامیع هذه الأزواج من الفضاءات الجزئية ؟ 

في فضاء المصفوفات من النوع 4×4 ۰ نفرض أن ۷ الفضاء الجزئي 
للمصفوفات الثلاثية الأقطار و الفضاء الجزئي للمصفوفات المخلثية 
العلیا . صف الفضاء اخزئی ۱۷+ ۷ الدی عناصره مصفوفات هیسنبرع 
-Hessenburg‏ والفضاء الجزئي 0۷ ۰۷ حقق القانون (3) . 

إذاكان ۷م ۷ حاوياً فقط التجه الصفري فان (۳) تصبح 
dim )۷ +۷ ( = dim ۷ +dim ۷‏ . تحقق من ذلك » إذا كان ۷فضاء آسطر ۸و 
۷ قضاء‌ها الصفري و ۸ من النوع ۰ والرتبة ” . ماهی آبعاد هذه 
الفضاءات ؟ 


اب 


سیم 


کا 


E 
کس‎ 


ا حبر الخطى وتطسقاته 


اعط مثالا من ۸ بحيث لايحوي ۷ ۷سوی ضفر التجهات و 
/اغير متعامد مع ۱۷ . 
إذا كان (0) = 0۷ ۷ فان 17 +۷ یدعی الجموع الباشر ل۷ و #اويمثل 
بصورة خحاصة. بالرمز 7ص ۷. إذا كان ۷مولداً بالتجهین (1,1.1) و 
(1,0,1)» اختر فضاء جزئياً #ابحیث یکون ۵۱۷۷ ۷( =. 
فسر لاذا يمكن كتابة أي متجه + من الجموع الباشر ۵۱۷ ۰۷ بصورة 
واحدة » فقط من الشکل ۷+ ۷= × (حیث «من ۷ و "من .)W‏ 
جد آساساأللمجموع ۷+۷ حيث ۷ هو الفضاء الولد 
بالمتجهين (1,0,1,0) <و«, (1,1,0,0)<,« و ۱۷ الوعد بالمتجهين- س 
(0,0,۱,۱) = ر س,(0,1,0,1) . جد أيضاً عدد آبعا د الفضاء 17م ۷وآساسا 
له . 
ين جغال» أن لیس من الضروري أن يجري الفضاء الصفري 1 ۸8 الفضاء 
الصفري 1 ۰۸ و آنه لیس من الضروري أن یکون فضاء آعمدة ۸۸ محتوی 
في فضاء آعمدة 8 . 
آوجد آوسم مصفوفة جزئية قابلة للعکس وعين رتبتها لكل من : 





نفرض أن 4 من النوع ۸× و 8 من النوع ”× ۸» حيث ”> . برهن 
أن جداءهما ۸8 شاذ . 

برهن استناداً إلى (۳) آن رتبة (۸+8) ۳ رتبة (۸) +رتبة (ظ). 

إذا كانت 4مربعة وقابلة للعکس برهن أن ل48فضاء 8 الصفری نفسه 

( وفضاء الاسطر نفسه والر تبة ذاتها). ارشاد : طق العلاقة ايشا 


ات ۱ 


۱ ۵-7-۳ 


ت 


ونيم 


۱۸-۳-۲ 


۱6-۴ 


رو 


التعامد ۱۰ 
على جداء ۸۲ ب 48. 
حلل ۸ إلى جداء مصفو فه ا من النوع 7× , فى مصفوفه لا من 
النوع ۷ - 


1 0 0 
0 1 01 


0 0 Û 
U کمجموع ۲ مصفوفة من الر تبة واحد. انشی ۶ رآ و‎ ۸ = £ U الحداء‎ 
: والمصفوفتين ذواتی الرتبة واحد اللتين مجموعهما‎ 


u 5‏ ۷ که 1 0 . 
= ۸ وكدلك سه 











E 4 8 
۸ ۶۱0 1 - 
۲ PF 3 


برهن أن تقاطع ثلاثة فضاءات جزئية من * ۸ بعدد آبعاد قدره(7) لن 
يكون النقطة (0). إرشاد : إلى أي مدى يكون صغر تقاطع الفضاءين 
الأولين ءم ؟ 
أوجد التحليل 151 - ۸ ثم عاملى شولسكي 5 اجون اون 
للمصفوفة : 


12 4 
45 12 
حقق القضية کل متجه رمن FW‏ “اياتى من متجه دواحد. فقط » 


من (4 وذلك بوصف كيف یکن» انطلاقاً عن بن > العودة إلى 
العادلة(۵) و ایجاد + . 

ماذا یحصل للمعدل الحمل (2س + ۳ / (وطدّس+ طس = س + إذا 
سعی الحمل الأول ,« إلى الصفر ؟ القیاس ,ه غير موثوق آبدا. 





انطلاقاً من من الفياسات المستقلة یی لمعدل تشيكثك 6 محملة 
بالاحمال CW sey,‏ ماهو المعدل المحمل الذي بقع محل (5؟ إنه آفضل 


تقدير عندما يكو ن التبا“ الاحصائی ‏ 21/۷ 6 . 


۲۱-۰-۴۳ 


۲۲--۳ 


۳۳ 


تب وان 


اخبر الخطي وتطبیقانه 


1 ۱ را ل‎ | e 
آوجد احداء الداخلي وفق ۲۷ للمتجهين‎ ۰۷ - | ٩ | ادا كانت‎ 


(2,3) = ×و (1,1) = «وطول دوفق ۷ . ماهو الستقیم التعامد وفق ۷ مع 


بر ۲ 


أوجد حل المربعات الأصغرية المحملة ۳3 لم دعم : 


() 0 2م 
۰ 0 
1 0 () 


p= W =‏ یت 

















0 
۱ 
1 





1 0 
1 1 
2 


تحقق من أن المسقط × , 4 يبقى عمودياً (فی ابحداء الداخلى وفق اا 
على الخطاً ,, bA x‏ ۰ 

() آفرض آنك خمنت 52200 لك مرتکباالاخطاء ,2-ء 
۱5 بالاحتمالات -, -. <. تحقق من أن خطأ التقدیر (0) 2 یساوی 
الصفر وآوجد التباین )٤(‏ 2 . 

(ب) إذا خمن الاستاذ أيضاً (أو حاول التذکر) مرتكباً الاخطاء 1,0,۱ 
بالاحتمالات 7 ۱ ۱ س ماهما الحملان ,س و ره« اللذان بعطیان للثقة 
بتقدیر اتك وتقدیر ات الاستاد؟ 

نفرض أننا آخذنا معاًء سطراًو ۾ عموداً تحوي جمیع العناصر غير 
الصفرية من مصفوفة ۸. برهن أن الرتبة لاتزید على +۰۳ ما آضخم 
كتلة مربعة من الاصفار يكن أن تقع في قرنة مصفوفة من النوع 9 ×9 
لیمکنك أن تؤكد کون الصفوفة شاذة ؟ 


و 
۷ 


ا 
۷-۳ 


۸-۳ 


٩-۳ 


ا 
بع 


۳ 


التعامد كن 


۱ آوجد طول ]۵ و آو جد متحجهن مستملین متعامدين مع 6 . 
و جد جميع المتجهات المتعاملة مع (1,3,1) و ررض اجش) اجعل منها مصمو فه 


موحل النظام 0= ×4 . 

ماهی زاوية المتجهين (1,2,2) = ط ,(2,1-,2) = ۵ ؟ 

ماهی م مسقط (1,2,2) = 6 على (2,1-,2) < 4 ؟ 

أوجد جيب ام زاوية المتجهين (4,3) و (3,4) . 

أين یقع مسقط (1,1,1) = 6 على المستوي الولد بالتجهین (1,1,0) و (۱,0,0)؟ 
هل صحیح أن النظام ‏ - ۸ یکون قابلاً للحل |ذا واذا فقط » كانم 
متعامداً مع کل من الفضاءات الجزئية الاساسية الاربعة ؟ 

ماهو الستقیم الأكثر ملاءمة للمعطیات التالية : 0 - عند 7-0و 0= م 
غيل 1 اه 12-ؤعين ۳3 ؟ 

انشىء مصفوفة اللإأسقاط م على الفضاء المولد بالمتجهين (0,1,3) و 
(1,1,1). 

ماهی الدالة الثابتة الأكثر قرباً من *د-« » وفق مفهوم الربعات 
الاأصغرية علی الفترة ۶۲0 ۱۲ ؟ 

إذا كانت © قائمة» فهل یتحقق الامر ذاته من أجل *0 ؟ 

آوجد جمیع الصفوفات القائمة من النوع 3 × 3 التي کل عنصر فیها 
يساوي الصفر أو الو احد. 

أي مضاعف ل ,ه يجب طرحه من ره لیکون الناتح متعامداً مع ره؟ ارسم 


ع 


۱-۳ 


۱۸-۳ 


۱۹-۳ 


۲۰-۳ 


۲۱-۳ 


۲۲-۲ 


نكن 
۲-۳ 


اخبر الخطي وتطبيقاته 


sin Û‏ 0 ونح 
0 0 5111 


لالم 








إذا كان كل عنصر من مصفوفة قائمة یساوی 1/4 أو 1/4-فماهی د ضخامة 


هذه المصفوفة ؟ 

افر ض آن التجهات ,4 

اعط قانوناً يعطي العامل الأول ,ء بدلالة ۸ والتجهات و . 

بای کلمات تصف ال معادلة 474 478 - والتجه 4 - م × طم= والصفو فة 

7م )P=A(AA؟‏ 

إذا كان التجهان المتعامدان النظاميان )= ري -. 2 . 2(و 
+. <<( عمودي 0 ٠‏ فما هما الصفوفتان 070 و ۵0 ؟ 

برهن آن زره (علی مستوی ,42.4) . 


...0 متعامدة نظامية و اذا كان اج و  <‏ 


اک 2 
= و , 
2 


ادا کال , 7 ااا EET‏ نظامياً ل ارج برهن آن : 
3 زد 1= , 
خطأ أم صواب : إذا كان التجهان در متعامدین وکانت م مصفوفة 


اسقاط فان ۲,۲ متعامدان اشا ۱ 

حاول ایجاد مستقیم ٥+21‏ = ۸ مار من النقطتين 2 - 
وبرهن أن العادلة النظامية تتعطل فى هذه الحالة. | 
الممتقيمات المفضلة مصغراً اا هزبکی اخطاین : 
ماهي أقرب نقطة في المستوي 20 - « + :دمن (2,1,0) = 6 ؟ 
أوجد أساساً قائماً للفضاء 3 8 منطلقاً من التجه (1-,1,1) 
يفحص جهاز ۹ X‏ الخديد ) XI(CT scanners‏ ريشن من اتات ممختلقة 
ويقدم مصفوفة تعطي كثافة العظم والنسيح : في كل نقطة واا تياف 


= مو 2- 0,1 2 و 


رسم جميع 


۲۵-۳ 


8 


۲۷-۳ 


۲۸-۳ 


۲۹-۳ 


ay 


هذه المسألة إلى استخلاص مصفوفة من مساقطها . هل يمكنك في الحالة 
2 استخلاص المصفوفة ۸ إذا علمت المجموع على كل سطر وكل 
عمود؟ 

هل يمكنك أن تستخلص مصفوفة من النوع 3 × ۰3 إذا عرفت مجامیم 
آسطرها ومجامیع آعمدتها بالاضافة إلى مجموع قطرها الرئيسي 
والأقطار الأخری الاربعة ال ازية ؟ 

أوجد أساساً متعامداً نظامیا للمستوی 0 -2 +« - + وأوجد امصفو فة م 
التى تسقط على هذا الستوي . ماهو الفضاء الصفري لم ؟ 

نفرض | 1- 1 3 ] = 4 و۷الفضاء الصفرى 1 ۸. 

3 واا و“ 

(ب) اکتب أساساً متعامداً نظامياً ل ۷ وأوجد ر۶ المصفوفة التي تسقط 
متجهات * 8 علی “۴ . 

(ج) آوجد الصفوفة رم التي تسقط متجهات * 8 على ۷ . 

استخدم طريقة غرام شمیدت وآنشیء متجهین ,4 ۰ ره متعامدین نظامیین 
انطلاقاً من (4,5,2,2) <,» و (1,2,0,0) = يه . عبر عن ,» و ره کت رکیبین في 
,و ده واکت المصفوفة المثلثية ۸ بالصورة 0۴ = ۸ . 

لأى ۸.۶.۲ برهن أن : 

(۱) اذا کان ۸۲و 0= ۸« فان ۳-0 

(۲) اذا كان 0= ×4 و 4-6 فان 0 - مم . 

ماهی النظرية التي تقوم بهذا البرهان من أجل الفضاءات الجزئية 
الا سا 

هل توجد مصفوفة يحوى فضاء أسطرها (1,1.0) ویحوی فضاژها 


الصفری 0,1,5 ۲ 


Fa 


۳۱-۳ 


FIT 


۳۳ 


فر چم 


م دس 


الحبر الخطي وتطبيقاته 


البعد بين نقطة الأصل والمستوي »= ×"ه في فضاء ذي :” بعداً يساوي 

| »| / | »| ماهو بعد المستوي 8= ×-×-ر×+ ,دعن نقطة الأصل؟ وماهو 
أقرب نقطة منها ؟ 

برهن في متوازي أضلاع تقع رؤوسه في ۷ +0۷ » أن مجموع 
مربعات أطوال أضلاعه الأربعة يساوي مجموع مربعي طولي قطريه . 
0 أو جد اساسا متعامدا تقلاس] لفضاء آغمدة : 


حلم 

۱ 
س زرا ل ما ل 
2 ہے من ے مه 


(ب) اکتب ۸ بالصورة 08 حیث آعمدة 0 متعامدة نظامية و ۶ مخلشة 
علیا. 

(ج) أوجد حل الربعات الا صغرية للنظام ۸۰۸ إذا كان (3,7,1,0,4-) = م 
و جد التقاطع ۷۷ج ۷ والمجموع ۷ +۷ إذا كان : 

() ۷ هو الفضاء الصفری للمصفوفة 4 و 1# فضاء أسطرها. 

(ب)۷ الصفوفات التناظرة من النوع 373 و ۷ الصفوفات المثلثية 
العلیا من هذا النوع . 

إذا كانت | م 7 ]-۷ مصفوفة آحمال فماهو الجداء الداخلی وفق ۷ 
للمتجهین (1,0) و (0,1) ؟ 

لحل نظام مستطیل» نعوض " 4 (غير الوجودة) بالصفوفة '4'۸('4) 
(وهی موجودة إذا كان ل ۸ آعمدة مستقلة). برهن أن هذه الصفوفة 
معکوس يساري ل ۸ ولکنها ليست معكوساً يمينياً. بالضرب من الیسار 
فى ۸,تنتج مصفوفة الوحدة؛ بالضرب من الیمین + تعطی مصفوفة 
اسقاط ‏ . 


۳۷-۳ 


۳۸-۳ 


۳۹-۳ 


التعامد 10 


أوجد المستقيم 6+۶ الذي هو أفضل ملائم للقياسات 0,1,2,5 = ط في 
الأزمنة ۲=0,1,3,4. 

آو جد المنحني ‏ 22 +0 2 « الذي یعطی ملاءمة مربعات أصغرية 
للقباسات : 

6 - «فی 1-0 4= رفى ۰-1 0-«فی 2 </. اکتب العادلات الثلاث 
التي يكن حلها إذا مر المنحني من النقاط الثلاث وأوجد أفضل © و2. 
إذا كانت أعمدة ۸ متعامدة فيما بينهاء ماذا كنك أن تقول حول شكل 
۸ واذا كانت الأعمدة متعامدة نظامية فماذا يمكنك أن تقول عندئذ 


5 


؟ 
تحت أي شرط على أعمدة 4 (التى يكن أن تكون مستطيلة) تکون ۸"۸ 
قابلة للعكس ؟ 





المحخددات 


۱-۶4 هید 
من الصعب معر فة ماذا علینا أن نقول عن الحددات . قبل سبعين سنة مضت كان لها 
آهمية واهتمام آکثر من الصفوفات التي نتجت عنها . لقد شغل تاريخ الحددات ل 
Muir‏ اربع مجلدات . تابعت الریاضیات» رغم ذلك» تغیر هذا الاتجاه» فالحددات 
تقع » حالياً » في موقع بعيد عن مركز الجبر الخطي . رغم ذلك» فانه يكن لعدد واحد 
هو قيمة المحددةء أن يعطيك معلو مات ليست قليلة عن المصفوفة . ولايزال مایقدر 
هذا العدد على عمله أمراً مدهشاً. 

اليك إحدى وجهات النظر : توفر الحددة «قانوناً» صريحاً مختصرا ومحددا 
بصورة محكمة لاشیاء رياضية مثل ۸۱. لایتغیر هذا القانون سواء آردنا حساب "۸ أو 
۵ رغم أن الحددة ذاتها قد وجدت نتيجة لطريقة الحذف. في الحقيقة» يمكن 
اعتبار طريقة الحذف انجع طريقة للتعويض بعناصر مصفوفة معينة 4 في هذا القانون . 
الأمر المهم هنا هو كون القانون العام يبين كيف تتعلق هذه الكمية التى تريدها بعناصر 
المصفوفة التى عددها # كما يوضح كيف تتحول هذه الكمية عندما تتحول تلك 
یی : 

کنا آن نقدم» فيما يلى . قائمة با لاستعمالات الا ساستة للمحددات : 

(۱) تعطي معياراً لقابلية العکس . إذا كانت محددة مصفوفة ۸مساوية الصفر 


1 


۳1٤‏ اخين الي ونما 


فان ۸4 شاذة وإذا كانت ۶0 4:4 فان 4 قابلة للعكس . إن آهم تطبيق للمحددة هو 
طائفة المصفوفات 37 - ۰۸ وان ذلك سبب اعتبار هذا الباب باباً أساسياً فى هذا الكتاب . 
لقد طرح الوسيط 1 من كل عنصر من عناصر القطر الرئیسی وستكون المسألة هي 
إيجاد قيم ( (القيم الذاتية) التى مجعل المصفوفة 7- 4 شاذة . المعيار هنا هو معرفة ما 
إذا كانت محددة هذه المصفوفة صفراً. det (A -AD) TT‏ كثيرة حدود من الدرجة 
في ۸ . لذا » فإن لها « جذراً بتعداد الضاعف منها؛ أي أن للمصفوفة « من القيم 
الذاتية . ينتج ذلك عن قانون الحددة وليس عن حسابها . 


(دوه ود .رو 4) 







(ووه :2 02۱۰ - 


تن« _ تا 


)0 ۱۱۱ ۱۱ 3 


5 
شكل (۱-4). متوازي السطوح الکون من أسطر 8 . 

(۲) تساوي محددة 4 حجم متوازي سطوح ۸ في فضاء ذي ۸ بعداًء شرط أن تنتج 

أضلاع معن أسطر ۸(شکل "70١-15‏ . عملياً» غالبا مایکون ۶ عنصر حجم لامتناه 

في الصغر» یظهر في تکامل مضاعف . آبسط هذه العناصر حجم مکعب صغیر = 4۷ 

7 ۰ كما فى ۷ ,70۰ | | | . لنفرض » من أجل تبسيط هذا التكاملء نا 


)١(‏ مكن لهذه الأضلاع أن تنتج عن آعمدة 4ء فنحصل على متوازي سطوح مختلف ولکنه من الحجم 


ذاته. 


المحددات مام 


قررنا تبدیل المتغيرات إلى المتغيرات الاسطوانية 02+ » حيث . 2 < 0,2 0,۲5۸ ومه م x=‏ 
كما نذکر » من أجل حالة المتغير الواحد» حيث يدد التفاضل :نك ليصبح »ل ( هلك /:دك) - 
عندما نضع » مکان × في التكامل الأحادي ‏ كذلك يتمدد العنصر الحجمي = 4۷ 
7 في فضاء الابعاد الثلاثة لكي يصبح :34008 » حيث الحددة اليعقوبية ذات 
أبعاد ثلاثة مشابهة لمعامل التمدد ۵۰/44 : 

2/2۲ 20 0 


J= ۱ ddr ۵۷0۵ 6 ۵ 
ddr ۵/۵ © ۳/۵ 


cos Û - sin © 0 
sin 8 ۲ 6068 8 0| 
0 0 1 


قيمة هذه الحددة هی + - .. يساوي العنصر الحجمي في الاحدائیات الاسطوانية 
العنصر الحجمي ٠44042‏ . هذا العنصر هو حجم متوازي السطوح الصغیر . 
(یظهر منحنباً إذا حاولنا رسمه ولكن من القبول اعتبار أضلاعه مستقيمة عندما تکون 
لامتناهية فى الصغر) . 

(۳) تعطي المحددة قانوناً للمحاور . نظریاً» يمكننا أن نستخدم الحددة للتنبؤ 











عن وجود محور صفري وما إذا كان من الضروري إجراء مبادلة سطرية . والامر الأكثر 
آهمية الذي ينتج عن قانون الحددة هو : ( جداء الحاور) ± < 4۶,۸؛ هذا يعني » مهما 
كان ترتیب ا حذف » أن جداء الحاور يبقى نفسه » دون النظر في الإشارة . قبل سنين 
عدیدة» كان يقود ذلك إلى الاعتقاد بأنه لیس هناك جدوى من التهرب من محور 
صغیر جداً باجراء مبادلة سطرية لأن هذا الحور سیلاحقنا . إلا أن مایحدث عادة في 
التطبيق» إذا لم نتحاش محوراً صغيراً بصورة غير عادية » فانه سینتج عن ذلك مباشرة 
محور آخر غير عادي في الکبر ؛ إن ذلك يبقي الجداء ثابتاً ولکنه یحبط الحل العددي . 

(6) تقیس المحددة ارتباط ۸۰۶ بکل عنصر من 5. إذا استبدل وسيط في اختبار 
أو إذا صلح رصد. فان "معامل التأثیر" في 420 = × هو نسبة محددتین . 

هناك مسألة آخری تتعلق بالمحددة . لیس من الصعب تحدید أهميتها ووضعها 
الخاص في نظرية ابر الخطي» فقط ؛ بل من الصعب. أيضاً » تحديد تعریفها . من 


۳۹۹ الجبر الخطي و تطبیقاته 


لواضح أن 4:4 لن تکون دالة شديدة البساطة فى :”من التغیرات ؛ خلافاً لذلك» 
سیکون من السهل جداً اکتشاف کون ۸۱ متمتعة بذلك . یتطلب القانون الصریح الوارد 
في (۳-4) إلى شرح كثير» كما أن علاقته بالعکوس بعيدة عن أن تکون واضحة. 
لیست الاشیاء البسيطة ا متعلقة بالحددة هي القوانين الصريحة التي تعبر عنهاء 
بل تلك ا خواص التي تتمتع بها . ذلك مایفرض علینا الکان الملائم للبدء . يمكن تعریف 
المحددة (وسيكون ذلك) بخواصها الثلاث الاساسية. المسألة هي إذاً؛ معرفة كيف 
يمك حساب قيمة محددة باستخدام هذه الخواص بصورة نظامية . يعيدنا ذلك إلى 
الحذف الغاوسي وإلى إيجاد الحاور . المسألة النظرية الأكثر صعوبة هی أن نبين أنه 
مهما كان الترتیب الذي تستخدم به هذه الخواص » فان النتيجة تبقی تیاس الخواضن 


يقدم البند التالي خواص الحددة ونتائجها الا کثر آهمية . ثم یعطی البند -٤(‏ 


۳) عدداً من قوانين المحددة ‏ أحدها قانون صریح ذو ! حدأً وآخر قانون استقرائی" 
والثالث هو ذلك القانون الذي يشمل الحاور (التی بها حسب عادة محددة مصفوفة 
كسرة) : في البند 5-5 » تستخدم المحددة لایجاد 4 ومن ثم لويجاد الحل ۸۱ = » ؛ 
اخیر آ نقدم قاعدة كرامر 0۷۰ . فى النهاية» نبرهن بملاحظة اختيارية تتعلق 
بالتباديل › أن هذه الخواص منسجمة فیما بینها- ائ آنه لیس هناك ۳ الا في 
التعريف 


٤‏ - ۲ خواص المحددة 

سیکون ذلك قائمة طويلة ولکن حسن احظ » هذه الخواص سهلة الفهم وسهلة 
التوضیح بثال من النوع 2 <2 . لذاء فإننا سنحقق أن التعریف العتاد للمحددة ذات 
النوع 2 2 ١‏ 


الحجددات ۳۷ 


FÎ‏ فا 
ا “ 10 


يمتلك كل خاصة فى هذه القائمة . (هناك رمزان مقبولان لحددة مصفوفة ۸ هما ا 4 
أو 4ء4 .) سنبين أيضاً أنه هکن استنتاج الخاصة الرابعة ومابعدهاء من اخواص 
السابقة . أي أن كل خاصة للمحددة تنتج عن الخواص الثلاث الأول" . 
(۱) الحددة دالة خطية فى عناصر السطر ال ول . هذا يعني أنه إذا كانت الصفوفات 
56 متطابقة من السطر الثاني وما بعده نزولا -وكان السطر الأول من ۸ تركيباً خطياً 
للسطرین الأولين من ۰8.6 فان القاعدة تقول : 46:4 هی الترکیب الخطى ذاته في ٩»‏ 
«C‏ 8 1ع1 . 

الترکیب الخطي يحوي عمليات ‏ ضرب بعدد بالا ضافة إلى جمع متجهات . 
لذاء يكن جزئة هذه القاعدة إلى جزءین : 


a 6 


ad - bc,‏ = | عجن 














+ و‎ b+b' ۴ 01 با‎ 4 7" | 
€ 7 | م ۵ ع‎ f 
ta ۳ _ .|© 5 
le | le dl 














نريد أن نؤكد أن الجزء الأول لايمثل العلاقة الخاطئة © 4۱ + 8 46 = (© + 8) 061 . 
لاييكنك جمع كل الأسطر : يكن لسطر واحد فقط أن يتغير . يعطي الطرفان معا 
اخواب ع 'ظ - .ad + ad - bc‏ 

بصورة مشابهة الجزء الثاني لايمثل العلاقة الخاطئة 4 بعل ؛ = ( 4:) 061 . 
للمصفوفة 4: العامل :في كل سطر (وأخيراً كل واحد منها يضرب المحددة ب /) . 
يشبه ذلك حجم صندوق عندما نضرب كل حرف فيه بالعدد (4). في ” بعداً» يضرب 


)١‏ نؤكد أن القواعد التالية تطبق على المصفوفات المربعة من كل حجم وبصورة خاصة. القاعدة الأولى 
التى هی حيلة بارعة ولكنها دقيقة. 


۳۸ ابر الخطي وتطبيقاته 


اخجم والحددة ب 4. إذا ضرب حرف واحد بالعدد )٤(‏ فان الحجم والحددة یضربان 
ب ؛ . هذه هی القاعدة الأولى . 

القاعدة التالية تبین أنه لایوجد شىء خاص بالسطر الأول . 
(۲) تغیر الحددة إشارتها عندما نبادل بين سطرین منها : 


ا 
E |]‏ 








FE be 586 
© 4| - مهو‎ 


ينتج عن ذلك أن المحددة تتعلق خطي ا بكل سطر منفرداً . إذا ضرب السطر ۲ بالعدد 
6 » فانه يمكننا مبادلته مع السطر الأول (مبدلين إشارة المحددة)» ثم نخرج العامل ٤‏ 
إلى الخارج (القاعدة ۱) ثم نبادل بين السطرين مرة ثانية (مبدلين الإشارة إلى التى 
انطلقنا منها) . لذاء يكن تطبیق القاعدة الأولى على كل سطر . ۱ 
للقاعدة (۲) آهمية ذاتية؛ إنها تودي إلى محددة مصفوفة البادلة . بمتسلسلة 
من البادلات السطرية» يمكننا أن نعيد مصفوفة البادلة إلى مصفوفة الوحدة . تحول كل 
مبادلة سطرية اشارة المحددة ‏ لذاء فإننا نحتاج إلى محددة مصفوفه الو حدة . انها 
آبسط القر اعد . 
(۳) محددة مصفوفة الوحدة تساوی الواحد : 


1 0 
< 1 و‎ HE 








س سا © 
اسب س اس 
ني نك نس 


تترك القاعدتان الأولى والثانية سلم القياس غير محدد ؛ القاعدة ۳ محدد ذلك . يوجد 
افضاء ذو بعد واحد» للمحددات الممكنة» تختار هذه القاعدة واحدة منها بتنظيم 
det 1= 1‏ . 

لقد توضحت الآن دعائم الحددة ولکن هذا الأمر ليس واضحاً بصورة كاملة . 
لذا نستخدم بالتدریج هذه القواعد لایجاد محددة مصفوفة . 


الحددات ۳۹۹ 


. 46:4 =0 إذا كان سطران من 4 متساويين فان‎ )٤( 
la b 
| 4 5ش‎ 





0- ا مج 


ينتج هذا عن القاعدة (۰)۲ لانه إذا بادلنا بين السطريين المتساويين» فإنه من الفروض 
أن تغير المحددة إشارتها . ولكن عليهاء أيضاًء أن تبقى كما هي لأن المصفوفة لم تتغير . 
من المعلوم أن الصفر هو العدد الوحيد الذي يمكن أن يكون له إشارتان مختلفتان» لذا 
» لابد أن یکون 44-0 . (تصبح هذه المحاكمة خاطتة إذا كان 1-= 1 كما هو الحال في 
الجبر البولياني . لذا فان )٤(‏ يجب أن تأخذ مکان (۲) كواحدة من الخواص الاساسية . ) 
(۵) العملية الأولية التي تقوم بطرح مضاعف سطر من سط رآخر لاتغیر شيئاً في قيمة 
المحلدة . 


6١‏ ع 


aû 6 
€ i 





a-lc b-ld ۱ 





۱ د ۳ 1 ۱ شیر o‏ 
في هده حالف نظهر القاعدة الاولی حدا إضافيا اا 
أن هذا الحد الإضافي يساوي الصفر . ليس لخطوات الحذف المعتادة أي تأثير على 
المحددة . 

(7) إذا حوت ۸ سطراً صفرياً فان 0 = 06:4 





؛-» لكن القاعدة (4) تؤكد 


0 Û 
2 2 
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أحد البراهين هو اضافة أحد الأسطر الأخرى إلى السطر الصفری. الأمر الذي لايغير 
قيمة المحددة وفق (2)0 وما أن الحددة ستحوى › ندال » سطرین متطابقین» فان 


١ )( وفق‎ de14 =0 


۳9 ابر الخطي و تطبیقانه 


(۷) ادا كانت 4 مثلشه فان ۸ تساوی ا جداء ,4...4 لعناصر القطر ال تمس 


بصو رة خحاصة » إذا كان كل عنصر من هذا القطر یساوی الواحد فان | = کر 0 
ê 8‏ 
Cc 0‏ 








0 ع ظ 


| = ad. 


البرهان : لنفرض أن عناصر القطر ليست جمیعها أصفاراء لذاء فان العملیات الأو لة 
ستحذف جمیع العناصر غير القطرية دون أن یتفیر شيء في قيمة الحددة (وفق ۵) . 
إذا كانت 4 مثلثية دنیا فان الخطوات. كما هو العتاد» تبداً من الحور الأول . أما إذا 
كانت مثلثية علیا فان العمود الأخير هو الذي يفرغ أولاً مستخدمین ,,» الواقع في 
القرنة الدنیا. بکل من هاتین الطريقتين» نصل إلى الصفوفة القطرية . 


“011 
D = 








Ann 


لایجاد الحددة» نطبق بصبر القاعدة (۱) : نخرج ,» خارج المحددة ثم ,ى 
وأخيراً بره. فتبقی لدینا مصفوفة الوحدة التى نعرف قيمة محددتها . 
detl > 8۱ d22 ۰۰۰ @an -‏ وم0 ... ١ da¬»‏ هع 22 det‏ 
بالقابل إذا كان عنصر في القطر صفراً فان ا حذف ينتج سطراً من الأصفار . استناداً 
إلى القاعدة (5) » خطوات الحذف لاتغير المحددة؛ واستناداً إلى (5) یژدی السطر 
الصفري إلى محددة صفرية . وبذلك تكون (۷) قد برهنت . 

عندما تكون مصفوفة مثلثية شاذة (بسبب صفر على قطرها الرئيسي) فإن 
محددتها تساوي الصفر . القاعدة التالية تبين أن هذه المحددة هی محددة كل مصفوفة 
شاذة . 
(۸) ادا كانت 4 شاذة فان 4۰۸0 ولذا كانت 4 قابلة للعکس فان ±0 1۸ء4 . 


۳۲١ الحددات‎ 

1 "| شاذةإذا و إذا فقط كان 0 = ad - bce‏ 
إذا كانت ۸ شاذة فان العملیات الأولية تژدی إلى مصفوفة 0 تحوي سطراً صفرياًء 
ینتج عن (۵) و (5), أن 4:4-0. لنفرض العکس. أن 4 غير شاذة» إن العملیات 
الأولية والبادلات بين الاسطر تؤدي إلى مصفوفة ا لایحوی فطرها الرقنت اضفار 


هذه العناصر هی المحاور , 4....., 4 ونتيجة للقاعدة (۷) نجد : det A = + det U = d Ad,‏ 
4..... حصلنا هنا على أول قانون للمحددة . تتعلق إشارة الزائد أو الناقص » استناداً 


ا 


إلى (۲) » بکون عدد المبادلات السطرية زوجیاً أم فردياً. 
الخاصة التالية أكثرها مفاجاة 
() لكل مصفوفتین من النوع 7 11) تساوي م‌حلدده جدائهما جداء محددتيهما 2 


. det (AB) = (det A) (dert 8( 


a Þ 
م‎ di 


e f 
£ fh 


| ae + bg aj + bh 
+ هك‎ 6+ 7 




















حالة خاصة لهذه القاعدة تعطی محد‌ده على آنها 1/det A‏ . 
لبي ووو 
det A‏ 


J(detA 7 ( = detAA 7" = detl = |‏ ۸ لذا 


فى الحالة 72202 » تکون قاعدة الضرب كما يلى 
(ad - bc)(eh - fg) = ) ae + bg ( (cf+ dh) - (af + bh) (ce + dg) .‏ 

فى الحالة cnXn‏ سنقدم لهذه القاعدة التي هي » بحق ‏ أقل القواعد التي قدمناها حتى 
الآن وضوحاًء برهانين مختلفين نفرض في كل منهما أن ۸و #غير شاذتین؛ إذا لم 
يكن دلك ؛ فان 48 شادة ومن السهل » فى هذه احالة ‏ التحقق من المعادلة det AB‏ 
8 . 4۶۸ = وذلك استناداً إلى (۸) حيث تصبح 0-0 . 

() لننظر فى النسبة 448/068 = (4) 4 ولنبرهن انها تتمتع باخواص 
(۱) إلى (۳). يما أن هذه الخواص تعرف المحددةفإن على (4)4 أن تكون 


۳۲۲ ابر ا-خطي وتطبيقاته 


مساوبة 464. کمثال» نفرض أن ۸ مصفوفة الوحدة فیکون بالتأکید 4 
B = 1‏ :2 بعك = (7)؛ لذاء تكون القاعدة (۳) محققة بو اسطة (4)4 . إذا بادلنا بين 
سطرین من 4فان ذلك یتحقق أيضا من أجل السطرین نفسهما من 48 وتتغیر بذلك 
(شارة 4 كما تتطلب القاعدة (۲) . ون وجود ترکیب خطي في السطر الأول من ۸ 
يؤدي إلى وجود الترکیب الخطي ذاته فى السطر الأول من ۸8. لذا » فإن تحقق القاعدة 
)١(‏ على محددة 48 مقسومة على العدد الثابت 4:8 یودی إلى تحقق القاعدة (۱) 
على النسبة (4) 2 . لذا فان (۸) 4 تتطابق مع المحددة ويكو ن06:4 = 8 46۸/46 . هذا 
هو قانون الحداء . 

(ب) البرهان الثاني آقل روعة من الأول . ینطلق بفرض 4 مصفوفة قطرية 2 . 
فینتج عن القاعدة (۱) أن 46:8 2 :هك = 28 :46 ۰ وذلك باخراج کل عنصر , 4 من 
القطر خارج سطره. من أجل مصفوفة عامة ۰۸ نرجعها إلى 2 بوساطة سلسلة من 
خحطو ات حذف غاوس- جوردان-ننتقل ولا من (۸) إلى لا بو ساطة متتالبة المخنطوات 
العتادة» ثم من ا إلى 2 باستخدام کل محور لیحدث آصفاراً فوقه . الحددة لاتتغير 
بکل ذلك إلا بانقلاب الا شارة نتيجة كل مبادلة بين سطرین . ترد الخنطوات ذاتها 48 
إلى ۰8 ویحصل التأثیر ذاته على المحددة . لقد تأكد لنا سابقاً أن القاعدة )٩(‏ صحيحة 
من أجل 28 . 

(۱۰) لنقول 4 محددة 4ذاتها ۸ 02 حتم de1‏ . 


lê ê 
b 4 











4 0 
م مج 


نعزل هناء أيضاً » الحالة الشاذة؛ إذا كانت 4 شاذة فان 47 كذلك ونحصل على 0-0 
. ادا كانت 4 غير شاذة فاننا نقر بصحة التحليل 1210 = ۶4 وتطبق القاعدة السابقة 
(9) على محددة الحداء : 


(۱) det P detA = detL det D 0 . 


الحددات ۳۳۳ 


لنجری النقل على 2100 ۲۸ فنجد 872717 -4775 ولنطبق القاعدة )٩(‏ مرة انیة 
detP' = detU" detD" ۲ ۰‏ ' 060۸ 
ان الأمر هنا آسهل ما يبدو لکون ”1 ,1,1,17 مصفوفات مثلثية عناصرها القطرية تساوي 
الواحد . استناداً إلى القاعدة (۰6۷ محددة کل واحدة من هذه الصفوفات تساوي 
الواحد وکذلك تساوی كل مصفوفة قطرية منقولها؛ "< -2. لذاء یبقی لديناء 
فقط » مصفو فات المبادلة. 

من المؤكد أن محددة ‏ تساوی إما (۱) أو (-۱) لانها نتتجت عن مصفوفة 
الواحدة بمتتالية من مبادلات الاسطر . ولنلاحظ أيضاً أن 1 -۳۳۰. (عند ضرب ”7 و 
م» یتعامل العدد (۱) من العمود الأول من مع العمود الأول من "2 ۰ دون أن یژثر 
في أي واحد موجود في الاعمدة الأخرى .) أي أن 1 <1 »4 = ۶۳ م ۰۵ وهذا 
يعني أن ل "۲ و م الحددة ذاتهاء ذلك لأن كلا منها تساوی (-۱) أو كلا منها تساوي 
(+۱). 

نستنتج من ذلك أن الجداءين (۱) و (۲) متطابقان وآن 4:47 ۸ء4 . إن هذه 
الحقيقة تضاعف قائمة الخواصء لأنه يكن تطبیق أي قاعدة تتعلق بالاسطر على 
الأعمدة : تغیر الحددة إشارتها عندما نبادل بين عمودین فیها » کون عمودین متساویین 
(آو عمود صفري) ینتج محددة صفرية » و الحددة تعای حطا کل عمود منفرداً. 
یقوم برهان ذلك على نقل الصفوفة والعمل على الأسطر . 

نری أنه جاء الوقت الذی علینا أن نتوقف فيه وآن نعلن أن القائمة قد اکتملت . 
بقي علینا » فقط أن نجد قانوناً محدداً للمحددة وآن نضع هذا القانون في الاستعمال . 


تمارين 
۱-۲-6 ماهی (24) de1‏ بدلالة 40,۸ وعلاقة 21)42 ب 40۸ عندما تکون 4 من 


Fy < النوع‎ 


اخبر اخطی و تطبیقاته 


برهن - بتنفیذ كل خطوة في الثال 2 × 2- أن مبادلة بين السطرین زو 
يمكن اجراؤها باضافة السطر :إلى السطر ز. ثم طرح السطر الجديد ز 
من السطر :۰ ثم إضافة السطر الجديد :إلى السطر ز» وأخيراً » ضرب 
لسطر نب 1-. ماهي القواعد التي يكن استخدامها لاستنتاج القاعدة 
(۲)؟ 

بتطبیق العملیات السطرية لتکوین مصفوفة مثلثية علیا ۰۷ احسب : 


J 0 0‏ 2 8 2 2 ] 
0۵ 4 8 1 ا 3 ای 
on 2.4‏ 4 اد و ی بك 
2 ۱ 0 0 3 5 2 0 


بادل بين السطر ۳ والسطر 6 في الصفوةة الثانية واحسب من جدید 
الحاور والحددة. 

ملاحظة کثیر من القراء على علم سابق بقانون الحددة ذات النوع 3 ×3 
الذي يحوي ستة حدود . (آنظر العادلة (۲) في البند الثانی) ثلائة حدود 
تتابع القطر الرئيسي وثلاثة تسیر بالاتجاه العاکس مع إشارة نقص . من 
الطبیعی أن نتقم اعدة مشابهة من أجل الحددة ذات النوع 4 × 4 ومن 
الحقق وجود ذلك ولکنهاتحعوي 24 -!4 حدا(لیس ثمانية 
حدود) . لست» بعد» متأكدا أن إشارة النقص تلازم القطر العاکس كما 
تبين ذلك التمارین التالية . 

فس راذا : 


ماهو عدد البادلات السطرية التي جعل (سطر » سطر دعقو با 
سطر 1) بالتر تیب النظامی (سطر ۰1 ۵ 4 دی ۰-1 سطر ٩6‏ متي 


یکون 45-1 ومتی یکون 1-= ۶ ۰40 لصفوفة مبادلة من النوع ۸× 


10 حيث عناصر القطر الثانوی وحدان؟ فى التمرین السابق 4= «. 


- 


أو جد محل ده مایلی : 
() جداء المصفوفتين حيث الرتبة تساوى الواحد : 








01 
3 1- 24۱2 ۸ 
2 
(ب) المصفوفة المثلثية العلیا : 
8 8 4 4 
111 زيب 
| 6 2و۶ 
2 0 0 0 


(ج) الصفو فة المثلثية الدنیا "نا : 
(ه) المصفوفة 'المثلثية العکو سة التی تنتج عن مبادلات سطریه ‏ 


نا نا سس حل 
© ٹا يخ نان 


بين كيف تنتج القاعدة (7) (0 =4 إذا حوت سطراً صفرياً) مباشرة من 
القاعدتين (۱) و (۲). 
افرضن آنك قمت بعملیتن سطریتنن عا فتلا مین : 


hik 


ء- ۱۰-۳ 


۱۱-۲-۶۸ 





0-7۷ b-md 0 ۱ 

71 5 إلى ۱ 0-۳ 6-16 
آو جد محددة المصفوفة الجديدة بالقاعدة (۱) أو بحساب مباشر 
(وتبسیط) . 


إذا كانت © مصفوفة قائمة» أي أن 1= ۰00 برهن أن 46:0 تساوی 
اواو ماهو نوع متوازي السطوح الذی یکن تکوینه باسطر (آو 
أعمدة) ٩0۵‏ 

استخدم عملیات السطر لتبرهن أن محددة فاند ور مو ند - ۱۵۱۵6۳۵7۵6 
دات النوع 3 × 3 هي 


۱ 1 ۱ 0 
det | 1 ۳ 
1 C 


a)lc - (۰‏ - عازن - ثي = 


اعد 


۳ 








هه و رح 


اخالة 4 × 4 موجودة فى تمارين الراجعة. 
(أ) تحقق الصفوفة التناظرية التخالفية 6 - - 87 كما فى : 








0 a ۵ 
K=l-a )( م‎ 
- م- و‎ Û 


اذا يكون فى الحالة ۰3۷3 × 1(۵6-) = (-) 46 ؟ من ناحية ثانية . 

der ۸6 = ۱ K‏ (دائما) . استنتج أن ۵۱1 = 8 :46- وأنه يجب أن تكون 
هذه المحددة صفراً . 

(ب) اكتب مصفوفة متناظرة تخالفية من النوع 4 × 4 بحيث لاتکون :06 


€ شا 


: صح أم خطأ مع تبریر الصحیح وتقدیم مثال معاکس في حالة الخطأ‎ ٠۲-۲-٤ 
(أ) إذا كانت 4 و 8 متطابقتین إلا من أجل القرنة الیسری العلیا» حيث‎ 
. det B =2 det A فان‎ «<b =2 a, 
. (ب) تساوی الحددة جداء الحاور‎ 
. (ج) |ذا كانت 4 قابلة للعکس و ۶ شاذة فان 8 + 4 قابلة للعکس‎ 
. (د) إذا كانت 4 قابلة للعکس و 8 شاذة فان ۸8 شاذة‎ 

. 441۸ =0 إذا كان مجموع عناصر كل سطر يساوي الصفر برهن أن‎ ۱۳-۲-٤ 

إذا كان مجموع عناصر کل سطر يساوي الواحد برهن أن 0=( -۸) 41 . 

بین» بمثال» أن ذلك لایقتضي أن یکون 1= 414 . 

۱-۲-6 آوجد قيمتي الحددتين من النوع 44 بطريقة احذف الغاوسي : 


11 FE FF 8 TEER مور‎ 
IAI 25 22 م ي [ #/ ان‎ 
de d 
3 32 33 4 E o» ود‎ 

41 42 13 44 1 0 1 ۱ 


-۵-۲ ۱ أو جد محددات المصفوفات التالية 





من أجل أي قیم للوسیط 2 تکون الصفوفة 21 - ۸ شاذة ؟ 
1-۲-6 ۱ | حسب محدده 4 بإرجاع الصفوفة إلى شکل مثلثي (القاعدتان ۵ و ۷) 


۱ | 
۱ 4 ) 
5 | 


بر 


0 B= ۽‎ = 


A = 8 








۱3 13 ۱ 
6 4 6 4 0 
و 5 


3 
6 |: 
8 0 0 














۳۳۸ اخبر الخطي و تطبیقاته 


ماهی محددات 6 AB, ۸'A,‏ ,€ ,8 ؟ 

۱۷-۲-٣‏ نفرض أن 20 --۰60 آوجد الخطأ فیمایلی : بأخذ محددتي الطرفین 
ند © 4۰) (0 )der‏ - = (ط (der‏ © )۰ لذا اما أن تکون ‏ أوح 
ذات محددة تساوی الصفر . »2 - = 60 مکن. فقطء إذا كان © أو م 
شادة . 


4 -” قوانین الحددة 
القانون الأول ورد سابقاً : 
ادا كانت 4 غير شاذة فان ۳۰۲/0 = ۸ وان 

061 ۸ ع‎ 101۳۰۲ det L det ۲۲ U 

(حداء الحاور) + = )۱( 

الاشارة 1+ هما محددتا 2۱ (آو 7 ) وهما تتعلقان بکون عدد البادلات السطرية 
زوجياً أم فردياً. العامل المثلثي يحقق ,4...4 = 0 4۵ و 1 - لا L= det‏ 161 . 
في اخاله 2 2. يكون التحليل القياسي هو : 


1 


1 ba 
0 1 








| 01 ( 
۱ )( )00 - 21 





a 5 5 1 Û 
c d| |: [1 





جداء المحاور هو ۶ -4». إذا كانت الخطوة الاولی مبادلة سطر فان 


. ۱ dll ۱ 0۱۱ 0 | ۵ 
واكك‎ i Û 7 | a/c | ۱ 0 (cb - ۷۵ ۱ 0 1 | 





ويكون». ام جداء الحاور مساویا del A‏ - . 


مثال لقد كان لمصفوفة الفرق الحدود الواردة في الفقرة ۱- ۰۷ التفريق ۸ 
LDU‏ = : 


الحددات ۳۳۹ 





2 -[ 2 
| 2 -[ 3/2 
-[ 2 | ]د‎ 3/4 
. =[ ۱ 
-[1 2 (n + 1)0 


محددنها هی حداء محاورها : 


det A = 2 


Al دنا‎ [ 
3 


1 

55 |=n+1 
إن ذلك هو طريق حساب المحددات باستثناء مصفوفات خاصة جدأً. يعطي النظام‎ 
الوارد فى الملحق 3 4 من الحاور . فى أاحقیقة » الحاور هی نتيجة تكثيف‎ 
لعلومات أساسية وزعت على عناصر المصفوفة . من وجهة نظر نظرية» مهما يكن‎ 
الام فان لتکثیف العلومات فى الحاور محذورا : لیس من المکن اکتشاف تأثیر‎ 
تغییر آحد العناصر على الحددة . لذلك نعتزم الان إيجاد ترکیب صریح لحددة بدلالة‎ 


عم لوا 
e‏ عم 


عناصر ها . 


من أجل 2 و2 قد بينا أن القانون Cb‏ - 4 صحیح . من أجل 3 د و6 القانو ن 
المقابل معروف آیضاً بصورة جيدة : 











1 


3 ۵ #13 021 ۱ 
حول رح درك FT‏ رتك دحك مرك + d11‏ جحجك رن + 0 
Re 5 1 e‏ 7 نف E‏ = | 6124 ]6 [جحك | 
231 ۰ 433 821 ۱2 - 32 321 0 4 - | ظ 
33 37 1 | 


هدفنا استنتاج هذه القوانین مباشرة من الخواص ۳-۱ الواردة فى البند السابق . إذا 
تمكنت من معالحة ا حالتين 3= 2.۸ = « بطريقة منتظمة بشکل کاف. فانه يمكنك النظر 
في جمیع الصفوفات . 

ای پیت مكنا رن كل سر س 4 إلى باب وق ارات 
الا حداثبة المختلفة : 


۳۳ اجو ای واه 


للك 0+۱0 ع]ع<(0 ع] , إم ۵+۱0 ماع<اظ la‏ 


ثم نطبق الخاصة الخطية على كل سطر بمفرده . ولا على السطر الأول ثم على السطر 


الثانی : 


ا 





0 
le dd 


7 1 
0 dd 











(۳( 


0 10 1 
0۱10 ۱ 








3 
cC Û 





من أجل مصفوفة من النوع «< ۰۰ سيوزع كل سطر إلى أجزاء عددها ۸ وفق 
الاتجاهات الاحداثية . لذا سيكون لدينا بالنشر "من الحدود : في حالتنا 4 =2 . لحسن 
احظ » كثير منها (مثل الحد الأول والحد الأخير فى المثال الوارد آعلاه) سيكون بصورة 
آلية مساوياً إلى الصفر . ذلك لأنه سيكون سطران. في أحد الاتجاهات الاحدائية 
أحدهما مضاعف للآخر» وأن : 


0 6 
)( 2 


a Û 
لا حم‎ 





.0 ظ ,0 - 
يوجد هنا عمود من الا صفار لذا » تكون المحددة صفراً. من أجل ذلك » نوجه انتباهنا 
إلى الأسطر التي تتجه في اتجاهات مختلفة ؛ قد تأتى ا حدود غير الصفرية فى مختلف 
الأعمدة. لنفرض أن في السطر الأول عنصر غير صفري واقع في العمود 0 
وفي السطر الثاني عنصراً غير صفري واقع في العمود ۰8 وأخيراً » في السطر الأخير 
ذي الرقم ۰ عنصراً غير صفري واقع في العمود ۰۷ آرقام الأعمدة 0.8.....۷ جميعها 
مختلفة فيما بينها؛ ليست هي سوی ترتيب جديد أو تبديل للأعداد «...,۱,2 . من 
أجل الحالة 3 × 3 يوجد ستة حدود من هذا النوع : 
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نعيد ونقول + یجب أن یکون للنشر 27 -:3 حدا؛ جمیعها سوی 6 !۰3 آصفار 
سيب تکرار عمود . بصورة عامة یبقی ! « حدأْ. (یوجد « اختیارا من أجل العمود 
الأول 0 ویبقی 1- « اختیارا من أجل العمود ۵ واا بق اختیارواحد للعمود 
الأخير ۷-نستخدم عموداً واحدا فقط » في كل مرة عندما نمر على جميع الأسطر) . 
بقول آخرء يوجد !۸ طريقاً لتبديل الأعداد «....1,2. (ننظر فى متتالية أرقام الأعمدة 
لنجد التبديل ا مرافق .) تنتج الحدود الست في (4) من الأعمدة التالية : 
A, 1,3), )3, 2, 1‏ هو سا ,1 (lL, 2, 3), (2, 3. TG,‏ زه (O, B,‏ 
هذه هي جميع متبادلات (1,2,3) التي عددها 6= !3؛ المتبادلة الأولى هي متبادلة 
المطابقة . 

لد آرجعت الان محددة هال ست محددات مختلفة وبسيطة جداً . إذا 
أخر جنا العناصر ره خارج رمز الحددة. نجد حداً مقابل کل واحدة من هذه التبادلات 
ال 
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detA = رره‎ d22 دج‎ + 212 023 031 + 013 42 2 
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۳۳۲ اجیر ای و تطبیقانه 


کل حد هو جداء 3= ۸ عناصر من ,»۰ حیث کل سطر وکل عمود تمثل بواحد منها . 
بقول آخر یوجد حد يقابل كل طریق بقطع الصفوفة مارا بکل عمود مرة واحدة . إذا 
ادما الا عمد تالعر تیب (0,...,۷) فان هذا الحد هو جداء العناصر ,,0....,» کحددة 
مصفو فه التبديل ,م . محددة المصفوفة كاملة تساوي مجموع هذه ا حدود وهو القانون 


للم (بمت ۰.۰ 828ع(۵) < د ۸ 061 00 
6 


من أجل مصفوفه من النوع cn Xn‏ يضم هذا الجموع جمیم الشبادلات (0,..۷)< 6 
للأعداد ( #,.....1) =ه التي يساوي عددها ! . تعطي التبادلة آرقام الاعمدة التى غر 
عليها عندما نهبط على أسطر المصفوفة وتحدد أيضاً مصغوفة المبادلة ,2 : حيث تظهر 
الوحدان في .۶ في المواضع التي كانت فيها احروف » في المصفوفة الأصلى ۸. 

بعى علينا » فقط » إيجاد محددة ,2 لما كانت المبادلاات السطرية حول ب إلى 
مصفوفة الو حدة» وكل مبادلة تقلب إشارة الحددة لذا »فان ,/ تساوى ا أو 1ك , 
تتعلق الا شارة بكون عدد ا مبادلات زوجياً أم فردياً . 


1 
0 


تتطلب الأولى مبادلة واحدة (بين السطرين الثانى والثالث)ء لذا ءفإن 1- -,مغ46. 
فا الثانية فتحتاج إلى مبادلتین لتعود إلى الطابقة (مبادلة السطر الاو ل مع الثاني متبوعة 
بمبادلة الثاني مع الثالث) . لذاء فان 1 -:(1-) = ,۴ . هاتان إشارتان من الإشارات الست 
التي تظهر في (۲). 

العادلة (1) عبارة صريحة للمحددة ویکننا بسهولة حقیق الحالة 2 *< 2 حيث 


/ 


)0,]0,۷( تم ری متتالبة الااعمدة (1,3,2) ع‎ P= 





=۶ حيث متتالية الأعمدة (3,1,2) =6 





التبادلات التی عددها 2 !2 هی (2,1) < 6 و 12 <6. لذا» یکون : 


1 ۵ 
0 1 


لايمكن لأحد أن ينكر أن القانون الصريح (7) سهل بصورة متميزة ومع ذلك» 
فإنه من الممكن رؤية لماذا يتمتع بالخواص ۰۳-۱ إن الخاصة ۳ التي تقول إن 401-1 
هي طبعاء أكثر الخواص سهولة ؛ جداءات العناصر ,۾ تساوی دوما الصفر باستثناء 
الخداء التعلق عتتالية الااعمدة الخاصة («....,1,2) = ٠٠‏ التى هی التبدیل الطابق وهو 
الذي يعطي 1 -46:1. يمكن التحقق من الخاصة الثانية في البند التالي» لان آکثر اهتمامنا 
هنا» منصب على الخاصة الأولى : تتعلق الحددة بصورة خطية بالسطر الأول 
,ه...... ۰6 لرؤية هذه التبعية » ننظر فى حدود القانون (6) التي حوي ,۰. تظهر هذه 
الحدود عندما نختار من أجل العمود الأول 1=»» تارکین بقية عناصر التبدیل 
8....۷) = 6 لبقية آرقام الأعمدة ( 1.... 2 . جمع کل هذه الحدود» بعضها إلى بعض 

,0,۸ حيث معامل ,© هو : 

۳ زر ابا‎ OEP 


1 أو ac - bc‏ ) رجت ورت - جح رق ع 0 1 | det‏ رجن درق + det‏ دجن det A =a,‏ 














تنطلق من “a‏ فان القانون (6) يصبح : 


In °‏ 4 ,2 + ند در شا جر + رش رر6 ع (A) det A‏ 


مثال فى حالة المصفوفة 13 تعطی طريقة س 


۳ 13 << = ددكه 5۱ 23 + ( 33 [ 17 - 1 153( 1|2 + ( دج دحك “° 633 د1)) إن = ۸ )4( 


حیث کتبت العوامل الرافقة ,۸,۸,۸ ضمن ثلاثة آزواج من الأقواس 


نشر 46/4 فى عوامل مرافقة 
ريد الآن أن نقدم قانوناً آخر للمحددة. إذا كان ذلك یعنی الانطلاق مرة آخری 


۳۳۶ اخبر الخطي وتطبیقانه 


من لاشیء فان الامر سیکون كبيراً. لکن هذا القانون قد اکتشف سابقاً وهو القانون 
(8)» النقطة الوحيدة التي بقيت علينا هي تعين العامل الرافق .4.. 

من المعلوم أن العدد ,۸ يتعلق بالأسطر «....2؛ السطر الأول قد خصص للعامل 
,4. كما أن ,ه قد خصص للعمود زر لذاء فإن على عامله المرافق ,4أن يتعلق بصورة 
كاملة بالأعمدة الأخرى . لايمكن استعمال سطر أو عمود مرتين في الحد ذاته وهذا 
مافعلناه عند توزيع المحددة إلى المجموع التالی : 
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من أجل محددة من المرتبة «n‏ يعطي هذا التوزيع محددة من حجم أصغر (تدعى 
الصغيرات) وهي من المرتبة 1- ”. يمكنك أن تلاحظ المصفوفات الجزئية من النوع 
2 التى تظهر فى الطرف الأيمن . تنشأ المصفوفة ,/۸ عن المصفوفة الأصلية» من 
حذف السطر الأول والعمود ز. كل حد في الطرف الأيمن هو جداء ره بمحددة ,/۸- 
مضروباً بإحدى الإشارتين زائد أو ناقص الموافقة . تتناوب هاتان الاشارتان عندما 
نسیر على طول السطر . يأخذ العامل الرافق الصورة التالية : 
det ۷‏ " 1-17 کد 
مد ) مثلاء أن العامل المرافق الثاني ۸هو 4 a‏ ) الذي هو ,۷ 06۱مضر وبه ب(1-) . 
يمكن اجراء هذه الطريقة ذاتها على كل مصفوفة مربعة من أي حجم . وبنظرة فاحصة 
للمعادلة (7) + ناكد لدینا أن ,4 هي محددة الصفوفة ,۸۸ الواقعة في الزاوية الیمنی 
والدنیا من الصفوفة الاصلية ۸. 

هناك نشر مشابه من أجل أي سطر آخرء مثل السطر :» يمكن برهانه بالبادلة 
بین السطر : والسطر الأول : 
٤‏ ب الحددة ترکیب للسطر :مع العوامل الرافقة لعناصر السطر : 


(ê) det A=a A +a, A, + ... +a A, 


e 


العامل الرافق ,۸ هو محددة المصفوفة ۸۸ مزودة بالاشارة الو افقة : 
A )-1( det ۸, .‏ ۱۱( 

تتکون ۸ بحذف السطر : والعمود رمن ۸. 

تعبر هذه القوانین عن 4۸ بتركيب فى محددات من الرتبة ۰۰-۱ لذا 
یکننا تعریف الحددة بالاستقراء في ۰ . من أجل مصفوفة من النوع ۱ × ۰۱ 
نقبل أن , 4 - ۰۵0۸ ثم نطبق القانون (10) على التتالي لتعریف محددة الصفوفة ذات 
النوع 2 والصفوفة 23 3 وهكذا حتی النهاية . لقد فضلنا تعريف المحددة 
بخواصهاء تلك الخواص التي يمكن تفسيرها بسهولة كبيرة ومن ثم استخلاص القانون 
الصريح (1) والقانون الاستقرائى (10) من هذه الخواص . 

آخیرآ توجد نتيجة أخرى لكون 40۸ = 4:4 . تجيز لنا هذه الخاصة النشر 
حسب العوامل المرافقة لعناصر عمود عوضاً عن عناصر سطر ؛ فنجد لكل / : 

° ور 04 + ...۲ ره ره + رفن ه < ۸ det‏ ¥3( 
البرهان» ببساطة» هو نشر 46:87 حسب العوامل المرافقة لعناصر سطرها زالذی هو 
العمو د زفي ۸. 
مثال لننظر في مصفوفة الفروق دات النوع 4 4 .: 


2 = 0 Û0 
lll EM | 
د © 8.4 کي‎ 

0 ©0 -1 2 


الا صفار . هناء السطر الأول يعطى حدين فقط . يأتى العامل الرافق ل , » من حذف 
السطر (۱) والعمود (۰)۱ الامر الذي يترك مصفوفة من النوع 3 × 3 ومن الشکل ذاته : 


0 
۸ = 





1 1 





دم ت وم 


0 
| ار 








3 0 1- ا-] . 
ار FT‏ ۵8 +<|1- 2 0 اهن CD‏ 
" ۴ 2 - 0 








لاحظ العامل الرافق الذي يجب آخذه في الرحلة الاخيرة ! في هذه الرة » الاختيار 
المفضل هو العمود (۱). بقي لدینا محددة من النوع 22 من الصورة ذاتها؛ إنها 
العامل الرافق للعنصر الاصلي ۱--,». بالجملة» آعطی السطر (۱) : 
. دشاع0 - (دفاعل)2 = 4 det A‏ 

إذا طبقت هذه الفكرة ذاتها على مصفوفة من النوع 5<5 أو 6×6 أو اومن 
الشکل ذاته (محددات فروق) مد : 

. دم شاءل - ) i detA, = 2(delA,.,‏ 
ما آننا نعرف أن 2= ,3,0۱۸ ,۸ء4 فان هذا القانون التراجعی يعطينا محددات 
المصفوفات المتزايدة في الحجم . في كل مرحلة تكون محددة المصفوفة ,۸ مساوية 1+" 
لانها تحقق العلاقة (13) : 

7 + 1 < 2) ( - )7-1( 


الجواب ۱+« متفق مع جداء الحاور وفق منطلقنا لهذا البند . 
مارين 


: أوجد من أجل المصفوفة‎ ١-۳-٤ 


0100 
Û‏ تا 1( 
1 0 1 0 
0 1 0 ۱0 
الحدود غير الصفرية » فقط . التی تظهر فى القانون (7)- الطريقة 


الوحيدة هي اختیار أربعة عناصر من أسطر مختلفة وأعمدة مختلفة وعدم 


A= 


E 


۵-۳-۶ 


الحددات ۳۳ 


اختیار أي صفر . بعد تعيين الفردي والزوجی من التبادلات الوافقت 
احسب 461۸ . 

استخرج منشور محددة الصفوفة السابقة في عوامل مرافقة وفق سطرها 
الأول وارجع 40۸ إلى محددة من النوع 3×3 . قم بالعمل ذاته بالنسبة 
لهذه الحددة (انتبه للإشارة "(1-)) وأعمل » أيضاً » الشیء ذاته من أجل 
الحددة الناتجة ذات النوع 22 . احسب أخيراً 46:4 . 

صح أو خطأ 

.۸ محددة 5145 تساوی محددة‎ )١( 

(۲) إذا كانت 46:4-0 فان واحداً. على الأقل. من العوامل المرافقة 
يساوي الصفر . 

(۳) لمصفوفة عناصرها أصفار ووحدان محددة تساوي 1 إو0 أو 1- . 
(]) أوجد التحليل 11 والمحاور والمحددة لمصفوفة من النوع ۰4*4 كل 
عنصر ,4 فيها يساوي أصغر العددين :و ز. (اكتب هذه المصفوفة) . 

(ب) آوجد المحددة إذا كان , ۾ يساوي أصغر العددين ,7و / حيث 

۰۷,2 ۰7,26 ۰,28 10-,. هل يمكنك إعطاء قانون عام من أجل أي 


چ 5 
اعداد ۸ مق nS n,‏ >( > ور ؟ 


نفرض آن ,0 مصفوفة ذات آقطار ثلاثة ومن النوع( ۸× ۸) ؛ تتکون عناصر 


آقطارها من الاعداد 1-,1,1 : 





TTA 
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الجبر الخطي وتطبيقاته 


بالنشر وفق العوامل المرافقة للسطر (۰)۱ برهن أن , , 82+ , 2 =, 9.یودی 
ذلك إلى متتالية فيبو ناتشى .....1,2,3,5,8,13 المتعلقة بالمحددات . 
أفرض أن , 4 مصفوفة الأقطار الثلاثة حيث يقع العدد 1 في كل مكان 
فى الأقطار الثلاثة : 








لتکن , 2 محددة , 4؛ نريد أن نحدها . 


(أ) انشر وفق العوامل المرافقة للسطر الأول من ,4 لكي تبرهن أن 


2 D, ۳ DD 3 1 


(ب) انطلق من 2-1 و 2,20 وأوجد ,2.....,2 ,2 . بتعيين دورة الأعداد 


TFT FT fF 4 ۹ 5‏ 
(1) احسب العوامل المرافقة للسطر )١(‏ : | ر م ر | 
ام 1 2Û‏ 
Û 2‏ 1 | 


(ب) تحقق بطرح العمود (۱ ) من الأعمدة الأخرى ثم احسب من جديد . 
فسر لاذا يكون من المؤكد أن المصفوفة ذات النوع 5 × 5 التي تحوي 
مصفوفة جزئية صفرية من النوع 3 <۰3 هي مصفوفة شاذة (دون النظر 
إلى العناصر الستة عشر التي رمزنا لها ب ») : 


2 ار ار ف ار | 
FA‏ 3 یار MOM‏ 
محددة المصفوفة | × × 0 0 0 |= ۸ تساوی الصفر 
.2 0 0 ) ۱ 
x x‏ (4 () 0 


۳-6 


= detÃA det D 


ساس ۲ 


۱۱-۳-۶۶ 


۱۲-۳- 6 


المحددات ۳۳۵ 


بمصفوفات من النوع 4 × 4 » برهن أنه بصورة عامة : 


8 4 ], 
و ۱۱۳ 








+ detA det D - detB det C لکن‎ det 
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هنا 4,8,6 من النوع 2 “2 . أعط مثالا تحقق فيه حالة عدم التساوي . 


احسب م حل ده المصفوفة 


> وم 


ت سر بر سم 
ہے نے س ان 


سواء باستخدام عمليات سطرية لاحداث آصفار أو بالنشر في عوامل 
مرافقة للسطر الأول . أوجد » أيضاً » محددتي المصفوفتين الصغيرتين 
4 اللتين من الشكل ذاته من حيث وقوع أصفار على القطر الرئيسي 
ووحدان في بقية الواضع . هل يمكنك أن تتنباً عن ,40۸ ؟ 

ماهو عدد عمليات الضرب اللازمة لا یجاد محددة من النوع ۸×۸ من 


(أ) القانون الصریح (6) ؟ 

(ب) من قانون العوامل المرافقة (10) ؟ 

(ج) من قانون المحاور (1) ؟ 

فى (ب) اربط العدد القابل ل مبالعدد القابل ل1 - ؛ في (ج) تذکر 
احدف . 

فى مصفوفة من النوع 5 5 » اعط إشارة (+) أو (-) توافق امحداء ,رهه 


,۰ . بقول آخر هل (5,4,3,2,1) = 6 زوجية أم فردية ؟ 


۳۶ 


RL 


وس ۱ 


فم شب | له FT‏ ایس ۱ 
det) | = 8‏ 


اخبر الخطي وتطبيقاته 


تبيه : تموذج رقعة الضامة للاشارات + للعوامل الرافقة لایعطی 
إشارة 6 ! إنه یعطی إشارة + خداء عناصر القطر الثانوی ,»,,,»-وهو 
خاطىء . عليك أن تقرر هل هذه التبادلة زوجية أم فردية . 
إذا كانت 4 من النوع ۸× ”و 8 من النوع × برهن أن 


8 اق ات ,1 f Û‏ 
ارشاد : أضرب من الخلف ب | | 11 





3 5 
أعط مثالا فيه « > « وآخر فيه « < ” . لاذا تکون في الثال الثاني 

؟det‎ AB = 0 

آفرض أن عناصر الصفوفة ۸ ثابتة سوى ,4 الذى يتحول من مه - إلى 
6ت مل : اعط مثالا تکون فيه 4 دائماً تساوی الصفر أو لا تساه به 
أبداً. هذا يبرهن ( من قانون العوامل الرافقة(۸))» من ناحية أخرى. 
أن 0= 14ء1 من أجل قيمة واحدة ل ,6. 


-5 تطبيقات المحددات 

يتابع هذا البند التطبيقات التى قدمت بالتمهيد : العکوس» حل د دف 
ا حجم وا محاور . إنها من بين الحسابات الأساسية في ابر الخطي (أجريت بالحذف) 
والآن سيكون لدينا قوانين للأجوبة . 
١‏ - حساب ۸۰. ينطلق ذلك بالمحددة المحسوبة بالعوامل المرافقة للسطر :. تذكر أن 
كل عنصر ضرب بالعامل المرافق : 


00 061 ۸ < 0۸ +... FAA 


Iii‏ ` “ذلا 


یکننا أن نبتدع ضرب مصفوفتین بحيث تعطي العادلة الجواب على طول القطر الرئيسي 


الحد‌دات ۳۶ 


۱ زم 4 7 رد ۸ | م in‏ ات 03 ۱1 
A | 4 » 4 ۱۳‏ 12) 27 4222 2۱ 


dnl (n2 ... Ann 4 In ۸ 2n ... أ‎ ۱11 


(۲ ( det A () ۳۹ 0 
8 061/۸ ... () 


0 () ... 01064 


لاحظ أن المصفوفة الثانية- مصفوفة العوامل الرافقة -منقولة . علينا أن نضع 
.4.. في العمود الأول وليس في السطر الأول» بحيث تضرب العناصر 
وتعطي عنصر القطر det A‏ . یعطی جداء كل سطر آخر بعوامله المرافقة الجواب 
ذاته» 404 على القطر . السؤال الحرج هو لاذا نضع أصفارا في كل مكان حارج 
الفطر ؟ إذا ركبنا السطر (۱) مع العوامل المرافقة التعلقة بالسطر (۲) لاذا يكون : 
هک یی r, HEBAS‏ از ۳ 
الجواب هو مایلی : لقد حسبنا فعلاً» محددة مصفوفة جديدة 8 مشابهة للمصفوفة 
۸ ابالسطر (۲) . لقد وضع السطر الأول في موضع السطر الثاني من قر لذا فان 
فى 8 سطرین متساویین» وبذلك نجد 0 8 بعل . العادلة (3) هي نشر 8 وفق السطر 
( حيث يكون ل ۶ عوامل 4 المرافقة ذاتها (لأن السطر الثاني قد حذف من أجل 
إيجاد العوامل المرافقة. وهذا السطر هو الشىء الوحيد الذي تختلف فيه عن ۸). لذا 
فان الضرب المصفوفي اللافت للنظر (۲) صحيح . 
يعطي هذا الضرب مباشرة ۸۰. لدينا في الطرف الاين من (۲) مضاعف 


۱ مو فة الو حدة هو جذاء گر اعلاى 1 + 


600 ) خا زم‎ . .( = (det A) / 


col 


۳۶:۲ یر ای وت ۳5 


,,۸ هی مصفوفة العوامل ا مرافقة . أو الصفوفة القرينة' التي ظهرت في العادلة (2). 
لاحظ أن العامل الرافق الناتم عن حذف السطر : والعمود رمن 4 يذهب إلى السطر 
زوالعمود :في مصفوفة العوامل الرافقة . إذا قسمنا على 40۸ (إذا لم تكن صفراً) 
نحد قانون ۸۱ : 

٤‏ ج عناصر ۸۱ هي العوامل الرافقة ل ۰۸ نقلت كما في (۲) وقسمت على الحددة 
تعطي : ۸۰۸ /, ۸ : 

۱ 
detA‏ 
إذا كانت 0= ۸ 40 فان 4 غير قابلة للعكس . 


أ = 7 ۸ )00 





col ° 


a b 
Û 


d 








مثال ١‏ العوامل المرافقة فى 


| ad - bc () 
4 0 ad 2 be ۱ 


= 4 AE GA, A A = 


Sê. dE 
(A JA eof) - 7 1 57 7 





۳ -8 





لنقسم علی ۰ - 44 الذي هو «det A‏ يظهر فى الطرف الأيسر جداء 4 ب ۸7 وستنتج : 


9 








ab |"  _ 1 3و‎ 7 
cd | 60-061 -* 1 





لا.حظ من جدید انتقال ,۸ إلى الطرف الاين . 
مثال (۲) معکوس . الصفوفه : 


1 1 
1 1 | 
0 1 


دخلت إشارة الناقص لأن العامل الرافق يحوي "(1-). 


col 


det A 








۵0 1- )| 
< ۸ يكوت | 1 0 
| 


| 
0 
0 0Û 


() 


الحددات ۳۶۳ 


.)0( حل النظام ۸ = ×4. التطبیق الثاني هو تماماً ضرب «بالصفوفة :۸ في‎ -١ 


58 1 
oA 2 - 3 A تام‎ 








det A 
ليس ذلك سوى جداء مصفوفة بمتجه» مقسوماً على العدد ۰46۸ إن هناك طريقة‎ 
. ممتازة لكتابة او ات‎ 
: د قاعدة کر امر : ۲۵0067 المركبة رل 6 = هي‎ ٤ 
4 22 ۳ 3 TS det B; 
۱ سه رم‎ Pn إسه‎ ^ ۸ 


في 8 يأخذ التجه ۸ موضع العمود زفي 4. 
البرهان . لننشر ‏ 46:8 في العوامل الرافقة وفق العمود ز(الذي هو «). با أن العوامل 
المرافقة تجهل هذا العمودء تكون النتيجة : 
.زو bq A‏ + ...+ روشوط + |j‏ شرا رظاعل 

وهذه هي بالضبط. المركبة ز لجداء مصفوفة بمتجه : ,۸ . لنقسم على ۸ »4 
فیکون الناتح هو المركبة زد . 

إذاً کل مركبة ل × تساوی نسبة بين محددتين » آي» کثيرة حدود من الدر جة ١‏ 
مقسومة على كثيرة حدود آخری من الدرجة ۰۸ كان من المکن أن نتوصل إلى هذه 
الحقيقة بطريقة الحذف الغاوسی ولکن هذا الأمر لم یحدث آبدا. 
اا ۳۳۳ 0 < 321 + ۲ 

6 = و4 + 2۲ 











۳ ۲0 
| سس‎ 6_4 Saws = 2 6 e. ET 
۱ 1 3 بخدية ا‎ 15 5 

2 4 2 4 











ء ۳۶ اخبر الخطي و تطبیقاته 


القامان متساویان وهما دائماً ۰00۸ بینما یظهر الطر فان الأيمنان 0و 6 في العمود 
الأول ل × والعمود الثاني ل ,». من أجل ۱۰۰۰ معادلة توجد ۱۰۰۱ محددة. ما 
افزعني ٠‏ آنني رأيت في کتاب قدي أن هذه الطريقة مفضلة (ویعتقد أن الحذفقد طرح 
جانبا) 

الكى نبحث فى مجموعة نحوى آريعة متغیر ات ۶ علینا ولا أن نحذف 
واحداً منها بين الأزواج الثلاثة لكى نحصل على ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل ونجری 
الامر ذاته خلی الا طراف آلیسری حصي نحضل على قیمتن لأثنين متها. سیلاحظ 
لقاریء الذي يريد عمل ذلك کتمرین» العنت الکبیر الذی تحتاجه طريقة الحذف: 
عندما نرید البحث بنظام لا کثر من ثلاثة متغیرات . تدعونا هذه الاعتبارات إلى التحری 
عن طريقة اکثر سرعة" (انها قاعدة كرام ؟ !)0 . 

من أجل مصفوفة خاصة > حيث يكن انجاز قاعدة کرامر. نحصل على 
معلومات کاملة عن الحل . 
6 حجم متوازي سطوح . العلاقة بين المحددة والحجم ليست واضحة بصورة 
كاملة . لذاء يمكننا أن نفرض » للسهولة» أن جميع الزوايا قائمة ‏ الأضلاع متعامدة 
فيما بينها ونكون عندئذ أمام متوازي سطوح قائم حجمه يساوي. بالضبط . جداء 
أطوال أضلاعه : الحجم =,11,..1. 

نريد أن نحصل على هذا القانون نفسه من المحددة . لنذكر أن حروف متوازي 
السطوح هذا كانت أسطر ۸. في الحالة التى تكون فيها الزوايا قائمة» تتعامد هذه 
الأسطر فيما بينها » وبالتالى : 








1 1 5 
۱ | row [ 3 11 0 
1 ۱ : 0 
AA = ۱ 
Ww 3 2 
TOW 71 ا(‎ 0 ۲ 
۶ 1 11 


)۱( هده الفقر 5 مقتبسة من (۱937) Mathematics For Million By Lancelot Hogben‏ . اذا كانت 


الخطة هي استخدام قاعدة کرامر فاننی آقول انها ریاضیات أصحاب اللایین 


/ هو طول متجه السطر (الضلع) . آما ال صفار الواقعة خارج القطر فانها نانجة عن 
کون الأسطر متعامدة . إذا آخذنا محددتی طرفى العلاقة السابقة واستخدمنا القاعدتین 
ار او ۱ ان : 


/21* ... 1*2 = det AA") = فاعل)‎ (66۱۸ ۲ ( = (۴۰ 


الجذر التربيعي لطرفی هذه العادلة یعطینا النتيجة الطلوبة : الحددة تساوي ا حجم . 
تعين إشارة الحددة ۸ مااذا كانت اطروف مرتبة بحیث تمثل مجموعه إحداثيات 
موجبة» كما هو في النظام العتاد ج ۰۰-۱۰ آم مجموعة إحداثيات سالبة مثل النظام ر 

© ار ی 
إذا لم تكن الحروف متعامدة فان الحجم لن یکون مساوياً جداء آطوال الحروف . 
في الستوي (الشکل 4 -۰)۲ حجم (مساحة) متوازي الاضلاع يساوي طول قاعدته | 
مضروباً بطول آرتفاعه ۸. التجه (م ذو الطول ۸ يساوي السطر الثاني (,,,) - م 
مطروحاً منه مسقطه ‏ على السطر الأول . الفكرة الاساسية هي : استناداً إلى الخاصة 
(5)» لاتتغير المحددة إذا طرحنا مضاعفاً للسطر الأول من السطر الثاني . بالوقت ذاته 
لايتغير الحجم إذا انتقلنا إلى مستطيل قاعدته / وارتفاعه ۸. لذا يمكننا أن نرد ا مسألة 
إلى حالة المستطيل ۰ وقد برهن سابقاً أن الحجم = المحددة . 

في الفضاء ذي بعداًء نحتاج إلى جهد كبير لجعل كل متوازي سطوح قائماًء 

لكن الفكرة تبقى ذاتها . لايتغير الحجم ولاتتغير المحددة إذا طرحنا من كل من الأسطر 
..... مسقطه على الفضاء المولد بالأسطر التي تسبقه ‏ يبقى بعد ذلك » متجه ارتفاع 
مشابه ل طم الذي هو قائم على القاعدة. ينتح عن طريقة غرام ‏ شميدت مجموعة من 
الأسطر المتعامدة فيما بينها ‏ وتبقى المحددة ذاتها والحجم نفسه كما كانا . 


(ور۵,, 4) a=‏ کے 7 
1 ۱ 


شکل (۲-4) . حجم متوازي أضلاع = 40۸ . 
من أجل الجموعة الأصلية . لما كان الحجم يساوي الحددة في حالة متوازي السطوح 
القائی فان هذه الساواة تبقی صحيحة من أجل الأسطر الأصلية . 
إن هذا يتمم العلاقة بين الحجم والحددة غير أنه يجدر بنا أن نعود ثانية إلى 
الحالة الأكثر بساطة . من المعلوم أن : 


le 


1 م 





ظ 10 
که با ۳ 0 





det 


تعطي هاتان الحددتان حجمين -أو بالأحرى مساحتين لأننا فى فضاء ذي بعدین - 
(متوازيي السطوح» المرسومين في الشكل (۳-4) الأول يمثل مربع وحدة تساوي 
مساحته الواحد حتماً» والثانی متوازي أضلاع طول كل من قاعدته وارتفاعه يساوي 
الواحد؛ بصورة مستقلة عن التحول الناتح عن العامل ۰ فإن مساحته تبقى مساوية 
الواحد. 

# -قانون الحاور . التطبیق الاخیر هو مسألة الحاور الصفرية ؛ مكتنا أن نکتشف آخی | 
متى يكون الحذف الغاوسي مکناً دون مبادلات سطرية . مفتاح القضية أن ال ۸ محوراً 
الأوائل تتعين بصورة كاملة بالمصفوفة الجزئية ,4 الواقعة فى القرنة العليا واليسرى فى 4 
. ليس للأسطر والأعمدة الباقية من 4 تأثير على هذه القرنة من ا مسألة . 












e 2 ج‎ (0, 1) row ۸ - (cC, ز1‎ 


row ۱ = (1, 0) ` row l= (1, 0) 


شكل (85-") . مساحة فرتم ومتوازی أضلاع : 
مثال 
6 1 01 
۷۰( 6۴ 50/4 -640) 0 
i‏ / £ 


حل 
۱ 
بجح يم 


اد 


ج ج ج 
بج بت ریس 











عن 


من المؤكد أن المحور الأول يتعلق بالسطر الأول والعمود الأول وهو »=4. المحور 
الثاني يصبح ظاهراً بعد خطوة واحدة من الحذف وهو ۰ / ١0‏ -64) وهو متعلق. 
فقط » بالعناصر 0,,4». مابقى من 4 لایدخل في ما قبل المحور الثالث . بالفعل» 
ليست الحاور » فقطء التی تنعين بالقرنة العليا والیسری من 4+ بل تتعین أيضا : 
القر نات اليسرى والعليا للمصفوفات ,1,72 : 


۵۲ شآ[ ۱ 


۱ # | 


47 
(ad - 82 


۳۰ 


A = ۸) = 














1 
ca 1] 
۱ * ا‎ 


7 





ما نراه فى السطرين والعمودين الأولين هوء بالضبط » تحليل المصفوفة الجزئية 
a= 2|‏ . إليك القاعدة العامة إذا لم يكن هناك مبادلات سطرية : 


٤‏ ه اذا حللت 4 بالصورة ۰100 فان الزوايا اليسرى والعليا من هذه المصفوفات 


۳:۸ الجبر الحنطي وتطبیقاته 


A=LDU. 
. من أجل کل ۸ ۰ تنتج المصفوفة الجزءية ,۸ عن الحذف الغاوسی الخاص بها‎ 
البرهان هو أن نبین أنه يكن تعين هذه القرنة أولاً حتی قبل النظر فى عملیات الحذف‎ 
في مكان آخرء أو استخدام قانون ضرب كتل الصفوفات . يشبه هذا القانون القاعدة‎ 
: العتادة فى ضرب عنصر بعنصر : تأخذ العلاقة ۸ 1070 الشكل‎ 


DEE L,D,F 


0 G| | BDU, BD,F + CEG | 





U, F ۱ 





و 


مادامت الصفوفة قد وزعت بحيث یصبح كل ضرب مكنا للمصفوفات الجحزئية الربعة 
والستطيلة امحجوم اللائمة للضرب - فانه يكن اجراء ذلك بضرب الکتل . بمقارنة 
الصفوفة الأخيرة مع 4 » نلاحظ بجلاء أن القرنة ,1,2,7 تتطابق مع ,4 وبذلك تکون 
4 ه صحبحه . 
ينتج قانون المحاور مباشرة» باخذ محددتى الطرفين : 

يك ... وك رك = (A) detA, = detL, detD, detU, = detD,‏ 
جداء ال محورا الأوائل يساوى محددة ,۸؟ هذه القاعدة المتعلقة ب ,۸ هی القاعدة 
ذاتها التى رأيناها سابقاً من أجل المصفوفة الكاملة ,4 = 4. با أن محددة , ,۸ تعطى. 


بصو ره مشایهه 6 لب E‏ فانه SE‏ عزل المحور 6 كنسية بان م‌حددین : 
det A Kk ۳ dı d2 55 dy 5‏ (4( 





061۸4 زع‎ yT ۳5 dy | 


فى مثالنا السابق» كان الحور الثانی فساويا ماما النسبة ه/02-823). ان ذلك محددة 
۰ مفسو مه على محدده ۸ , ( من المتفق عليه أن [ > فدلذا ع يكون الحور الأول 
{af 1 =a‏ بضرب جميع المحاور فيما بينها. نيحد ۱ 


الحددات 8 ۳۶ 


بر 061۵4 , 001۸4 د شاعل , شراعل 1 


. ماعل < - سے 
و detA 1 det A‏ ب 6۸ من 061۸ 


dıda ... d 


1 





انطلاقاً من )٩(‏ يمكننا أخيراً أن نجد جواب سؤالنا الأصلي . تكون جمیع الحاور 
غير صفرية إذا كان العدد 4۸ غير صفری . 
٤‏ و يمكن للحذف الغاوسى أن ينفذ على ۰۸ دون حاجة لبادلة أسطر أو مصفوفة 
مبادلة ولن يكون هناك محاور صفرية » إذا وإذا فقط كانت جميع الصفوفات ا جزئية 
الأمامية ...غير شادة . 
إن ماسبق يكفى من أجل المحددات» باستثناء الملاحظة الاختيارية التي وعدنا بها في 
بدء هذا الباب . تتعلق هذه الملاحظة بانسجام الخواص ۳-۱ فيما بينهاء تلك الخواص 
التى اعتبرناها تعريفاً. الأمر الرئيسي هو الخاصة (۲) التي تقول : تنعكس الإشارة 
عند اجراء مبادلة بين سطرين» وهی التى أدت إلى محددة مصفوفة مبادلة . إن ذلك 
هو النقطة الوحيدة التي هي موضع شك في القانون الصريح (1): هل صحيح › 
بصورة مستقلة عن متتالية المبادلات السطرية الضرورية لا عادة ,م إلى التبديل المطابق . 
أن عدد هذه المبادلات السطرية» في جميع هذه المتتاليات» إما أن يكون دائماً شفعا أو 
أن يكون دائماً وتراً؟ إذا تحقق ذلك فاننا نکون قد بررنا تسمية التبديل «شفعاً» أو «وتراً» 
وتكون» عندئذء محددة التبديل معرفة تماما بالقاعدة (۲) وتساوی !ما (+۱) أو (- 
۳ ۱ 

إذا انطلقنا من التبادلة (۳ ۰ ۰۲ ۱) فان مبادلة واحدة بين (۳) و (۱) توّدی إلى 
الترتیب الطبيعي (۱ , ۲ ۰ ۳)؛ من الممكن» كذلك» اجراء مبادلة بين (۳) و (۲) ثم 
بین (۳) و (۱) وأخيراً بين (۲) و (۱). في کل من هاتين التتالیتین» كان عدد البادلات 
فر دیا الأمر ال کد هنا أنه لایکن لآي عدد زوجي من البادلات أن يؤدي ال ی الترتیب 
الطبیعی, انطلاقاً من (۳ ۰ ۲ ۰ ۱) . 

اليك برهان ذلك . لننظر في كل زوج من آعداد التبدیل ولتفرض أن ۸ هو عدد 


.0 الجبر الخطي وتطبیقاته 


الأزواج التي يقع في كل منها العدد الأكبر أولاً. من المؤكد أن ۷-0 من أجل الترتيب 
الطبيعي (۰۱ ۰۲  )۳‏ الذي يمثل التبديل المطابق ؛ وإن 3= ۷ من أجل (3.2.1) وذلك 
لآن ترتيب جمیم الأزواج (۱,۳(۰)۲,۳) و (۱,۲) غير طبیعی . غرضنا برهان أن 
التبدیل یکون فردياً أو زوجياً وفق کون ۷ فردياً أو زوجياً. بقول آخر إذا انطلقنا 
من أي تبدیل فان أي مبادلة فيه تخیر ۷ بعدد فردي أي أن الوصول إلى 0 - ۷ 
(الترتیب الطبيعي) یحتاج إلى عدد من البادلات مطابق من حیث الفردية والزوجية 
للعدد الأصلي 7 . 

إذا كان الزوج الذي نجري فيه المبادلة مکوناً من عنصرين متتاليين» فمن الواضح 
أن ۸ يتغير ب (+1) أو (-۱) وكل من هذين العددين فردي . لذلك. إذا ما أدركنا 
إمكان اجراء كل مبادلة بعدد فردي من البادلات بين العناصر المتجاورة» فان ذلك 
ينهي البرهان» لأن مجموع عدد فردي من الأعداد الفردية هو عدد فردي . من السهل 
التحقق من هذه الملاحظة بمثال : للمبادلة بين العنصرين الأول والرابع في المثال التالى 
وهما(۲) و (۰)۳ نستخدم خمس مبادلات (وهو عدد فردي) بين العناصر المتجاورة . 
بصورة عامة» نحتاج إلى » ۸-/من مبادلات الجوار لنقل العنصر من الوضم »إلى 
الوضع /. ثم إلى 1-۸-1 لنقل العنصر الذي كان في الأصل في الوضع /الی الوضم 
۸ (هو الآن موجود في الوضع 2-1) . لما كان (1-۸-1) + ۸-0 عدداً فردیاً» نکون بذلك 
قد آنهینا البرهان . لاتتمتم الحددة بالخواص التى توصلنا إليها منذ قريب » فقط » بل 
هی موجودة أيضاً . 


: آوجد الحددة والعوامل الرافقة التسعة للمصفوفة‎ ١-٤-٤ 


4 = 








[ 7 اج‎ 
0 4 Ol. 
0 8 5 


الحددات ۳0۱ 


ثم کون مصفوفة العوامل الرافقة حيث العامل الرافق للعنصر ز: هو .4 
تحقق من أن جداء ۸ في ,,۸يساوي مصفوفة الوحدة مضروبة بالحددة . 
ماهی ۲۸ 

انطلاقاً من قانون العکوس ۰۸/۸ فسر ناذا تکون "4 ثلاثية علیا إذا 
كانت 4 ثلاثية علیا (وقابلة للعکس) . 

استخدم مصفوفة العوامل الرافقة لعکس : 


ظ 0 21 2 
۱ حاه بر 2-11 >1 4-1 
2 1ه 0 


انطلاقاً من قانون العکوس ۰۸/۵۸ فسر لاذا تکون "4 متناظرة إذا 
كانت ۸ متناظرة (وقابلة للعکس) . 
أو جد 7( بواسطة قاعدة کر امر 


سم زح قم 
مو وح درا 


| 
۱ 
| 





[ = ج - x + 4y‏ ۱ 
0 ح ج + بر 4 ۲ ری نیزا 
Û,‏ > ج53 + 21 0 5 


| 1 
2 
إذا كان 2 = M‏ فان ?= detM‏ 
8 
۱ ی 


(ب) إذا كان ۸۲-6 برهن أن ۸۸ هی الصفوفة 8 فى العادلة (7)؛ 
الطرف الاین #یحتل محل العمود ز. 


o‏ اخبر اخطي و تطبیقاته 


(د) استخرج قانون كرامر بأخذ محددتی طرفی العلاقة ,8= ۰۸۸ 
۷-٤“‏ آوجد الحددة اليعقوبية ل للتحويل من الاأحداثيات القائمة إلى 
الاحداثيات الكروية ‏ ,2,0 : ,¢ Ocos 0, y =r sin @cos‏ وم م د x‏ 
=r sin Û‏ ج . 
8-5-5 (أ) ارسم الثلث الذي تقع رژوسه في النقاط :© ,)1,3( -2,2(,8) < ۸ 
(0,0) -» باعتباره نصف متوازي أضلاع . برر لماذا تكون مساحته 
تساوی : 


فی 


area ( ABC ) = ل‎ det 7 1 | 


(ب) افرض أن رأسه الثالث في (4-,1) ٥=‏ بدلا من (0,0) . بررالقانون: 


tı ۳ 1 
area ( ABC ) = Î det | ولا ج‎ 1 |= 
۱ + ولا‎ 1 


det 


نم دیا حل 


۱ 
1 
1 


ب | زم 








ارشاد : اطرح السطر الا خير من کل من السطرين الاآخرین فیبقی : 

















| 6 
2 7 [ 


ارسم الر ژوس الحديدة (0,0) = "© , (2,7-) = “8 , (1,6) = “4 ماعلاقتها 
بالرژوس الاصلية ۸,۶,6 ؟ 

٩-۵-۶‏ برره باستخدام مفاهيم الحجم» ناذا ۰63۸-306۸ لصفوفة ۸من 
النوع ۷ ۱ . 

۱۰-6-۶6 حذف الکتل یعطی. إذا كانت كتلة الحور 4 قابلة للعکس 


الحددات ۳ : ۳ 


8 ۸ ۱ ۶ ما0 ۲ 
(O ECON‏ إن ۱6 7 CA"‏ 
تدعی الصفوفة 0۸۰8 - 2 متممة شور 56/۲ . برهن أن جداء محددتها 
في 40۸ يساوي محددة مصفوفة الكتلة الا صلية الواقعة في الیسار . إذا 
كان ۰۸ 4'٤‏ برهن أن ذلك یصبح ( 6۶ - 41)42 . 
١١-٤-٤‏ ماهی قاعدة الضرب ۸8 التي تأتى من ضرب الکتل بکتل طويلة ورقيقة . 
وهی العمودان 5و ء والاسطر ؟ 


۲۱ 


























n 








aR 2 | 2‏ 
EBS FS 3 |.‏ .الا غك اع- قم 
0 7 2 0 7 2 


۱۳-6-۶6 آوجد جمیع التبادیل الفردية للأعداد (1,2,3,4) . إنها التبادیل التي تنتج 
عن عدد فردی من البادلاات ونودی إلى 2-1 ,۶ . 

۱-6-6 افرض أن التبدیل » ینقلنا من (1,2,3,4,5)ٍلی (5,4,1,2.3) 
)1( ماذا یفعل © في (1,2,3,4,5) ؟ 
(ب) ماذا يفعل '6 فی (1,2,3,4,5) ؟ 

١0-8-+‏ إذا كان 6 تبديلا فر دیا فسر لاذا يكو ن :6 زوجياً لكن 0 فردی . أعط 
مثالا ب 3 < ۸ 


o‏ اخبر الخطي و تطبیقاته 


۱-6-6 برهن أنه إذا تابعت ضرب 4 ءصفوفة البادلة ذاتها ۶ » فان السطر 
الأول یعود أخيراً إلى مکانه الأصلى . 

© | > ١ إذا كانت 4 مصفوفة من النوع 5×5 تحقق عناصرها العلاقة‎ ٠۷-٤-٤ 
)5( فان 4:4 < ؟ (لا أعرف الحد الأفضل. إلا أن الحجوم والقانون‎ 
. والمحاور تعطى حدا أعلى لهذه المحددة)‎ 


م 





۱ 


5 


4 


أين يمكنك أن تضع أقل عدد مکن وكاف من الأصفار في مصفوفة من 
النوع 4 × 4 وذلك لتؤكد أن محددة هذه المصفوفة تساوي الصفر . 

أين يمكنك أن تضع أصفاراً ووحداناً في مصفوفة من النوع 4 وذلك 
بأقل عدد مکن وكاف بحيث تصبح محددة هذه المصفوفة مساوية 
الو احد . ۱ 


آو جد قيمة الحددة ل : 


ESER 2 -1 0 اد‎ 
۲ ۱ ۱-1 2 -1 0 
۱ 1 ۵ 1 * | 0 dd 2 1ع‎ 
1 4 1 1 | )( -[1 2 


اذا كان ۸۲۰۸۸ = 8 فلماذا تکون ۸ ۸68-40 ؟ برهن أيضاً أن :۸ »4 
1 - ۱8 . 

أو جد مثالا معاکسا للعلاقة 8 det (A+B) = de1 A + det‏ . ماهو حجم 
المصفوفات التى تكون من أجلها هذه القضية صحيحة ؟ 

انطلق من المصفوفة 4 واضرب سطرها الأول بالعدد (۳) لتحصل على 
مصفوفة 8 ثم» اطرح السطر الأول من 8 من السطر الثاني فتحصل 
على مصفوفة ©. ماهى © بعك بدلالة ۲۵6۸ 

حل باستخدام قاعدة كرامر النظام 11 = 3۷ + بيه , 20-7 + ,3 . 

إذا كانت عناصر 4 أعداداً صحيحة وكانت 46:4 مساوية )١(‏ أو (- 
۱ قف عكدك أن تعرف آن عناصر ۸۰ آعداد صحيحة ؟ اعط مغالا 
(غير قطري) من النوع 9 


۳۱ 


e 


۱ ۱- 


١1-2 


12-8 


۱1-6 
۱۷-2 


اخبر اخطی و تطسقاته 


إذا كانت عناصر کل من 4و ۸۰ آعداداً صحيحة كيف يمكنك أن تعرف 
أن كلا من محددتی هاتين الصفوفتین تساوی (۱) أو (-۱) ؟ إرشاد : 
ماهو جداء 46۱۸ فى ۸۱ :مل ؟ 


آوجد جمیع العوامل الرافقة للمصفوفات التالية وآوجد مقلوب کل 


منها : 
DIHI‏ 
۱ ۵ | ۰ رم ذا ۰ 9۱ 6 

ماهو حجم متوازي السطو ح الذي تقع آربع من رژوسه في النقاط 

: (2:2-1) ,(1,2-:2) , (1,2,2-) , (0,0,0) ؟ أين تقع الرژوس الاربعة الأخرى؟ 

كم عدد حدود منشور محددة مصفوفة من النوع 5 5 » وماهو عدد 
الحدود المؤكد کونها أصفاراً اذا كان 0= 4 ؟ 
إذا كان مجموع عناصر کل سطر من مصفوفة يساوي الصفر وإذا كان × 
متجه عمود عناصره وحدان» فماهو 4۸ ؟ كيف تعرف أن 0= ۸ det‏ ۲ 
لادا يوجد عدد زوجي من التباديل ل (1,2,...9) ولماذا يكون نصف هذه 
التبادیل فر دیا ؟ 
إذا كانت /مصفوفة مبادله زوجية و ,7 فردیة» استنتج من العلاقة 
( ۴ + )عم + أن 0= det (P+ P)‏ . 

اوجد قيمة محددة 4 إذا كان ز+:-, » دوماً. 

ادا كانت محددة 4 موجبة» برهن أنه يكن ربطها بمصفوفة المطابقة 
سلسلة متصلة من المصفوفات ذوات المحددات الموجية . عندئذ تبدل ۸ 
بمصفوفة المطابقة دون أن تصبح شاذة خلال الطريق . (الانتقال المباشر 
من 4 إلى / يجري بالمتتالية (4 -1):+ 4 - 7) ۰۸ ننطلق من 4 - (0) 4 إلى 

7= (۰۸)1 ولکن » خلال ذلك كن آن تکون © ۸ شاذة. السألة 
ليست سهله ویرحب المؤلف با لول . 


۱۸-۶ 


۲ ٩-6 


۱3 


1 


۳۲۰-۶۸ 


إذاکان | ۲ ۶ اعم 


إذا كانت 4 غير شاذة» برهن أنه توجد مصفوفة مبادلة م بحیث لاتحوی 
المصفوفة 24 أصفاراً على قطرها الرئيسى . إنها ليست مصفوفة مبادلة 





احذدف . 
برر لاذا تقع النقطة («.:) على الستقیم الار من النقطتین (2.8) و (4,7)إذا 
کال : 
xy‏ ۱ 
dêl 2 8 1 | =0,‏ او x+2y-18=0‏ 
|1 7 








بالمشابهة مع التمرین السابق» ماهي المعادلة التي مجعل النقطة (2:(:) تشع 
فى المستوي المار من النقاط (0,0,4) , (0,2,0) , (2,0,0) . إنها نحوي محددة 
فيو النوع 4 4 . 

إذا وقعت النقاط (2,1.0(,)1.1.1), (2:2::) فى مستو مار من نقطة الأصل . 
لاذا تكون المحددة التي أسطرها متجهات هذه النقاط صفراً ؟ هل 
المتجهات (1,1,1) , (2,1,0) , (1-.1,0) مستقلة أم مرتبطة ؟ 

إذا كان كل سطر من 4 مكوناً من ١+‏ منفرداً أو -۱ منفرداً أو واحد من 
كل منها (وأصفار في بقية المواقع) برهن أن 4 تساوی ١‏ أو ١-‏ أو 
صفر. 


= € فان العلاقة - = CD‏ الظاهر ة 


۲۷ 7 


في التمرین (۱--۱) تصبح 


C 1 )( || u 0‏ 40 2 
لالط عله فى اما ام يت 5 : 
| 0 2 || 20 4 9 0 





(أ) أوجد محددة هذه الصفوفة ۸ ذات النوع 4 <4 و هي مصفوفة معاملات 4 . 


۳۸ 


چاج 


الحبر الخطى وتطبيقاته 


(ب) برهن أن 0= 4۸ فى حا لتى 0 - ل + قن أو ۱ < ad - bc‏ . 
فى بقية الحاللات » تكون ©- - 02 مکنة فقطء إذا كان 7-0 . 
فسر لاذا على محددة فاندر مو ند ذات النوع 4 <4: 


2 3 
| 7۲ 7 6 

2 3 

م “ردم ۲ 

۷ = det 2 3 
۱ 5 FF ع‎ 

3 2 
3 او و | 


أن تکون كثيرة حدود تكعيبية في × ولاذا تساوي كثيرة الحدود هذه الصفر 
عند © =× ,ط =× ,4 =«×. استخدم العامل الرافق ل من التمرین -٤(‏ 
۱۰-۲) الذی یژدی إلى : 

۰( - ۷( - عنازه - ۷( عازه - ۵(۷ - lb‏ = و ۷ 
التبدیل الدوار يبادل (1,2,....0) مع (2,3,....:,1). ماهي مصفوفة البادلة 
۶ القابلة» وماهی محددتها (تتعلق ب ) ؟ 


(شم 0 سس 


القیم الذاتية والمتجهات الذانية 


۱-۵ هيد 

بهذا الفصل يبدأ «النصف الثانی» من نظرية الصفوفات . لقد استخدم النصف 
الاول بكامله» تقريباً» لدراسة النظام ۸۰-۸ ولقد كانت التقنية الأساسية هي الحذف . 
بعد الآنء ستودي هذه التقنية دوراً ثانويّاً.. وستحل السائل الجديدة بتبسیط مصفوفة 
- بجعلها قطرية أو مشلثية علیا - إلا أن ا خطوة الأساسية لن تکون طرح مضاعف 
لسطر من سط رآخر . لن نهتم إضافة الى ذلك» بالحافظة على فضاء آسطر مصفوفة 
وائما بالحافظة على قیمها الذاتية . لقد تغیرت هذه القیم باحذف . 

لقد كان فعلاً» فصل الحدّدات مر حلة انتقال من المسألة القديمة ۸۲-۵ الى مسألة 
القيم الذاتية الجديدة. في هاتين الحالتين» توذي المحددة الى «حل منهجي» : الى 
قاعدة كرامر من أجل «-+4 والى كثيرة الحدود (217- 4) »۸ التي ستکون جذورها 
القيم الذاتية . (نؤكد أن جميع المصفوفات ستكون هنا مربعة ؛ لن يكون للقيم الذاتية 
لصفوفة مستطيلة أي معنى وكذلك محددتها) . رغم أنه من الممكن استخدام الحددة 
لحل هذه المسألة» إذا كان 3 أو ۸-20 ؛ لكن عندمایکون ‏ كبيراًء فان حساب القيم 
الذائية بهذه الطريقة سيكون أكثر طولاً وآشد صعوبة من حل ۸-۵ .كما أن طريقة 
غاوس نفسها لن تساعد کثیراً فى ذلك . 

الخطوة الأولى» هی معرفة ماهي القیم الذاتية وکیف یکنها أن تکون مفيدة. 


۳۹ 


۳۹ الجبر الخطي وتطبيقاته 


على اشتقاق الدوال العتادة مثل “© ,۰ ١ء‏ ,"× فانك ستکون عارفاً ما فيه الكفاية . 
عد 0ت کم رک نوی 2۷ 


(۱) dlt 


dt 


ان ذلك مسألة قيمة ابتدائة . لقد عينت قيمة الجهول في اللحظة 0 - ١‏ وليس 
في طرفي فترة + لقد اهتممنا بوضع عابر مفضلین ذلك على ال حالة الثابتة . يتطور هذا 
النظام خلال الزمن من قيمتين ابتدائيتين مفروضتين 8.5 . والمسألة هنا هي متابعة هذا 
التطور. 

من السهل کتابه هذا النظام بالصورة الصفوفية. لنفرض » التجه الجهول 
وقیمته الابتدائية »دو ۸ مصفو فة العاملات : 


< 2۷ - 3w, Ww = 5 ۶ < 0 عند‎ 






بهده الرموز يصبح النظام : 
عتم 50 ,كم وو 25 (۲( 
1 
تلك هي القضية الاساسية في السألة. لاحظ آنها معادلة من الرتبة الأولی - 
لايظهر فیها مشتقات من مراتب علیا- وانها خطية في الجاهیل » ومعاملاتها ثابتة . 
الصفوفة مستقلة عن الزمن . 
كيف جحد الحل؟ |ذا كان هناك مجهول واحد عوضاً عن اثنين فانه من السهل 
الاجابة عن هذا السژال . سیکون لدینا معادلة تفاضلية عددية عوضاً عن معادلة 


متجهة . وإذا كانت بالاضافة الى ذلك متجانسة بعاملات ثابتة» فانها تأخذ عندئذ 
5 ۳( 
d1‏ 


عند 0= !ا 6 =a,‏ 


حلها هو من الأشياء التي تحتاج الى معرفتها : 
)٤( u(t) =e“ uo.‏ 
في بدء الزمن 0 - تكون » مساوية ەلان 1= e‏ روت “ء محوی العامل 4 
المطلوب» وذلك لأن =a»‏ نه سك. وهكذا تكون شروط البدء والعادلة محققة معاً. 
لاحظ سلوك » عندما يكون الزمن كبيراً. تكو ن هذه العادلة غير مستقرة إذا 
كان 0 < ۰۸ وهی مستقرّة حیادیاً إذا كان 0= ۰ وهی مستقرة إذا كان 0> ». يسعى 
الحل نحو اللانهاية أو يبقى محدوداً أو یسعی نحو الصفر . إذا كان © عدداً مركباً 
8 + »= ه٠‏ فان الاختبارات السابقة نفسها تطبّق على الجزء الحقيقي . الجزء التخيّلي 
ينتج تذبذباً ۱ + cos Bt‏ اي ¢ لكن الذي يتحكم بالاستقرار هو العامل » 
5 
هذا المقدار يكفي من أجل المعادلة الفريدة. سنقوم بمعالجة مباشرة لنظاء 
معادلات ونبحث عن حل بدالة أسية في ۰۱ من النوع ذاته الذي وجدناه في ا حالة 
العددية . بقول آخر» نبحث عن حلول من الصورة : 
=e“‏ () « 60 
,۵*2 د )( w‏ 
آو بالتر میز التجه: 
كم u()‏ )7( 
إن ذلك مفتاح حل العادلات التفاضلية :4- :4۰/4 . لنبحث عن ا حل الاسي 
الصرف . نعوّض ب 2۰۲و را“ =« في العادلة الأصلية» فنجد : 


۳ ابر الخطي وتطبيقاته 


Ay 597 4y 1 یه‎ 

2 - ر2 = مر 
A‏ 00 ۱ 99 ۰ 59 55 
العامل ' » مشترك في جمیع الحدود ويمكن اختصاره . هذا الا ختصار هو سبب فرضص 


آس واحد 2 للمجهولین معا : يبقى بعد الاختصار : 


رب > 52 - 4y‏ / 
2 = 32 - 2۷ د 


هذه هي العادلة الا ساسية ؛ بالترمیز الصفوفی. تأخذ الشکل +3- :1 . يمكننا أن نراها 
من جدید عندما نستخدم الحل التجه × =» مقدار متحول "© مضروب عتجه ثابت 
× . بتعویض ام - »في 2۸۷ اك / جد أ e‏ ۸ ×2 وينتج الاختصار : 
=x‏ عم )۸( 
لدینا الآن العادلة الأساسية لهذا الباب . نها حوي متغيرين «و 2 وهي مسألة 
جبرية . يمكن تجاهل المعادلات التفاضلية ! يدعى العدد ۸(لامبدا) قيمة ذاتية للمصفوفة 
۸ ویدعی المتجه × التجه الذاتي الرافق . هدفنا هو ايجاد القيم الذاتية والمتجهات 
الذاتية واستخدامها . 
حلول ×= ۸۶ 
لاحظ أن ۸۰-7 ليست خطيةء لأن 4مضروبة ب *. إذا أمكن اکتشاف 
(» فان هذه المعادلة تصبح خطية بالنسبة ل×. فى الحقيقة» يمكننا أن نکتب ×21 عوضاً 
عن +۰۳۶ إذانقلناهذا احد الى الیسار جد العادلة : 
Geel |‏ | )01 





التجه × يقع في الفضاء الصفري للمصفوفة ۸ - ۸ 
نختار العدد .< بحيث یکون للمصفوفة ۸-11 فضاء صفري . 


)١(‏ إن هذه الطابقة الصفوفية ضرورية لامکان اجتماع مصفوفات ومتجهات و آعداد بشکل قو ؛ 
العادلة 0= × (2 - ۸) آقصر ولکنها مختلفة بصورة غير مفيدة . 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۳ 


طبعاً » لكل مصفوفة فضاء صفري . لقد كان من الضحك اقتراح طريقة آخری 
وإِنْك تری ذلك . نرید متجهاً ذاتيّاً غير صفری × . التجه 0 - × يحقّق دوماً .2 = ×۸ 
ویقع دوماًء في الفضاء الصفري ولكنه غير مستخدم في حل العادلات التفاضلية . 
الهدف هو بناء  )(‏ من الدوال ×"ء. ومایهمنا هو تلك القیم ا خاصة التي تقابلها 
متجهات ذاتية غير صفرية . من أجل أي استخدام» يجب أن يحوي الفضاء الصفري 
ل ة- ۸ متجهات غير صفرية . بشکل مختصر» 1 ۸یجب أن تکون شاذة . 

من أجل ذلك » تعطی الحددة اختباراً قاطعاً . 


6 يكون العدد 2 قيمة ذاتية للمصفوفة 4 إذا وإذا فقط كان : 


det (A - A1) =0‏ (۱۰) 
هذه هى المعادلة المميّزة» يقابل كل حل لها متجه ذاتى ×يحقق مایلی : 
YK < 0‏ ]- هر) آو ۸۱ = )۱١( A‏ 


في مثالنا إذا طرحنا /2من ۸ فنجد: 


کت e‏ 
بخ 2 ۸-۱ -4 


لاحظ أن «قد طرح» فقط» من عناصر القطر الرئيسي (لأنّه مضروب ب 1). محددة 
7- ۸هي : 
3ق 14-23 او 1-4 
هذه هی كثيرة الحدود المميزة . جدو رها عندما تکون الحددة صفر أ هى القيم 
الذاتية التي تنتج عن القانون العام لايجاد جذور معادلة من الدرجة الثانية أو من الصورة 
التحليلية (2 -.1()0+.0)-32-2-2 . يساوي ذلك الصفر إذا كان 1--2 أو 2-2 كما 
یو كد ذلك القانون العام : 





نت ابر اخطي و تطبقانه 


یوجد. فقط. قیمتان ذاتیتان لأن لعادلة الدرجة الثانية جذرین . لكل مصفوفة من 
النوع 2 × 2 تکون محددة /2- ۸ حاوية ۸7 (ولا يوجد فیها قوة أعلى) . 

أي واحدة من القيمتين 1 =۸ و 2-2 تودي الى حل للنظام 2١‏ - خأو 
0 -(4-37). المصفوفة التي محددتها صفر هي مصفوفة شاذة» لذاء يجب أن يقع 
متجه غير صفري × في فضائها الصفري”''. في الحقيقة: يحوي الفضاء الصفری 
مستقيماً كاملاً من المنّجهات الذاتية ؛ اه فضاء جزثي | 


و 9 


A 2-1: )۸ -2:0* =| > و‎ ), 


۳۰| 


3 














الحل (التجه الذاتي الاوّل) هو أي مضاعف للمتّجه : 


| [ ۲" 
حساب با یعطی بصورة منفصله : 


4-8 هدهع 


التجه الذاتی الثانی هو أى مضاف للمتجه : 


ia = 








ملاحظة تتعلّق بحساب الجهات الذاتبة : فى حالة 2×2 » سیکون کل من سطري ۸ 
1 مضاعفا للمتجه (5,) نفسه. لذاء فإن المتجه الذاتی سیکون أي مضاعف 
للمتجه (5,4-). لقد كان سطرا ۸-21 هما ( 5 2 و کان التجه الذاتی ( 2 في حالة 
3 كثيراً ما نجعل مركبة للمتجه × مساوية الواحد ونحل 0-:(/4-2) من أجل 
المركبة الثانية . طبعاً إذا كان + متّجهاً ذاتيَاً فان ×7و - كذلك . كل متجهات الفضاء 


(۱) إذا آدی حل (/۸-2) إلى 6 دع فان 2 لیست قیمة ذاتية. 


القیم الذاتية والمتجهات الذاتية مدع 


الصفري للمصفوفة 4-37 (الذي نسمیه فضاء ذاتياً) يحقّق ×۸ = ×4. فى هذه ا ال 
الفضاء الذاتی مستقیم يمر من (1,1) ,و (5,2) =× 

قبل العودة الى التطبیق (العادلة التفاضلیة) » نرید أن نذکر خطوات حل مسألة 
القیم الذاتية ۱ 

۱ - حساب محددة 21 - ۸. بطرح من عناصر القطر » هذه الحددة كثيرة 
حدود من الدرجة ۸ . 

۲ - ایجاد جذو رکثيرة ا حدود هذه . الحذور ال «هی القیم الذاتية . 

۳- من أج لكل قيمة ذاتية » حل العادلة 0= ×(4-21) . با أن الحدّدة تساوی 
الصفر» فهناك حلول غير 0 - . هذه الحلول هي التجهات الذاتية . 

في المعادلة التفاضلية» ينتج ذلك الحلول الخاصة ×" ». نها ا حلول الأسية 
الصرفة : 


A 3 
۲ ع‎ © XA =€ 











1 A, 
و‎ ux=e وخ‎ < ۵ 


أكثر من ذلك» يعطى هذان الحلآن الخاصان ال الکامل . يكن ضرب كل 
منهما بعدد وجمم الاين معا . عندما حمق دالتان ‏ ولا فى U)‏ معاد له تفاضلة خحطة 
=A‏ أل ۰0۶ فان مجمو عهما ۱۱۰ 4 کللك > حل لها. لذا فان أى تر کیب من 
الصورة : 
u=c e x 1 1‏ ۳۱ 
هو حل أيضاً. إن ذلك وضع ممتاز يطبّق على العادلات التفاضلية (التجانسة 
والخطية) كما طُبّق على العادلات ابر بة ۸۷-۱0 . الفضاء الصفری هو » أيضاً فضاء 
لدینا الآن ثاشان اختبار بان > ومن المنطقى أن نختارهما بحيث تتحقّق شروط 


البدء اک عثل 20 عم : 


1 |8 
cx, + 622 40‏ أو ؟ | - 


1 
32 5 


۱۳ 81 











الثابتان هما 3<,»و ١‏ ->وحل العادلة الأصلية هو : 
۱( 


۱ 2 





عد | 
| 








5 
2 





۱)( < 22 


بكتابة المركبتين بصورة منفصلة» يعني ذلك أن : 
v(t) = e" + 52, ۷)/( = e” + ۳‏ 

شرطا البدء 8-,«و 5=« ومن السهل التحقّق من ذلك . 

یظهر ما تقدم أن مفتاح أي معادلة هو قیمها الذاتية ومتجهانها الذاتية. لکن» 
لاذا لم یبین هذا المثال أهميتها الفيزيائية ؛ إِنّها مهمّة بذاتها ولیس فقط » لکونها جزء 
من طريقة لایجاد ۰. من الحتمل أن یکون أبسط مثال هو سیر جنود على جسر. 
فهم عادة یوقفون الشية العسکرية ویسیرون عرضانياً. السبب هو أنّه من المکن 
أن یکون للمشية تواتر يساوي أحد المتجهات الذاتية للجسر فيبدأ بالاهتزاز (مثل ما 
يجري عندما یتأرجح طفل: تلاحظ مبكراً التواتر الطبیعی للأرجوحة وعوافقة ذلك 
نحعل الا رجوحة تزداد ارتفاعا) . یحاول الهندس جعل التواتر الطبیعی لهذا اسر أو 
الصاروخ بعيداً عن تواتر الهواء أو حرکات الزیت . فى الطرف الأقصى العاکس 
يضيع سمسار البورصة حياته ليحصل على معلومات تتعلق بالتواتر الطبيعي للسوق . 
القيمة الذاتية هي أهم الصفات المميّرة لنظام الحركة . 


تلخيص وأمثلة : 

نتوقف الآن لنلخص ما أعطي وما بقي علینا . بين هذا التمهيد لماذا تظهر القيم 
الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة ۰۸ بصورة طبيعية وآلية عندما نحل المعادلة »ل 
4- :ل /. ثل هذه المعادلة حلول اسية صرفة ٠×‏ = » ؛ تعطى القيم الذاتية معدل 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۳2 


تزاید أو تناقص » وتتطور التجهات الذاتية وفق هذا العدل . احلول الأخرى ستکون 
مزیجاً من هذه الحلول الصرفة. تعدل هذه الخليطة بحیث يلائم شروط البدء . 

العادلة الاساسية هي ۸-۸۲ . آغلب التجهات ‏ قد لا تُحقّق مثل هذه العادلة . 
يسول جه فوشي الان حدما بطر ب بالفسيفوة که نان قاذ عفر ليس تاقار 
. هذا يعنى أن بعض الأعداد ا خاصة ( » فقط» تُمثْل قيماً ذاتية وكذلك بعض 
ا متجهات × » فقط » تمثل متّجهات ذاتية . طبعاً إذا كانت 4 مضاعفاً لصفو فة الوحدة. 
فإنه لا يوجد متجه يغير اتجاهه (عندما يضرب بهذه المصفوفة) وكل المتجهات تصلح 
متجهات ذاتية . لکن» في ا حالة المعتادة» تكون التجهات الذاتية قليلة . إِنّها النماذح 
الأساسية للنظام وإِنّها تؤئّر بصورة مستقلة . يمكننا أن نراقب سلوك كل متجه ذاتی 
ثم نركب النماذج القياسية لايجاد الحل . لرؤية الأمر ذاته من طريق آخر » يكن تقطير 
الصفوفة الأساسية . 

نخطط لتخصيص البند (۲-۵) لنظرية التقطير والبنود التالية لتطبيقاتها : ولا 
معادلة الفرق واعداد فيبوناتشي :7100008 وطريقة ماركوف 1447400 وأخيراً العادلات 
التفاضلية . في كل مثال» نبدأ بحساب القيم الذاتية والتجهات الذاتية ؛ لا يوجد 
طريق مختصر لتفادي ذلك . لكن الأمثلة تسیر في اتجاهات كثيرة بحيث يكون 
التلخیص مستحيلاء عدا التأكيد على أن الصفوفات المتناظرة» بصورة خاصة » سهلة 
وبعض 'المصفوفات المعيبة» بصورة خاصة صعبة. يعوزها مجموعة كاملة من 
المتجهات الذاتية» إِنّه لا يمكن تقطيرها وإنّها تحدث فشلا في تقنية النماذج القياسية . 
ما لاشك فيه» آنها تحتاج للمناقشة ولكني لا آنوي وضعها في هذا الكتاب . 

نبدأ بأمثلة خاصة لمصفوفات جيدة . 
مثال - ١‏ كل شيء واضح عندما تكون 4 قطرية : 


E + | 3 0‏ 5 0 
دوه یھ + لیا و متیر ب ]دي 


۳۸ اجر الخطي ان 


تؤثّر 4 على کل متجه مثل تأثير مضاعف لصفوفة الوحدة ,۸-3 و :»2 = ينه 
. أي متجه آخر مثل (1,5) = × هو خلیط من هذين التجهین ,51 + ,× وعندما تضرب 
المصفوفة ۸ المتجه بر نحد : 


3 
ا - د وی5 + ديق - AX‏ 


لقد كان ذلك متجهاً نمغوذجیا- ليس متجهاً ذاتياً- لکن تأثير 4 یتعین بمتجهاتها 
الذاتية وقیمها الذاتية . 
مثال - ۲ : الوضع مناسب أيضاً من أجل الاسقاط : 


11 


القیمتان الذاتیتان لصنفو فة الاسقاط هما إا واحداآو صفراً. یکون 2-1 عندما 
یکون مسقط متجه هو نفسه و 2-0 عندما یکون مسقطه الم جه الصفری . فضاء 
آعمدة 2 متلثة بالتجهات الذاتية وکذلك الفضاء الصفری . إذا كان لهذین الفضاءين 


«و من الأبعاد فان 2-1 تتکرر + مرو 220 ننکرر *-8 مرة : 


7 ل ز۸ نب :: 





۱ ۱ 
|= وي 0= دوم - | 


= | فم ص | تم 





سح | زم ص | للم 


AST EU & Fa 


س اسب 2 2 
لس 2 ي دس 
ما 


بوجد. أيضاًء آربع قيم ذاتية» رغم أنّها غير مختلفة عندما تکون #من النوع 4 <4 

لاحظ أنه لايوجد أي شيء استثنائي حول ۰-0 مثل أي عدد آخر» يکن 
للصفر أن يكون قيمة ذاتية. إذا كان ذلك» فان متجهه الذاتي يحقّق ×0= ×4. لذاء 
فان + من الفضاء الصفري للمصفوفة ۸. يشير وجود قيمة ذاتية صفرية الى أن أعمدة 
4 مرتبطة خطياً وكذلك الأسطر ؛ محددتها صفر . تحقّق جميع القيم الذاتية لمصفوفة 
قابلة للعكس ۸۶0 بینما من أجل مصفوفة شاد يقع الصفر ضمن قيمها الذاتية . 


مثال - ۳ : تكون القيم الذاتية واضحة عنما تكون ۸ مثاشة : 


3 5 ۸ - 1 
(- لازو تا(1<2) = 8 0 0 = det A - AD)‏ 
٩‏ #۰ #6 02 0 
الحددة هی . ماما جداء العناصر القطر ية . وتساوی الصمر عندما 1 - ۸ 2 و - - ۸ 


۳۲ 


أو س ديا ؛ القیم الذاتية واقعة مسبقاً على طول القطر الااساسی . 

هذا المثال الذي يمكن أن تجد فيه القيم الذاتية بالنظر » ب يشير الى موضوع أساسي 
في هذا الباب : تحول 4 الى مصفوفة قطرية أو مثلثية دون أي تغيير فى قيمها الذاتية . 
نريد أن نؤكد مرة أخرى أن التحليل الغاوسي 10 = 4غير ملائم لهذا الغرض . يكن 
لقيم 1 الذاتية أن تكون ظاهرة على القطر» ولكنّها ليست القيم الذاتية للمصفوفة ۸. 

من أجل أغلب المصفوفات» لا يوجد شك آبداً فى أن مسألة القيم الذاتية آشد 
صعوبة» من الناحية الحسابية» من حل ۸۰-0 . من أجل نظام خطىي. يعطي عدد 
محدود من خطوات الحذف الجواب الصحيح في زمن محدود . (أو بصورة مكافئة. 
تعطی قاعدة كرامر صيغة صحيحة للحل). في حالة القيم الذاتية» لاتوجد مثل هذه 
اخطوات ولا مثل هذا القانون» والا لرجم غالوا 15 من قبره . تكون كثيرة احدود 
المميزة لصفوفه من النوع 5 <5 من انوم قافن واد رس طال ره 79 جد 
صيغة جبرية تعطی جذور كثيرة حدود من الدرجة الخامسة. کل ما آمکنه تقديمه هو 
بعض التحقیقات البسيطة فیما يتعلق بالقیم الذاتية» وذلك بعد حسابهاء نذکر فیما 
6 ب مجموع القيم الذاتية ال يساوي مجموع العناصر القطرية ال : 

)۱۵( A+... +A, =a برس ۵ + .... جنر‎ 

يعرف هذا الجموع تحت اسم الاثر. إضافة الى ذلك جداء القیم الذاتية التي 

عددها ۸ يساوي محددة المصفوفة ۸. 


1۷ الجبر اخطی وتطبیقاته 


لصفوفة الاسقاط ۶ العنصران القطریان < , - والقیمتان الذاتیتان ۱.0 - 
یتساوی - + مع ۱+0 كما ينبغي . بالنسبة للمحددة نلاحظ آنها 0 -0.1. نری 
هثاء أیضا أن للمصفوفة الشادة ذات الحدّدة الصفرية» واحدة أو آکثر من القیم 
الذاتية الساوية للصفر . 

يجب أن لا نخلط بين العناصر القطرية والقیم الذاتية - |نها متطابقة في حالة 
مصفوفة مثلثية - لکن تلك حالة استثنائية . عادة» تکون الحاور والعناصر القطر ية 
والقیم الذاتية مختلفة تماماً. من أجل مصفوفة من نوع 2 ۰2 نتعرف على کل شيء : 


۱ ۳ ۱ ۱ 5 3 b 
ad - bc و الحددة‎ a + 0 الاثر‎ 1 
det 5 ۸ 53 2 ۱ - 45 - ( trace JA + determinant 
_ Îrace 1 | (trace) * - 4det 8 
5ّ 


۸ 


مجموع قيمتي ۸ يساوي الاثر؛ يعطى التمرین )٩-۱-۵(‏ :203 يساوي آثر 
المصفوفة . 


تمارين 


۱-۱-۵ أوجد القيم الذاتية والتجهات الذاتية للمصفوفة | !]=۸ . تحقّق 
من أن الأثر يساوي مجموع القيم الذاتية وأن المحدّدة تساوي جداءها . 

۲-۱-۵ پاستخدام المصفوفة السابقة 4 نفسهاء حل المعادلة التفاضلية 4 اك 
© | = » , »4 =ماهما الحلآن الأسيّان الخالصان؟ 

۳-۱-۵ نفرض آننا غیرنا المصفوفة 4 السابقة بطرح 71 منها : 


3 


B =A - 71-2 <” 5 


۶-۱-۵ 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۳۷۱ 
المتعلقة ب ۸ ۲ 
حل المعادلة =P‏ ۲ حيث ۲ هی مصعو فه الااسقاط : 


du _ 
dt 


اس 


د | تع ص | تع 





5 
3 ]- وه 





ب | فغ =| وغ 





تزداد مركبة فضاء الأعمدة ل مه بصورة أسية بينما تبقى مركبة الفضاء 
الصفري ثابتة . 
أوجد القيم الذاتية والتجهات الذاتية للمصفوفتين : 


3 4 2 0 Û 


1 


=8 و = 














2 
(ا ل ابا 9 
0 0 0 00 
حمق من أن اللجموع EAL‏ يساوى الاثر وأن احداء پیا ا 
الحددة . 
اعط مثالا تبيّن فيه أن القيم الذاتية قد تتغيّر عندما نطرح مضاعفاً لسطر من سطر آخر . 
افرض أن ^ قيمة ذاتية للم فر فة ۸و ×هو التجه الذاتي القابل : = ×4 
. 
() بين أن ذاتها هی متجه ذاتی للمصفوفة ۰-۸-71 وأوجد 
القيمة الذاتية . يؤكد ذلك التمرين (۲-۱-۵) . 
(ب) افرض 2*0 » برهن أن × هو متجه ذاتي للمصفوفة " ۸ أيضاً- 
راود القمة الذاتبة . 
برهن أن المحدّدة تساوي جداء القيم الذاتية وذلك بأن تتصور أن كثيرة 
احدود الميَزة قد حلّلت بالصورة. 
det (A - AD = (A, - A) (A, - A) ۰. 2 - (1‏ 

وأن تقوم باختیار ما ل ۸ . 


4-1-0 


ع حيو | 


۱ ۱-۱-۵ 


۱۲-۱-۵8 


۱۳۰-۱۵ 


۱ ۶-۱-60 


اخبر اخطي و تطبیقانه 


معامل "(2-) من الطرف الأيمن من (۱۵)- ثم انظر فى حدود الحددة : 


و 4 ۰ درك - 11 

۱ 13 day = ۸ 55 13 

detA -21( = dej 7 2 1 
ات 102 امك‎ dan ˆ ۸ 


التي قوق ۸۳۲ . بين لاذا یأتی کل ذلك من قيرب عناصر القطر 
الرئیسی» وأوجد معامل الطرف الایسر من (۱۵) قارن . 

() آنشیء مصفوفتین 8. 4 من النوع 2 × 2 بحیث تکون القيم الذاتية 
للجداء 48 لا تساوي جداء القیم الذاتية ل 4 و 8 ۰ كما أن القیم الذاتية 
ل 8+ A‏ لا يساوي مجموع القیم الذاتية لكل منهما . 

(ب) حقق. مع ذلك» أن مجموع القيم الذاتية ل ۸+8 يساوي مجموع 
جميع القيم الذاتية لكل من ۸ و 8 وكذلك الأمر من أجل الجداءات . . 


لاذا كان ذلك صحیحا؟ 
برهن أن للمصفوفتین "۸و ۸ القیم الذاتية ذاتها وذلك بقارنة کثیرتی 
حدودهما المميز تين : 


أوجد القيم الذاتية والتجهات الذاتية للمصفوفتين : 


3 4 a b 
A = ع طبار‎ 
4 -3 0 a 


إذا كانت القیم الذاتية للمصفوفة ۸ هي ۱.2.3 وكان للمصفوفة ‏ القیم 
الذاتية 4,5,6 وللمصفوفة ١‏ القيم الذاتية 7.8,9. فما هی القيم الذاتية 


كا aon NRE‏ ل MH 2 E‏ 
للمصفوفة ذات التوع 6۳6 | ۸-0 


أوجد رتبة کل من الصفوفتین والقیم الذاتية الأربع لكل من المصفوفتين . 
مصفوفة الوحدان ومصفوفة الشطرخ : 


۱۵-۱-۵8 


8-. ی ۱ 


۱۱-۱-6۵ 


۱ ۸-۱-۵ 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۳/۳ 


حح 
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۱ 
0 
ماهي التجهات الذاتية القابلة للقیم الذاتية غير الصفرية . 
النوع 1 م ؟ تذكر أن القيمة الذادة 0= ۸ مكررة 7-7 مرة؟ 
إذا كانت ۸ مصفوفة وحدان من النوع 4 × 4 أو جد القيم الذاتية 
والمحددة ظ للمصفو قه ۸-1 (قارن بالتمرین ۱۰-۳-۶6 . 
اختر السطر الثالث للمصفوفة الرافقة : 


Û‏ 1 ا 
| 0 0 


سر ج اس بح 


ELON 
۲ كنا لاه‎ 
| 1 [ 
1 1 | 


A = 








لتكون كثيرة الحدود المميزة 52+6+ 42+ ۸-= |/2- 4|. 
افرض أن للمصفوفة 4 القيم الذاتية 0.1.2 ومتجهاتها الذاتية .,« .,ن 
ا صف الفضاء الصفری و فضاء الاعمدة حل المعادلة A= Vv)‏ 


ولا + بر هن أنه لیس للنظام ۵ = ۸۷ حل . 


۵ - ۲ الشکل القطري لمصفوفة 

ننطلق الآن بواحد من الحسابات الاساسية وهو حساب سهل جد وسیستخدم 
في کل بند من هذا الباب . 
۵ ح لنفرض أن للمصفوفة 4 ذات النوع ۰ « من المتجهات الذاتية المستقأة 
خطیا. فإذا اخترنا هذه التجهات أعمدة لصفوفة 5 فان 5 ٩۱۸‏ مصفوفة قطرية ۰۸ تقع 
القیم الذاتية للمصفوفة ۸ على قطرها . 


(۱ ۸ 


۸ 11 


۳۷ اخبر الخطي وتطبيقاته 


نسمي 5 «مصفوفة التجهات الذاتیة» و ۸ «مصفوفة القیم الذاتیة» - مستخدمین لامبدا 
كبيرة لأن لامبدا الصغيرة تمثل القیم الذاتية على القطر . 
البرهان : لنضم التجهات الذاتية زد أعمدة للمصفوفة 5 ولنحسب الجداء ۸5 باستخدام 


۴ ۱ كك جا د۸ عم =| مر ا AS =A A2‏ 














تقوم الخطة على تفریق الصفوفة الاخيرة الى جداء مختلف اما عن السابق : 


5 
۸2 


Xj Ky o Kh 


۱۶ ۸2۵ ... Maka | 














۹ 
الصحیح لهاتین الصفوفتین . |ذا وقعت ۸ قبل 5 بدلا من أن تقع بعدهاء فان على ب۸ 





۲( 
ود 5 قابلة للعکس وذلك لأن آعمدتها المتّجهات الذاتية التى فرضت 


ملاحظة - ۱ إذا لم يكن للمصفوفة قیم ذاتية مضاعفة - الاعداد ,1 ...., ,مختلفة فیما 


بینها » فان التجهات الذاتية تکون بصورة آلية مستقلة خطياً (انظر ۵ د آدناه) . لذلكء 
فان کل مصفوفة ذات قیم ذاتية مختلفة › قابلة للتقطیر . 
ملاحظة - ۲ المصفوفة المقطرة 8 لسيت وحیلع. أولاً کن ضرب أي متّجه ذاتي × 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية “Vo‏ 


بثابت فينتج ذلك متجهاً ذاتیاً.. لذاء يمكننا أن نضرب أعمدة 5 بأي ثوابت غير صفرية 
لنحصل على مصفوفة مقطرة جديدة . القيم الذاتية الضاعفة تعطي أيضاً حريّة أكبر ء 
فمن أجل الثال التافه ۰۸-1 کل مصفوفة 5 قابلة للعكس تقوم بذلك : 16" 5 دائماً 
مصفوفة قطرية (الصفوفة القطرية هنا هي 1 ذاتها) . ينتج عن ذلك أن أي متجه یصلح 
متجهاً ذاتياً لصفوفة الطابقة . 

ملاحظة - ۳ العادلة ۸ 5= ۸5 صحيحة إذا كانت آعمدة 5 الجهات الذاتية للمصفو فة 
4ولایصلح غير ذلك . مصفوفات آخری 5 قد لا تنتج مصفوفة قطرية۸. یکمن 
السبب في طريقة ضرب الصفوفات . لنفرض أن العمود الأول من 5 متجه ما :زر 
فیکون العمود الأول من 54 هو «ب2 . إذا كان على هذا المنّجه أن یتطابق مع العمود 
الأول من 45 الذى هو «۸ وفق ضرب المصفوفات» فان « يجب أن يكون متّجهاً 
ذاتياً: «۸- «4 . بالفعل» الترتيب الذي تظهر به المتجهات الذاتية في 5 هو الترتيب 
ذاته للقيم الذاتية فى ۸ . 

ملاحظة - 5 ليس لكل مصفوفة « من التجهات الذاتية المستقلة خطياً» لذا» ليست 
كل مصفوفة قابلة للتقطير . المثال المعتاد المصفوفة معيبة» هو : 


1 0 
٩-00]‏ 
فيمتاها الذاتيتان 0 -ب۸ <, لآنها مثلثية باصفار على فطر ها : 


۱ kt ا‎ 41 | 8 
det ) 4-21) = det | <0 


إذا كان + متجهاً ذاتياً فان عليه أن یحقق : 














رغم أن ۸-0 قيمة ذاتية مزدوجة - مضاعفتها ا جبرية ١‏ - فان لها فضاء متجهات 
ذاتية ذا بعد يساوي الواحد. المضاعفة الهندسية لهذه القيمة الذاتية تساوى الواحد- 


۳۷٦‏ اشير اخطي وتطبيقات 


يوجد فقط متجه ذاتى واحد مستقل- ولا يمكننا تكوين 5 . (المضاعفة الهندسبة لقيمة 
ذاتية هي عدد آبعاد الفضاء الذاتي الرافق لهذه القيمة) . 

هناك برهان آخر أكثر مباشرة لكون 4 غير قابلة للتقطير . لما كان 0= = ,فان 
۸ ستكون المصفوفة الصفرية. فاذا كان 45-0 5 وإذا ضربنا من اليسار ب5 ومن 
اليمين ب 5 » فاننا نستنتج أن 4-0 . ولا كانت 4 لاتساوي الصفر فان هذا التناقض 
يثبت آنه لا توجد مصفوفة 5 تؤدّى الى ۸ - 5۸5 

نأمل أن لا يكون هذا المثال مضللاً. ليس فشل التقطير نتيجة للقيم الذاتية 
الصفرية. المصفوفتان: 


غير قابلتين للتقطير رغم أن قيمهما الذاتية هي 3,3 و 1,1 . المسألة هي قلَة المتجهات 
الذاتية- الضرورية لتكوين 5. يحتاج ذلك إلى تأكيد : 
قابليّة التقطير تتعلق با متّجهات الذاتية . 
قابليّة العكس تتعلق بالقيم الذاتية . 

ليس هناك علاقة بين قابليّة التقطير (المتجهات الذاتية مستقَلة) وقابلية العكس 
(لا توجد قيم ذاتية صفرية). الاشارة الوحيدة التي تأتي من القيم الذاتية هي : يكن 
للتقطي ر أن يفشل » فقط » إذا وجدت قيم ذاتیة مكرّرة . ومع ذلك » لن يكون ذلك 
دائما . - للمصفوفة 1= ۸ القيم الذاتية المكررة 1,1....1 ولكنّهما بالصورة القطرية 
بصورة مسبقة! لا يوجد» في هذه الحالة»؛ نقص في المتجهات الذاتية . الاختبار هو 
التحّق» من كل قيمة ذاتية مكررة م مرة» ما إذا كان يقابلها م من التجهات الذاتية 
المستقلة- بقول آخر » إذا كان للمصفوفة 4-31 الرتبة م-” . 

لاتمام هذه الحلقة من الأفكار علينا أن نبرهن النظرية المفيدة التالية : 

۵ د إذا قابلت المتجهات الذاتية غير الصفرية .< قیماً ذاتية مختلفة ررا,...., ,۸ 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية VV‏ 


فان هذه المتجهات الذاتية مستقلة خطيا. 

لنفرض مبدئيّاً أن 2= ۸ » وأن تركيباً ما در × یساوی الصفر: = ر + ,ع 
0لنضرب بالمصفوفة ۰۸ فنجد0 = :23.2 + ,2,5 . لنطرح جداء المعادلة السابقة 
بي فيختفى من هذه المعادلة التحه بد : 

(A - ۸ (۱ =0.‏ رن 

لا كان ب2 2,۶ و #0 فمن الضروري أن یکون 0 <> بصورة مشابهه تین أن 
0-,»» وینتج عن ذلك أن المتجهين مستقلان؛ لایوجد سوی الترکیب التافه يساوي 
الصفر . 

يكن دید هذه الطريقة ذاتها من أجل أي عدد من التجهات الذاتية : نفرض 
تركيباً خطياً يساوي الصفر» نضرب ب ۰۸ نطرح جداء 1 بالترکیب الأصلي. 
فیختفی التجه × ویبقی لدینا ترکیب للمتجهات ,. ...× يساوي الصفر . بتکرار 
هذه الخطوات ذاتها (أو باستخدام طريقة الاستقراء الرياضي). نتهی أخيراً بمضاعف 
ل ,»يساوي الصفر . إن ذلك پو جب أن یکون نا ی ب وفی النهایة نجد أن كل 0< . 
لدلك » فان المتجهات الذاتية التي تنتح عن قيم ذاتية مختلفة هى متجهات مستقلة 


۳۳ 


إذا كان لصفوفة ۸ من القیم الذاتية الختلفة فانها قابلة للتقطیر . هذه حالة 
نو ذجية. 


آمثلة للتقطیر : 

نعود الى النقطة الرئيسية لهذا البند التى كانت ٩۸5-۸‏ . مصفوفة التجهات 
الذاتية 5 تحول الصفو فة الأصلية الى مصفوفة القیم لاه ۸ - التى هی مصفوفة 
قطر ية . يمكن أن يظهر ذلك بالاسقاط والدوران . 
مثال - ۱ لمصفوفة الاسقاط =4 مصفوفة القيم الذاتية | ۾ || ۸ . المتجهات 


= | نع = ايم 
2 يماح | يم 
ي ی ی ي س 


۳۷۸ الجبر الخطي وتطبيقاته 
الذاتية ال حسبت من قريب تذهب لتشغل آعمدة 5 : 


Mak‏ از ۲ ات 
1 1 | -5۸- که و |( lf‏ 


تتحقق المعادلة الأخيرة بومضة عين. وهكذا 4 - ۱۸5 5 
مثال - ۲ القيم الذاتية ذاتها غير واضحة فى مصفوفة دوران : 


٤ 0‏ |=« [ تيو عاو هه 


تدور هذه المصفوفة المستوى ۰۹۰ كيف يكن لتجه أن يدور ولا يغير اتجاهه؟ 
ظاهرياً» هذا غير مکن-باستثناء المتجه الصفري غير المستخدم . لكن» لابد من وجود 
قيم ذاتية ولا بد أن نکون قادرين على حل المعادلة »-:4//هك. لكثيرة الحدود المميزة 
+۰22 أيضاًء جذران-لکنهماغیر حقيقين . 

نك تدرك المخرج من هذا المأزق . القيمتان الذاتيتان للمصفوفة × عددان 
تخيليان هما = ,3 و:--ي2. التجهان الذاتيّان» أيضاء غير حقيقيين. لسبب ماء 
بدوران قدره ۰۰۹۰ بضرب هذان المتتجهان بأحد العددين : أو + : 


1 ۲ | 


0 3 9 |= ,06-2 وو 1 اك Bı‏ 


0 


القيمتان الذاتيتان مختلفتان» وتخیلیتان» التجهان الذاتيان مستقلان. انهما 














j 3‏ |= عضية-م و |= 
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ر بحتلان عمودی 2 


ملاحظة: لقد واجهنا واقعاً لا مفر منه» وهو أن الأعداد ال ركبة تحتاجهاء ایضاً 
الصفوفات ا حقيقية . إذا وجد عدد قليل من القيم الذاتية الحقيقية» فانه يو جد دوماً ” 


من القيم الذاتية المركبة . (المركبة تحوي الحقيقية» عندما یکون الجزء التخيّلي صفراً) . 
إذا وجد عدد قلیل من التجهات الذاتية في الفضاء ۶٩‏ أو في "۰8 فاننا ننظر في 7© أو 
۲ يحوي الفضاء ”© جمیع متجهات الاعمدة التي مرکباتها مركبة » وسیکون لها 
تعاریف جديدة للطول والجداء الداخلي والتعامد . لکنه لیس آکثر صعوبة من "۰8 
وسنقدم في البند (5 - ۵) تحویلاً سهلا إلى الحالة ال رکبة . 


القوة واخداء : *4 و 48 

هناك وضعية آخری یکون فيها الحساب سهلاً. لنفرض آننا قد وجدنا القیم 
الذاتية والتجهات الذاتية لصفوفة ۸. عندئذ» تکون القیم الذاتية ل * ۸ هي بالضبط 
7 . ... ,21 وکل متجه ذاتي ل ۸ هو متحه ذاتي» أيضاً» ل 4. ننطلق من ۸ - »۸ 
ونضرب مرة ثانیه ب ۸ : 

(۳( A“ ۶ < ۸ در‎ =AAx =A x 

لذاء فان 27 هی قيمة ذاتية ل ۸۶ بالاضافة إلى أن التجه الذاتی نفسه . إذا لم يغير 

الضرب الأول اتجاه × فإن الضرب الثاني كذلك . 
الأمر ذاته يحصل من أجل التقطير . إذا كان 8 - ۰5۸5 لذا بتربيع الطرفين 
بحل : 
CASE A7 =A‏ آو 5۸25-۸۶ 

تقطر المصفوفة ”4 بالمصفوفة 5 ذاتها وذلك لأن التجهات الذاتية لم تتغير . القيم 
الذاشة ر بحت. 

یستمر ذلك صحيحاً من أجل أي قوة ل : 
۵ ه القيم الذاتية ۸ هي ,2 , ... ,۸1 إنها القوة ذات الاس ۸ لقيم ۸ الذاتية . يبقى 
كل متجه ذاتي ل ۸ متجهاً ذاتياً ل ۸ وإذا كانت 5 تقطر ۸ فإنها تقطر “4 أيضاً : 

0) i E ANE الوص هن‎ 


کل 5۳ تلغی 5 عدا 5٩"‏ الأولی و 5 الاخيرة. 


إذا كانت ۸ قابلة للعکس. فان هذه القاعدة تطبق على العکوس (القوة هنا 
هي ۱ - -1) . القیم الذاتية ل "۵ هي :۱/۸. يكن أن يرى ذلك من دون تقطیر : 

اذا كان جع عم فان جا مدير و چ 4= و ی 
مثال : إذا كانت × دوراناً بمقدار "4٠‏ فان دوران بمقدار ۲۱۸۰ وان × دوران عقدار 


ا 


القیمتان الذاتيتان هما :و :-» مربعاهما 1- و 1-؛ مقلوباهما :--/1 و = (-)/۱ 
ایکننا آن نصل إلى £ ۰ التی قعل دورة كاملة بقدار ۳۳۰ 


۶ 8 فين 111 ا‎ RET 
| كس‎ | 


۱ _ ك4 
تن ۳۱0 ^ 





القوة ۱ = “وهي دوران قدره ۳۱۰" نها الطابقة . 

ننتقل الان إلى جداء مصفوفتین ونتساءل حول القیم الذاتية ل 48. إِنّهِ خلاب 
جدا أن نجرب الحاکمات ذاتها فى محاولة لبرهان ما لیس صحيحاً بصورة عامة . 
إذا كانت 2 قيمة ذاتية للمصفوفة ۸ و بإ قيمة ذاتية للمصفوفة 8 » فهناك برهان خاطی 
لکون ۸ قيمة ذاتية للجداء 48 : 

۸ = A jl = UAX = تا‎ 

یکمن الخطأ بفرض أن للمصفوفتين 8.4 التجه الذاتی × نفسه . بصورة عامة - 

هذا غير واقع . یکننا آن نجد مصفوفتین قیمهما الذاتية أضفار بینما احدی القیم الذاتية 


للجداء هی ١‏ ,۸ : 
0 10 10 
A8 =| 1 1-6 1‏ 
المتجهان الذاتيان لهاتين المصفوفتين مختلفان تماماً» إنهما موذجيتان. للسبب 
داته » ليس للقيم الذاتية للمصفوفة 8 + ۸ علاقة البتة مع ب +.2. 


هذا البرهان الخاطئ یتطلب الصحیح . إذا كان للمصفوفتین التجه الذاتی نفسه . 
فإن القيمتين الذاتيتين القابلتین تُضرب إحداهما بالأخرى وتکون ۲2۸ قيمة ذاتية 
ل 48. لکن. هناك آمر آکثر آهمية . هناك طريقة سهلة لتمییز الحالة التي تکون فیها 
الصفوفتان 2.۸ مشت ر كتين بمجموعة التجهات الذاتية » وهی مسألة أساسية فى ميكانيك 
الکم : 

۵ و ادا كانت کل من 8,4 قابلة للتقطير » فانهما يشتر كان بمصفوفة التجهات الذاتية ٩‏ 
ادا وادا» فقط » كان 84 = ۸8. 
البرهان : اذا کانت الصفوفة 5 ذاتها تقطر الصفوفتن معا 9-5۸5 
و 5۸,5۲ ۸ يكشا أن نضرب هاتین العلاقتن بترتیبین مختلفین : 
کج 94۸ ع APSA SAS‏ و IAS SAS" SAAS"‏ 8۸ 
لا کان ,2۸:۸ ۸۱۸۰ (مصفوفتان قطریتان) نجد 84 = ۸8 . 
في الاتجاه العاکس» نفرض أن 8۸ = ۸8. ننطلق من ×۸ - ۸۰ ونجد : 
ABx = BAx = 8 (< = AB»‏ 

لذاء فان كلا من × و +8 متجه ذاتی للمصفوفة 4 يشتر كان بالقيمة الذاتية 2 (والا 
فان 0= +8). إذا فرضنا للملاءمة» أن القيم الذاتية ل ۸ مختلفة - میم الفضاءات 
الذاتية بعد واحد - فان +8 يجب أن يكون مضاعفا ل ×. بقول آخر × أحد التجهات 
الذاتية ل 8 مثلما هو ۸. إن برهان حالة تكرار القيم الذاتية أطول بقليل . 


ملاحظة : في ميكانيك الكم توجد مصفوفات غير قابلة للمبادلة - مثل مصفوفة 
الوضع ‏ ومصفوفة كمية الحركة 0 - التي تقاسي من مبدأ عدم التيقن ل هيسنبرغ 
8 . إن مصفوفة الموضع متناظرة ومصفوفة كمية الحركة متناظرة تخالفية› 
وتحقق كل منهما العلاقة 7 - 08-50 . ينتج مبدأ عدم التيقن مباشرة» من متراجحة 
شوارتز ||۵»|۳ | كزءم) '(©) الواردة في (۳ - ۲) : 


|x || =x"x =x" مق‎  مور«‎ > 20۱۱۴۱ 





AY‏ ابر الخطي وتطبیقانه 


جداء |||/|[-©|| فى أ|×/|×۴|| - اللذين يمثلان كمية الحركة وأخطاء الوضع 
عندما تكون دالة ا موجه × على الأقل» تساوي ل . من المستحيل المحافظة على الخطأين 
صغيرين » وذلك عندما حاول قياس موضع جزيء فإنك تخیر كمية حرکته . 

في النهاية نصل إلى "5۸5 = ۸ حيث ينتج هذا التحليل عن القيم الذاتية . إنها 
ملائمة لأخذ قوى ۰۸ وان 4 الأكثر بساطة توضح ذلك . التحليل 10 غير مأمون فى 
التربيع . بینما تربيع "5۸5 محكم . الربع هو 5۸*57 المتجهات الذاتية لم تتغير وفيما 
يلي ستحل هذه التجهات الذاتية معادلات الفروق والعادلات التفاضلية . 


تمارين 


۱-۲-۵ فرق المصفوفتين التاليتين وفق S۸8"‏ : 
الم 5 ني a=‏ 
۲-۲-۵ أوجدالمصفوفة ه التي قيمتاها الذاتیتان 1 ,4 ومتجهاها الذاتيان| 7 | | أ 
على الترتيب (إرشاد 5887 -4) . 
۳-۲-۵ أو جد جميع القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة : 








واكتب مصفوفتين مقطرتين مختاة 
٤-۲-٥‏ ادا كان لمصفوفة مثلثية عليا من النوع 3 × 3 العناصر القطرية 1,2,7 
لان كس الك اي 





6ت اسأر 
۲-۵ 


ودا 
6 


۱۲-۲۵ 


(أ) إذا كان 4-1 ماهي القیم الذاتية الممكنة للمصفوفة ۸؟ 

(ب) إذا كانت ۸ هذه من النوع 2 ×2 ولیست 1و 1 - فأوجد أثرها 
و محددتها . 

(ج) إذا كان السطر الأول (1 -,3) فما هو السطر الثانی؟ 

إذا كانت | 3 1 | = ۰۸ فأوجد "۸ وذلك بتقطیر 4 . 

نفرض أن "۷ں = ۸ جداء عمود بسطر (مصفوفة ذات بعد واحد) . 

(أ) بضرب ۸ في داء برهن أن د متجه ذاتي له . ماهي ۸ ؟ 

(ب) ماهي القيم الذاتية الأخرى (ولاذا)؟ 

(ج) احسب أثر 770 = ۸ بطريقتين» عن طريق مجموع عناصر القطر 
وعن طريق مجموع القيم الذاتية . 

برهن » بالحساب الباشر أن ل 48,8۸ الاثر نفسه وذلك عندما: 


a 5 
cC dq 


۲ | - و و ۳ 
ب = 3 ۹ 














استنتج أن 7 -84- 48 مستحيل . (یحدث» فقط ؛ عندما يكون عدد 
الأبعاد مالانهاية) . 

نفرض أن له القيم الذاتية 4 ,2 ,1 فما هو أثر ۸۰؟ ماهي محددة (:۸)؟ 
إذا كانت القيم الذاتية له هي 1,2 ,1 فما هو الصحيح ممايلي؟ أعط 
تبريراًإذا كان صحيحاً ومثالاً معاكساً إذا كان خاطاً 

. قابلة للعکس‎ ۸ )١( 

(؟) ۸ قابلة للتقطير . 

(۳) ۸ غير قابلة للتقطیر . 

نفرض أن التجه الذاتی الوحید هو مضاعف 1,0,0(1)< ۰۶ عين الصحیح 
من الخاطئ فیما يلي : 


۳۸ الجبر الخطي وتطبيقاته 


۸ قابلة للعكس 
ذ۸4 قيم ذاتية متکررة 
۸ غير قابلة للتقطیر 
۱۳-۲-۰۵ قطر الصفوفة | 4 ;]= 4 وآوجد واحداً من جذورها التربيعية - أى 
مصفوفه مثل ۸=۸4. ماهو عدد اطذور التربيعية الو جوده؟ 
۱-۲-۵ إذا كانت ۸ قابلة للتقطیر» برهن أن محددة ۸-5۸5 هی جداء قیمها 
الدائبة . 


۱۵-۲-6۵ برهن أن أي مصفوفة هي مجموع مصفوفتین غير شاذتين . 


(۵ - ۳) معادلات الفرق والقوی ۸۲ 

ليست معادلات الفروق معروفة مثل العادلات التفاضلية ولکن» من الواجب 
أن تکون كذلك . نها تتقدم بعدد منته من حطوات محدودة بینما تستخدم العادلات 
التفاضلية عدداً لانهائياً من خطوات لامتناهية في الصغر - مع ذلك» فإن النظریتین 
تبقیان متوازیتین بصورة قاطعة . إن ذلك ماثل للتشابه الکائن بين الحالات المنقطعة 
والتصلة التي تظهر مراراً فى الریاضیات . لعل آفضل توضیح لذلك إعطاء مشال 
لایدخل فيه جبر خطي من السعة .۰ إذ إن النقود فى الصارف ليست سوی آعداد . 

نفرض أنك توظف مبلغ 1000 8 مدة خمس سنوات بربح معدله 6 . إذا كان 
حساب الربح مرة واحدة في العام » فذلك يعني أن رأس المال سیضرب ب ۱.06 ويكون 
Fogg 2 106 ۳‏ هذه العادله معادلة فرق بخطوة واحدة فى العام الواحد . إنها تربط 
رأس الال يعد 1 +۸ سنة براس مال السنة السابقة . بعد خمس سنوات» سیضرب 
البلغ الاصلي 1000 -, م خمس مرات : 

8 = 1000 1.06(7) = وم ۱0۵) = مم 


لنفرض الآن أن الخطوة الزمنية قد أرجعت إلى شهر» فتكون معادلة الفرق 


الجديدة ,12۳ /06.+1) < ,بر وبعد خمس سنوات أ بعد ۲۰ شهرآ نحد 


49 = 1000 (1.005) = مور 60 | + ایس es‏ 





خطوة التلية هي تركيب الربح يومياً: 
3.303 | 06 


.$1349.83 = 1000 #ث 1 بل ۱ 
365 


أخير اء » لكى تترك المصارف عمالها دائمي ی الح ركة» تعرض ترکیباً متصلاً للربح . 
يضاف الربح في كل لحظة» لذا تتعطل. عندئذ» معادلة الفرق . يمكنك أن تأمل أن 
الخازن لايعرف حساب التفاضل والتكامل فهو غير قادر على حساب ماهو مدين لك . 
سیکون آمامه احتمالان : إما أن يعمد إلى ترکیب الربح آکثر فأكثر تواتراً ويجد أن 
النهاية هي : 

1 96 ` 1000 جه‎ e 1000 2 7 

أو يمكنه أن يحول ذلك إلى معادلة تفاضلية هي نهاية معادلة الفروق 

»م 06. + 1) = ريرم . بنقل ,۲ إلى الطرف الایسر والقسمة على خطوة الزمن ۸۲ › 


ص رييم 
oe,‏ ا تخت وى موی ۷۳ 
dt A,‏ 





ا لحل هو ,5 29 () ۰۵ وبعد خمس سنوات» يبلغ ذلك» أيضاً 1349.87 $ . 
يبقى رأس الال محدوداً» حتى عندما يركب الربح في كل حظة - الفرق الناتج هو 
اریم سنتات » فقط . 

لقد اشتمل هذا الخال على معادلة فرق ومعادلة تفاضلية حيث سعت احداهما 
إلى الأخرى عندما تلاشت الخطوة الزمنية . لکن» يو جد العدید من معادلات الفرق 
التي تبقی قائمة بذاتها . مثالنا التالي ينتج عن متتالية فيبوناتشي الشهيرة : 
SR, Be‏ 0 





۳۸۹ اخبر اقطي و یشان 


لعلك تلاحظ قاعدة هذه المتتالية : کل عدد فیها یساوی مجموع العددین 
السابقين له 





)۱( 
هذه هي معادلة الفروق. تظهر هذه العادلة في کثیر من التطبیقات 
الغريبة حتی استحقت کتاباً خاصاً بها. تنبت الاشواك والأوراق علی شکل 
لولبي» وانك تجد مثلاً على شجرة الزعرور البري والتفاح والبلوط خمس 
نبتات لكل دورتین حول الساق. لشجرة الاجاص ثمان نبتات. لكل ثلاث 
دورات حول الساق . آما من أجل الصفصاف. فالامر آکثر تعقیدً اذ تظهر ۱۳ نبتة 
لكل حمس حلقات . یظهر أن الجلی في ذلك هو دوار القمر (عباد الشمس) ع6نامءك5) 
American, November 1951( 1: O'Connell‏ الذي اختارت بذوره نسبة لاتصدق 

Fl = 3‏ ی 
كيف يمكننا أن نجد الحد الالفي من متتالية فیبوناتشی بطريقة تختلف عن 
الانطلاق من 1 = .0 = ,۶ والسیر قدماً حتی من ۴؟ الهدف هو حل معادلة الفرق 
2+۱۰ :+۲۰ بالقدرة على إرجاعها إلى معادلة ذات خطوة واحدة 
2۰ ربعن . إن ذلك مشابه لترکیب الربح »1.06۶ = ٠۶»,‏ الاختلاف الوحید 

هو أن الجهول هنا سیکون متجهاً والضروب سیکون مصفوفة 4: إذا کان : 


۱ ۱ 


UH, = 2 


23 








(۱) انظر لأجل هذه التطبيقات النباتية كتاب دارسي تومسون 100۳0۲5005 لإعىلة'(1 في النمو 
والشکل )1942 (Cambridge Univ. Press,‏ أو كتاب بیتر ستيتفس ٩16۷6۳5‏ ۳6۱6۲ 2 النمادج 
الجميلة في الطبيعة (1974 ,90۳0 ,ع11) . لقد نشرت مئات من خواص آخر ل,1 في 
Fibonacci’ Quarterly‏ . یظهر أن فیبوناتشی هذا هو الذي حمل الارقام العربية إلى وربا 
حوالی عام ۱۳۰۰ بعد الیلاد . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية TAY‏ 


, Fo 2۳ +P, 


: س‎ Fg = Fa 





هذا التحويل حيلة قياسية لأى معادلة من المرتبة » تركب 1 - تمن المعادلات 
التافهة المشابهة للمعادلة م۴ = , ,»۴ مع العادلة الفروضه لتكوين نظام ذي خطوة 
واحدة. في متتالية فيبوناتشي» 2= . 

حل معادلة الفرق 4 - | ب »لاسهل . ننطلق من م»وبعد خطوة واحدة» نجد 
2۵ ,». في الخطوة الثانية» <» هي 4 التى هی 420 - كل خطوة تسبب ضرباً 
د ۸» وبعد + خطوة یحصل # ضرباً: 

حل العادلة : وماد 1+ UH‏ هو =A u,‏ ها 

المسألة الحقيقية هي ایجاد طریق سريع لحساب القوة “4 وبنتيجة ذلك» محصل 
على العدد الفیبوناتشی الألفي . مفتاح القضية یکمن في القیم الذاتية والتجهات الذاتية 
للمصفو فة ۸ : 
© ز إذا كانت الصفو فة 4 قابلة للتقطیر ۲ 5/5 = 4.» فاد : 

(۲( uk =A “u, = SAS SAS ها(‎ ug =SAS us. 

أعمدة 5 هي المتجهات الذاتية للمصفوفة ۸ وبوضع >= »8 نجد ال حل : 


26] 


۳۳ 14 با‎ = SA c= د ۳ بتو - مخ مب إلى‎ E KEE 














0 


الحل هو ترکیب «للحلول الخلص» ,۸ . 

لقد أعطت هذه القوانين: فعلاء طريقتين بن توصلان إلى الحل 
ذاته ,» ' *5۸5= »». يقرر القانون الأول أن *4 متطابقة مع 5' “4 5. ويمكننا 
التوقف عند هذا الحد. لكن الطريقة الثانية تظهر» بصورة أكثر وضوحا توافق ذلك 





مع حل معادلة تفاضلية : عوضاً عن ا حل الأسي ا خالص و × "۰ لدینا هنا قوة 
خالصة :*" :.3. النماذج النظامية هي» من جدید» مكونة من التجهات الذاتية :ج 
اي تضخم فی كل خطوة بالقيمة الذاتية ,2. بر يب ذه الخلول اللقاصة بط ر 
تتفق مع ۰0 نكتشف» من جدید» الحل الصحيح ااه e‏ 

في أي مثال محدد» مثل معادلة فيبوناتشي » تكون الخطوة الأولى هي إيجاد 
القيم الداتية : 

۸ -| 5 deê قد ث1‎ e1 
3 1+ 1/5 1 الى‎ 
2 2 

السظر الثاني في 2 - ۸هو (2-,۰)۱ لذاء فان المتجه الذاتى هو (2,1). يذهب عددا 
فيبوناتشي الأولان0 = ,۴ و 1= ر۴ في مهونجد : 


| (2- ,۱/0 | ۵ ۸۱ 
(دب۸ - ,1/0 - | ` 0 


= 5 م۷‎ = 
( LH ۱ ۱ ۱ 





هذان هما الثابتان في دع“ 22۸2ء + ,×“ .3ع - بد. لا كانت المركبة الثانية لكل من 
المتجهين الذاتيين هي ۰۱ فان ذلك يبقي * د۸ء + * ,۸,»- »۴ في المركبة الثانية 
و 

۸1 ۸3 ۱ 


ال اس ساسح ا" 
كيه قدية پاس 





| گس | ۱۰۷5 
د ۳3 








وهذا هو الجواب الذي نریده. من ناحية اولی» هذا الجواب» فعلا مفاجی. إذ إن 
قاعدة فیبوناتشی ,۴ + +١‏ - ۲+2 تعطی دوماً عدداً صحيحاً وقد انتهینا هنا إلى 
کسور وجدور تربيعية . لذا» من الواجب اختصاره بطر يقة ما وإبقاء عدد صحیح . 
في الحقيقة» لما كان الحد الثاني ۳/۷5[ ۱/2 1-۷5)| أصغر من النصف دائماً فمن 
الواجب تحویل الحد الا ول إلى آقرب عدد صحیح . الطرح يبقي الجزء الصحیح فیط : 


کے ی 


آقرب عدد صحیح ۳3 7 ۱000 


طبعاً» هذا العدد کبیر جداً والعدد ,۴۵ سیکون آکثر كبراً. من الواضح أن الجزء 
الكسري سیکون تافهاً. بصورة تام آمام الجزء الصحیح ؛ النسبة مور ۴/ ,مور قريبة 
جداً من القدار 1.618 =2 /( ۰5+ 1)» الذی كان الیونانیون القدماء يسمونه «التوسط 
الدع بقول آخر سیصبح العدد "رز تافهاً مقارنة بالعدد ,2۸ وان التسبة ۳+۱۳ 


1 5 | JÛ 
إلى فد‎ 





تقترب من aD‏ و ال RR‏ 
تحوي ذلك . إذا اخترنا مثالا آخر فيه القيم الذاتية أعداد صحيحة. فإنه يمكننا أن نركز 
اهتمامنا على بساطة الحساب - بعد أن نقطر المصفوفة : 





د كك ای 9 بت Il‏ 528 
11 دا کل 1 اه 26 ا | و EEL‏ و2 
| *6 .2 1 ۱ ان «TE‏ 1 | يبع 
: - کح ور إري- خم 

7 ۴ ۳ 6 ۴ ۱ 2 ls 








تظهر القوتان *6 ,1 في المصفوفة الأخيرة * 4» مختلطة مع التجهات الذاتية . 
من أجل معادلة الفرق ,»2۸ ,ءا نؤكد على النقطة الرئيسية . إذا كان × 
أحد المتجهات الذاتية فان : 
أحد ا حلول ال ممكنة هو 234 وم , ماع Hg =X U‏ 
عندما يحدث أن القيمة الابتتدائية مساوية لتجه ذاتى» فان ذلك هو الحل : 
2۰ وب بصورة عامة ىه لیس متجهاً ذاتياً. لگن إذاكان م تر كبا لتجهات ذاتية 
فان الحل »ن هو الترکیب ذاته لهذه احلول الخاصة . 


(۱) إن نسبة بعدی الستطیل المتاز تساوی نسبه 1.618 إلى 1 . 


۳۹ اخبر الخطي وتطبيقاته 


۵ ح ادا كان واو SEIR F a‏ رشن ۳ رد توا 8 ۱ - ۷ . دور 
الاعداد » هو موافقة شروط البدء : 
۱ 


(4 


| ۲۱ ۰۰۰ ۵ < 5 














۳ 
ننتقل الآن إلى التطبیقات الهمة لعادلات الفروق - أو قوی الصفوفات . 


فعية مارخرف 

یوجد تمرين في الباب الا ول یتعلق بالدخول والخروج إلى كاليفورنياء یستحق 
النظر إليه من طرف آخر . لقد كان وفق القاعدة التالیة : 

في كل عام یدخل إلى کالیفورنیا عشر السکان الوجودین خارجها ویخرج عشر 
اتپا مها 

إن ذلك یستدعی معادلة فرق . ننطلق ب م «» عدد السکان الموجودين في الخارج 
وب و عدد السكان في الداخل» فيكون عدد السكان الموجودين في الخارج والداخل 
في نهاية العام الأول : 


220 + نت9 < رثا 
2 8 + ا 1[ 3 











ما لاشك فيه أن هذه السألة تجري بصورة عفوية ولکنها تتمتع بالخاصتين 
الا ساسیتین لقضية مارکوف : العدد الكلي للسکان یبقی ثابتاً ولاهکن لعدد السکان 
في الخارج أو في الداخل أن یصبح سالباً . تنعكس الخاصة الأولى على الصفوفة فیکون 
فعلا مجموع عنصري کل عمود يساوي الواحد ؛ كما أن كل شخص دخل في العد 
ولم يزد أي شخص في العد أو نسي عدّه . تعکس الخاصة الثانية کون عناصر ا مصفوفة 
غير سالبة . مادامت القيمتان الابتدائيتان ,2 و مر غير سالبتين» فان الأمر ذاته سيكون 
صحيحاً من أجل ۰۱ و 2۱ ۰ وم و 22 وهکذا باستمرار. القوى “4 جميعها 
غير سالبة . 
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نفترح» أو لا حل معادلة الفرق اخاصه هذه (مسةخدمين القانون 

(.»'” 4۸*5 ثم ننظر فیما إذا كان عدد السکان بقترب أخيراً من «حالة ثابتة»» وفی 

النهاية» نناقش قضية مارکوف» بصورة عامة . للانطلاق با حساب. نبدأ بتقطیر 
المصفوفة : 


a= | det ( A- AI) =A” - 1.7^ + , 
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هذان هما الحدان ×“ ميقيو + رع“ ۰۱ العامل 1 58 ۱ قد اختفی فى الحد 
الأول» من السهل أن ترى ماذا يحصل بعد هذه السلسلة الطويلة : يصبح العامل *(7.) 
صغيراً جد ويقترب ا حل من حالة نهائية : 


( 2 ی ن ۲ ص 


r‏ یا 


ات 
i‏ 


لم | ندا س | درا 








مجموع السکان لایزال ,2 + ,«وهو» تام كما فى البدء» إلا أنه سيكون» في 
النهاية» ثلثا السكان خارج كاليفورنيا والثلث الاخر داخلها. هذا صحيح مهما كان 
التوزيع الابتدائي ! يمكنك أن تتأكد أن هذه الحالة الثابتة هی تماماء التوزيع الذي طلب 
فى التمرين .)١7-7-1١(‏ إذا انطلقت السنة ب 2/3 في الخارج و 1/3 في الداخل فان 


۳۹۲ الخبر الخطي وتطبيقاته 


الامر يبقى كذلك في النهاية : 











ا حالة الثابتة هي التجه الذاتي ل ۸القابل ل ۱ < 2. يترك الضرب بالمصفوفة 4 
الذي ينقلنا من خطوة زمنية إلى الخطوة التي تليهاء ب» ثابتاً. 

نلخص نظرية طريقة ماركوف : 
6 ط مصفوفة ماركوف غير سالبة ومجموع عناصر كل عمود فيها يساوي الواحد. 

(1) ۱ - ,۸ قبعة ذاتبة 

(ب) متجهها الذاتی × غير سالب - وهو حالة ثابتة لأن ,×= ,×۸ 

(ج) تحقق بقية القيم الذاتية 1 > ١‏ ب۸ا. 

(د) إذا كانت عناصر أي قوة ل ۸ موجبة فان 2,۱ الأخرى تصغر الواحد. الحل 
,۰ يتقرب من مضاعف ل × - الذى هو الخالة الثابته بىا . 

لإيجاد مضاعف × الحقيقي » استخدم حقيقة کون عدد الأهالي الکلی ثابتاً . إذا 
بدأت كاليفورنيا بكون ال 90 مليوناً فرد كلهم في الخارج . فإنها تنتهي ب 60 ملیوناً في 
الخارج و30 مليوناً في الداخل وتنتهي» أيضاً. إلى ال حال ذاته فيما اذا كان جميع السكان 
٩۰(‏ ملیونا) فى الداخل عند البدء . 

نريد أن نلاحظ أن بعض المؤلفين يتعامل مع " ۸ وكون مجموع الأسطر يساوي 
الو احد . 
ملاحظة : لقد كان وصفنا لطريقة ماركوف محدداً ناما . یتحرك الأهالي بنسب ثابتة . 
لکن إذا نظرنا إلى شخص بفرده» فإنه يكن لقواعد الحركة أن تعطي تفسيراً احتمالياً. 
إذا كان الفرد خارج کالیفورنیا» فإن احتمال تحركه إلى الداخل هو ۰1/10 وإذا كان فى 
الداخل» فان احتمال خروجه هو 2/10. تصبح حركته حادثة عشوائية وتسمى المصفوفة 
التي تتحکم بذلك مصقوفة انتقال . لايمكنناء آبدا. أن نعرف أين هو لکن» فی كل 
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عام» تعين مرکبتا ,۷ *4- ,» احتمال وجوده في الخارج واحتمال وجوده في 
الداخل . يساوي مجموع هذین الاحتمالین الواحد - انه موجود في مکان ما - ولا 
یکونا آبداً سالبین . إن ذلك يُعيدنا إلى الخاصتين الأساسيتين لصفوفة الانتقال : مجموع 
عناصر کل عمود يساوي الواحد ولا یوجد أي عنصر سالب . 

لنقطة الأساسية في النظرية هی معرفة لاذا 1-1 هی دائماً قيمة ذاتية» ولاذا 
متجهها الذاتی حالة ثابتة . من السهل تفسیر النقطة الأولى . مجموع عناصر أي عمود 
من - 4 يساوي 0 - ۰1-۱ لذاء فان مجموع آسطر ۰ 4 يساوي السطر الصفري. انها 
قط خنطا 7 شاخگواق1 ح 3 استی مها الذانة.. با اء حالانت: خا 
جدا" " ستتقرب .۰ فى النهاية من التجه الذاتی القابل . یقحضی ذلك القانون 
و و + بع" برع ونه الذی لایحوی آی قيمة ذاتية هکنها أن تزید على 
الواحد . (والا قان الاحتمالات »» ستزداد بسرعة كبيرة مثل آعداد فيبوناتشي ۰) إذا 
كانت بقية القیم الذاتية أصغر بصورة دقيقة من 1= ,۰2 فان اد الأول من 
الصيغة سس زا ااا ۱ ۸ الا ری تمعى ت الق و 
ح اجاج بيجي يبلن 

إن ذلك مثال لواحد من المواضيع الأساسية في هذا الباب . بمعرفة معلومات 
حول قن آوجد معلو مات حول قیمها الذاتية . هنا وجدنا! < ب 

هناك فرق واضح بين أعداد فيبوناتشي وقضایا مارکوف ؛ تزداد الاعداد »۴ 
كثيراً بینما یقع أي احتمال بالتعریف» بين الصفر والواحد. إن معادلة فيبوناتشي 
غير مستقرة وكذلك حال معادلة الربح ال رکب ,۱.06 = ,+. حيث یزداد رأس الال 
باستمرار . إذا تناقصت احتمالات ما رکوف نحو الصفر » فان ذلك يعني أن تلك العادلة 
(۱) إذا دحل کل شخص فى الخارج وخرج كل شخص في الداخل. فان وضع الأهالي ينعكس في 

کل سنة ولن یکون هناك حالة ثابتة . مصفوفة الانتقال هى | ۸ | = ۸و 1- قيمة ذاتية مثل 1+ - 


الامر الذى لمحن حدو نه ادا كان جمیع 0 a2‏ . 


۳۹ الجر اي وال نات 


مستقرة؛ لکنها ليست كذلك لأنه» فى کل مرحلة» یکون مجموعها مساوياً 
الواحد. لذلك» تکون قضية مارکوف مستقرة حيادياً . 

لنفرض الان أن لدینا معادلة فرق ,2۸7 ,+ وآننا نرید دراسة سلوکها 
عندماه وم ۲. نفرض أنه يكن تقطیر ۸. فیکون الحل »× تركيباً للحلول 
الخلصء 

Bala‏ مد يرو ارود ون 

تتحكم العوامل * ,2 بتزاید »» . لذا فان الاستقرار يتعلق بالقيم الذاتية . 
۵ ي تکون معادلة الفرق ۸۷ = رين 

مستقرة إذا كانت جميع قیمها الذاتية محققة 1 > ۱ ,2| 

مستقرة حيادياً إذا حققت بعض القيم الذاتية 2,۱۱ اوالبقية <١‏ 2,۱2 افي 
الحالة الستقرة تتقارب القوة *4 من الصفر . لذاء وكذلك حل 2۸*۰ »» 

غير مستقرة إذا كانت واحدة على الاقل» من القیم الذاتية متحقق 1 >2,۱| 
مثال الصفو فة : 


حتماً مستقرة؛ قیمتاها الذاتیتان 1/2 ,0 واقعتان على القطر الرئیسی وذلك لأن 
۸ مثلثية . إذا انطلقتا من أي متجه ابتدائی ,» واتبعنا القاعدة ,2۸۷ ,,» فان على 
الحل أن یتقرب في النهاية من الصفر : 


يكنك أن تلاحظ كيف تتحکم القيمة الذاتية الکبری 1/2 -2 بالاضمحلال ؛ 
بعد الخطوة الاولی» يساوي کل متجه »» نصف الذی یسبقه . التأثیر الحقيقى للخطوة 
الأولى هو تجزئة إلى التجهین الذاتین للمصفو فة ۸ : 


0 
م | - ۸ 


حي ب ده 
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1 |= دن , 
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1-6 
"9 3 ۱ 3 
وإبادة التجه الذاتی الثاني (التعلق ب 0 -2). یضرب التجه الذاتی الأول ب< ۸ 

2 فى كل خطوة . 


4 








الصفو فات الموجبة وتطبيقات : 
بتطوير آفکار ماركوف» يمكننا أن نجد منجم ذهب صغير (اختياري بصورة تامة) 
من تطبیقات المصفوفات على الاقتصاد . 
مثال - ۱ مصعو فه الداخل +5 الخارج للبو نتف 160۳۱6 
إن ذلك آحد الإنجازات الکبيرة في الاقتصاد الریاضی . لتوضیح ذلك ‏ ننشی 
مصفوفة الاستهلاك - حيث ره تعطی مقدار الانتاج زالذي یحتاج لایجاد وحدة من 
الانتاج 3 
فولاذ 
طعاء 
عمل 
السؤال الأول هو : هل يمكننا إنتاج ,« وحدة من الصلب و :« وحدة من الطعام 
و وة عمل؟ العمل کمایلی» علينا أن ننطلق عقادیر کبيرة و وظر ,2 لان قسما 
Ap‏ 


0 
A= ۱ 








1 
۰ 
1 


حرا بح سا 


1 


مسألة : يطلب إيجاد متجه وبحيث يكون ر = م 4- مأو ر" (4- 1= ۲. 
من حيث الظهر» علينا أن نتساءل ما إذا كانت الصفوفة 4- 7 قابلة للعكس . 
لکن. لهذه المسألة شرط إضافي» ذلك أن الطلب والإنتاج «,غیر سالبين. وبا أن 
مهو ر"( ۰0-۸4 فإن السؤال الحقيقى هو حول المصفوفة التي تضرب «: 
متى تکون ا مصفوفة ۸(۲- غير سالية؟ 
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بصورة تقريبية » لايمكن ل ۸ أن تکون كبيرة . إذا استهلك الانتاج كثيراً فلن یبقی شىء 
من الانتاج . مفتاح القضية هو في كبر القيمة الذاتية ,2 للمصفوفة 4 التی يجب أن 
تکون آصغر من 1 : 
إذا كانت 1۱ < ,۸ فان 0437 لایکن أن تکون غير سالبة 
ادا کانت 1= ,۸ فان EA)‏ غير موجودة. 
إذا كانت 1< ,2 فان '(4-) هي مجموع مصفوفات غير سالبة. 
: ۱ سا | )0 
من السهل إثبات ذلك » بعد معرفة الحقيقة الأساسية المتعلقة بالمصفوفات غير 
السالبة مثل 4: لیس فقط » أكبر قيمة ذاتية موجبة بل التجه الذاتى ,× كذلك . لذاء 
فان للمصفه فة '(4-/) المتجه الذاتي ذاته ويقابل القيمة الذاتية (,2 1/)1. 
(ذا کانت ,2 آکبر من الواحد فان العدد الال سیکون سالباً . عندئذ» سیکون 
للمصفوفة (I-A)‏ التجه الذاتی الوحب عوضا عن التجه السالب (,2- 1 7 #. 
فى هذه اخالة» 2۸(۲) غير سالبة بالتأكيد. إذا كانت 1 = ,۸ فان 4-: شاذة. الحالة 
الإنتاجية الصحية هي | را » حيث تسعى فوی 4 إلى الصفر (استقرار) وتتقارب 
المتسلسلة ... +۸۶ + 1+4. إذا ضربنا هذه المتسلسلة ب 7-4» فانه يبقى لدينا مصفوفة 
الوحدة - جمیع قوی ۸ تختصر - لذا فان A‏ تساوي مجموع مصفوفات غير 
سالبة . سنعطی مثالین : 
1 ام | = 2,4 = ,2 ويكون الاقتصاد خاسراً 


= ,2 ويمكننا انتاج كل شيء 





1,4 
2 


المصفوفتان '< 4 في اخالتن | و 7016 ]۰ 
تهدف فكرة ليو نتيف 1200161 إلى ایجاد مودج يستخدم معلومات حقيقية من 
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اقتصاد حقيقي ؛ يحوي جدول الولایات التحدة لعام ۰۸۱۹۵۸ ۸۳ صناعة ارسلت 
کل واحدة منها «جدول معاملات» للاستهلاك وال نتاج . معد النظرية إلى مابعد 
7-40 ۰ لتقرر الا سعار الطبيعية ومسائل تتعلق بالوضع الامثل . عادة» العمل حاجة 
محدودة يجب جعله من النهاية الصغری . طبعاً» الاقتصاد لیس دوماً خطياً. 


مثال ۲ الأسعار من نموذج داخل - خارج مغلق . 
یدعی النموذج مغلقاً فیما إذا كان یس کل ماینتح . لایغادر النظام أي شيء . 

في هذه الحالة» تعود الصفوفة ۸ إلى مصفوفة مارکوف . مجموع عناص ر کل عمود 
يساوي الواحد - یکننا أن نتکلم عن قیم الصلب والطعام والعمل» عوضاً عن 
الوحدان. يثل التجه ۶ الأسعار عوضاً عن مستویات الانتاج. 

لنفرض آن ,۰۴ هو متجه الأسعار . لذا فان ,۸ یضرب الاسعار بالکمیات 
لیعطی قيمة كل إنتاج . هذه مجموعة جديدة للأسعار یستخدمها النظام من أجل 
المجموعة التالية للقيم ,م:۸. المسألة هي ماإذا كانت هذه الأسعار تسعى إلى التوازن . 
هل توجد أسعار مثل ۸ = م وهل يقودنا النظام إلى ذلك؟ 

إنك تعرف أن م (غير سالب) كمتجه ذاتي لمصفوفة ماركوف ۸ - يقابل القيمة 
الذاتية 1 -2. إنه الحالة الثابتة ۰۱۷۰۰ وتتقرب من أى نقطة انطلاق ,م. يتعلق الاقتصاد 
بما يلى» عندما تتكرر المعاملة مراراً عديدة فان السعر يسعى إلى الاستقرار . 

لإتمام ذلك» نعطي شرحاً سريعاً للخواص الأساسية لصفوفة موجية - يجب 
أن لاتخلط مع الصفوفة المعرفة إيجابياً التي هي متناظرة وقيمتها الذاتية موجبة . هنا 
تكون جميع العناصر a‏ موجبة . 
۵ ك أكبر قيمة ذاتية .3 لمصفوفة موجبة» هي حقيقية وموجبة» وكذلك الامر من أجل 
مر كبات المتجه الداتي 3 
البرهان : لنفرض 0< 4. الفكرة الأساسية هي أن ننظر فى کل عدد ۲ بحیث یکون ۸ 
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2 2 2ن من أجل متجه عبر سالب ( غیر 0- ) ج. ق استخدمنا التراجح في < Ax‏ 
ا لهدف الحصول على ترشیحات كثيرة ل :. من أجل آکبر القیم :هه (التى وصل 
إليها)» نريد أن نبرهن أن المساواة الصحيحة ٠‏ ., :- ×۸. 

إذا لم تكن ریب 2 ۸ مساو |66 نضرب ب ۸. بسبب کول ۸ مو جبة» فإن ذلك 
يؤدى (لی متر اجحه بالعنی الدقيق عقي ۶< ×“ 4 . لذا فان المتجه الموجب + - ر 
بحشق لا یت حت رھ و آن max‏ 1 يمكن أن يكون متز ايد هذا التناقض يعر ضص المساواة 
ديرم ۲= ۸ ویکون لدینا قيمة ذاتية . متجهها الذاتی × مو جب وذلك لأن ×4 الو جود 
في الطرف الایسر للمساواة» حتماً» موجب. 

لرؤية أنه لاتوجد قيمة ذاتية يكن أن تکون آکبر من سم ۰۶ نفرض 2۸2 ۸2. با 
آنه کر 21 و2 أن حویا آعدادا سالبة آو مرکبة» فاننا قا عد القيمة الطلقة ؛ 
۱ ۱۸۱۱۶۱۶۱۲ استتاداً إلى ام اجحة العلت ».۱:۱ هذه لست سالبة 
لذا» فإن ۱2۱ هي إحدى الرشحات الممكنة ل :. أي أن ۱۸۱ لايمكنها أن تزید 
روم ۶ - التی يحب أن تکون اکیر قيمة ذاتية. 

هذه هى نظرية بیرون - فروبينبوس Perron Frobinius‏ المتعلقة بالصمو فات 
الموجبة وهي واحدة من أكثر النظريات استخداماً في الاقتصاد الرياضي . 
مثال ۳ موذج فون نیومان ۷ ۷۷ Von‏ لاقتصاد تام 5 

نعود إلى الصفوفة ۸ ذات النوع 3 × 3 التی أعطت استهلاك الصلب والطعام 
والعمل . إذا كان الخارج ۰۱ , فان الداخل الطلوب هو : 








(“ | لد 0 دا 
فك | رز || 8 1. 0 |= ره 
ادا له 7 3 


فى الا قتصاد » تکون معادله الفرق تراجعية! عوضاعن 2۸۷ وغوه لدیتا 


2۰۱ م إذا كانت ۸ ضغيرة (کما هی الآن) فان الانتاج لايستهلك کل شیء - 
والا قتصاد ينمو . 


تتحکم القیم الذاتية ل " ۸ بهذا النمو. لكن» مرة أخرى» یوجد التفاف نحو 
غير السالب لانه لایکن للصلب والطعام والعمل أن یظهرا بکمیات سالبة . تساءل 
فون نیومان عن العدل الأعظمي ١‏ الذي یکون الاقتصاد من آجله نامياً ویبقی غير 
سالب؛ یعنی أن 0 < را را 

تتطلب هذه المسألة أن یکون ,۷ 14 < ,». |نها تشبه نظرية بیرون - فروبینیوس 
حیث تقع ۸ في الطرف الآخر . كما سبق» تتحقق الساواة فقط » عندما / تبلغ »يم / 
التي هي القيمة الذاتية الرافقة للمتجه الذاتي الوجب للمصفوفة ۲ ۸. في هذا المثالء 
فان عامل النمو هو 10/9 : 




















Û 1 1 09 ۲ 1‏ گر 
5 =» و و کا 45 5 اا 8 1. 0 = Ax‏ 
RE 48 4.5 | 10 5 |‏ 


إذا تناسبت انتاجات الصلب - الطعام - العمل مع (۵ > ۰۵ )١‏ فان الا قتصاد 
ينمو بسرعة ماآمکن . معدل النمو الاعظمي هو ,1 


غارین 


۱-۳-۵ () من أجل مصفوفة فيبوناتشي .م ۲ |= ۸ اکتب 4 ۸ 4 ثم 
(باستخدام النص) آو جد ۳۲ ۸ 
(ب) آوجد ۶ | ,7|-8 إذا كانت 

۲-۳-۵ لنفرض أن فیبوناتشی قد انطلق بمتتاليته باحدین 3‏ , ۴و 1 = ,۰2 ومن 
ثم» اتبع القاعدة نفسها »۴ + رم = وب e‏ 
الجديد ,» والعامل الجديد ,۱۸ 5 - » وآعداد فیبوناتشی الجديدة . برهن 
أن النسبة ,۲۰۰۱/۴ متقاربة نحو التوسط الذهبی . 


۳-۳-۵ ادا کال کل عددهو متوسط السلةين نالیم EEE‏ 


6-۳-۵ 


۵-۲-۵ 


6-7-6 


اخبر اخطي وتطبيقاته 


E ۱‏ - ,6 کون الصفوفة 4 وقم بتقطیرها . إذا انطلقت 
من 1/2 = ر6 ,0 = م6 آوجد قانون 6 واحسب نهایته عندماهه ج ]. 
درس بیرنادیلی خنفساء تعيش ثلاث سنین» فقط ‏ وتلد فى السنة 
الخالثه) , ادا كان اسحمال بقاء مواليد الجيل الأول 1/2« نم الخيل الثاني 
3 ثم ينتج من الثالث ست إناث قبل الانتهاء . فالصفوفة هنا هی : 
6 
0 


0 
9 د 4 
۱ 
: 


ی د انا نه 


۸ 
وخ أن 7 - 4 تابح توزع الخنافس خلال ست سنوات منطلقاً من 
۰ خنفساء لكل جيل . 


نفرض أن وباء يصيب بالمرض كل شهر نصف الأصحاء ويموت ربع 
الذين أصيبوا بالمرض . آوجد الحالة الثابتة لهذه الحالة الخاصة من قضية 


ماكر 
2 11 
dk + |‏ 
S«+ı | =| 0 1‏ 
() 0 ۱ | + ۱ ۱۲ 





اکتب مصفوفة الانتقال ذات النوع 3 × 3 لمقرر فى الکیمیاء يدرس فى 
شعبتین» إذا علمت أنه في كل آسبوع ینسحب من القرر ربع مافی الشعبة 
Pl‏ 


أو جد القيم النهائية ل ce) 4 Yk‏ جه (k‏ ۱ ادا کان : 


0 = پل ما2 3 ۳ 2۳ > [ عير 
ga‏ عون ع ANE‏ ويه 


٩-۳-۵ 


۱۰-۲۳-۵6 


۵ و[ 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية 


اف عخ انضا ضيقة ل با 2۱ من =SA ST‏ “4. 

(أ) انطلاقاً من الحقيقة : العمود ۱ + العمود ۲ = ۲ (العمود ۳). أي أن 
الاعمدة مرتبطة خطياًء ماهی إحدى القیم الذاتية ل ۸ وماهو المتجه 
الذاتی القابل؟ 

کے کا ج 
3 كك E‏ 
4 4 4 


= 








(ب) آوجد بقية القيم الذاتية ل ۸. 

(ج) إذا كان 0 ,10 ,0) = ,۷ فأو جد نهاية ,۸*۰ عندماه ج ». 
نفرض أنه توجد ثلاثة مراكز رئيسية لسيارات الشحن التي تؤجر بدون 
سائق . في كل شهر» يذهب نصف المو جود في بوسطن ولوس أنجلوس 
إلى شيكاغو ويبقى النصف الثاني حيث هو موجود» آما السيارات 
الموجودة فى شيكاغو فتقسم بالتساوي بين بوسطن ولوس أنجلوس . 
أوجد مصفوفة الانتقال 4 التي هي من النوع 3 × 3 وأوجد الحالة الثابتة 
القابلة للقبية الذاتية 1 حة. 

() فى أي مدى ل ه ,9 تقع معادله طريقة مارکوف التالیة؟ 


7 | * 
۷۴ Hy 


رت اتجمیت ره 3 ار + من اجل أى قيمتين للعددین a,b‏ . 

(ج) تحت أى شرط على العددين ۲,» یکن ل ين أن تتقرب من نهاية 
محدودة عندما © ج 6 وماهذه النهاية؟ هل المصفوفة ۸ مصفوفة 
مارکفی؟ 

شركة متعددة الجنسيات فى الولایات التحدة والیابان وآوربا تقدر 
موجوداتها ب ٤‏ تریلیون. عند الانطلاق» كان في الولایات التحدة 


4 4 
۵ - ۱ داه 8 ۴۴۴۶ 





2 


۱۲-۲۵ 


۳-۳-۵ 


۱-۲-۵ 


اخبر اخطی و تطبیقاته 


ترلیونان ومثلها في آوربا . في کل عام» یبقی نصف مال الولایات التحدة 
في مكانه» ويذهب الربع إلى کل من الیابان وآوربا . بالنسبة للیابان 
وأورباء یبقی النصف فى مکانه ویرسل النصف الثانی إلى الولایات 
المتحدة . ۱ 

(۱) آوجد الصفوفة التي تعطی : 

US 


۱ 


(ب) آوجد القیم الذاتية والتجهات الذاتية ل ۸. 

(ج) آوجد التوزیع النهائي للأربعة تریلیونات في آخرالعالم . 

(د) أوجد التوزیم في السنة ». 

إذا كانت ۸ مصفوفة مارکوف» برهن أن مجموع مرکبات × 4 يساوي 
مجموع مركبات ×. استنتج أنه إذا كان ×= عه حيث ۶1 ۸ فان 
مجموع مركبات المتجه الذاتى يساوي الصفر . 

حل | ؟- »4= به / ,۵ ( القيمتان الذاتيتان :,:-) يدور على دائرة : 


US 
j 
E 


ار 














تق 3 


۱ 


(۲ ۹۸ ,54م ) :۰ نفرض آننا قربنا بمعادلات الفروق التقدمية والتر اجعية 
والته سطه : 

u», 0+ 4(0 رات ۰ أو‎ A, (Î) 

4 أو ATE‏ جد وي 


(ب) 1+ An‏ = ونا 7 1 + 


(ح) U,‏ سك ااه - U,‏ 7 ون نحل آو LA) (1 + Au,‏ - ]) = وى 8 
أوجد القيم الذاتية .(4! + )"(14-) و "(4 - 0 و ۸+ 1. لأي 


من معادلات الفروق» یبقی الحل على دائرة؟ 
ماهی قيمة » فى النظام .( ۾ ۷ + ماع War]‏ إلى + SOM,‏ زبی ۷ 


التي تودي إلى عدم استقر ار ؟ 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية فا 
۱۵-۳-۵ آوجد آکبر القیم ل »,۶,» التي تکون من اجلها الصفوفات التالية مستقرة 
خیافها : 


8 


C 
اج م‎ 











8. م 8.- a‏ 
2F ۱۵ 2 |‏ 5 
۱١-۳-۰۵‏ بضرب حد بحد» تحقق من أن 1= (... + 47 + 4 + 0( 1-4). تمثل هذه 
المتسلسلة اللانهائية ۲( ۰0-۸ وهی غير سالبة عندما تكون 4 غير سالبة» 
شرط أن يكون لها مجموع محدود؛ هذا هو شرط كون1 > 3. اجمع 

هذه التسلسلت وحقق أنها تساوى '(4- 7) لمصفوفة الاستهلاك : 
1 1 0 


۱ ۱ [ 
0O0 0Û 


4 = 








۱۷-۳-٥‏ إذاكانت |2 ]= 4» فأوجد القوى *4«(يمافى ذلك 4°) وبرهن 


بالتفصيل أن مجموم هده القوی يتمق مع -A)"‏ ( . 
۱۸-۳-۵ فسر بالریاضیات أو بالاقتصاد لماذا يوجب تزايد أي عنصر من امصفوفة 


الاستهلاك» ۸ تزاید ,22 ...+ (ويخفض الاستهلاك) . 
۱۹-۳-۵ مانهاية کل من الصفوفات التالية عندما مه «- © (الحالة الثابتة) . 


4 ما‎ HES 


مها ی فا برهن أن كل ثالث عدد من أعداد فیبونانشی زوجى . 


۳ 2 
6 8 





۵ - 5 العادلات التفاضلية والدالة الاسية ۸ 

آینما نجد نظام معادلات» سوی حالة العادلة النفردة» تدي نظرية الصفوفات 
دورها فى الحل . لقد كان ذلك صحيحاً لعادلات الفروق حیث كان الحل ۸۲۰0 2 
متعلقاً بقوة» بالصفوفة ۸. وهو أيضاً صحيح من أجل المعادلات التفاضلية حيث 


7 0 اخبر الخطي و تطبیقاته 


كان ا حل #۰ - (1) ۲۷ متعلقاً بدالة أسية ا 4 , لتعر يف هذه الدالة الا وفهمهاه 
ا مباشرة» عثاله : 


1 ش- |_ ى  du‏ 
2 ۱ - و 10( 





الخطوة الأولى هي دوماًء ایجاد القیم الذاتية والتجهات الذاتية : 
1 اھ E‏ 1 
41-4 | 


توجد عدة إمكانات تؤدي كلها إلى الجواب ذاته . من الحتمل أن يكون أفضل 
طريق هو إظهار اخل العام وجعله يتلائم مع المتجه الابتدائی ,» عند 10. الحل العام 
هو تركيب خحطى للحلول الأسية الخالصة . إنها حلول من الشكل الخاص تم » حيث 
2 قيمة ذاتية للمصفوفة 4و + متجهها الذاتي + نحقق هذه ا حلول العادلة التفاضلية 
لأن ) ۸  -‏ “م م) ج / و . (لقد كان هذا مقدمتنا للقيم الذاتية فى منطلق هذا 
الباب) . في هذا المثال الذي هو من النوع 2*2 توجد دالتان أسيتان خالصتان تركبان 
كما يلى : 


از A,‏ ظ :8 5 و 3 1 
۱ مرج + بر 6 = (۶) u‏ او ۳ ۳ | |= ( ۲( 


فى لحظة الصفر ‏ عندما تکو ن الدالة الآأسية1 "م ب #۷۵ ن 6۱ و 62 


ل جة ۳ ۱ 40141 > U,‏ آو $ = | 1 3 14 


نتعرف هنا على المصفوفة ۰4 مصمو فة التجهات الذاتية . والثایت =S uo‏ 6 
هو نفسه الذي كان لمعادلات الفروق . بالتعويض بهذه القيم فى (2)» تكون المسألة قد 
حلت . والحل بالصورة المصفوفية هو: 


| 
دی 


-1 
٩ 1 




















» 0 =| 


1 
م 1- 
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يوجد قانون أساسي لهذا البند : ,۱ 5" 5 - »يحل المعادلة التفاضلية» تماماً 
كما كان يحل القانون ,۸" ۸*5 5 معادلة الفروق . المصفوفتان الأساسيتان هما : 


- ۱ 


At € ىم‎ ۱-1 | 
ام‎ ۱ ۳ A - 4 8 


س 





هناك آمران علينا إنجازهما بالا ضافة إلى هذا الثال . الأول هو إتمام الجزء 
الرياضي وذلك بإعطاء تعريف مباشر للشكل الأسي الصفوفي . الأمر الثانی هو 
إعطاء تفسير فيزيائي للمعادلة ولحلها . إنها تمثل صنفاً من المعادلات التفاضلية التي لها 
تطبيقات مهفيلة . 

لنهتم آولا بالدالة الأسية . بالنسبة لمصفوفة قطرية ۰۸ الأمر سهل ؛ “*ء تحوى. 
فقط » الاعداد *ء في قطرها (كما قدم سابقاً) . لمصفوفة عامة ۰۸ الفكرة الطبيعية هي 
محاكاة تعريف متسلسلة القوى : 


3 م 


XxX xX 
1 3 


إذا عو ضنا 1ب و اب ایصبح المجموع مصفوفة من النوع 8 * 11. 


E 3 
(AD 3 (AL) 
2۱ 3! 


ES SIEGE 





(۳ 


39 + عنس عر تقح 


إن ذلك دالة آسية فى + ۸. هذه التسلسلة متقاربة دائماً وان لجموعها الخواص 
الصححة: 


i 


() + 5ى _ م ) (e‏ 3 ( 
ود رام لذي (۵) 


dt 
حل المعادلة التفاضلية . يجب آن یکون‎ u =e ue من المعادلة الأخيرة ۾ ل آن‎ 
هذا احل من شکل تلك اخلول التى استخدمناها للحساب» حیث کانت‎ 


۹ ابر الخطي و تطبیقانه 


٠ 8 "»‏ 5= ». لکی نبرهن مباشرة أن هذين الحلين متوافقان» نذکر أن كل قوة 
۸5۳۷۲ /5) تظهر بالصورة 6۸*5< *4 (لأن "5 تختصر مع 5). لذاء فان الدالة 


الاسية كاملة قد قطرّت بالوقت ذاته : 
e E‏ ف ی و وا 
ESAS EASE SAS FF‏ ]ی نی 
!3 !2 
ا ع 


26 


3 2 
اھ + 9 + ۸ + 1] 8 = 


3! 








مثال : الدالة الأسية ل | ! =4 هي : 


NE ۲‏ كع 
1- 1 || 2 


36 0 
31 











که اا 
: 4 3 4 
+e‏ كمع ند 








1 ۱ 

۳ ۱ 

عند 1-0 نحصل على مصفوفة الوحدة  -/‏ . التسلسلة '*ع تعطی اخواب 

من اجل کل قيمة ل ۲ء لکن» من الصعب حساب ذلك . يعطي الشکل ۰*5۲ 5 

الجواب ذاته عندما تکون ۸ قابلة للتقطیر . يجب أن بقع « من التجهات الذاتية الستقلة 

فى 8 لکن هذا الشکل آکثر بساطة ویودی إلى ه من الدوال الاسية الخالصة 6۳ 
التي هی أفضل حل على الاطلاق : 


۵ ل إذا كانت ۸ ممكنة التقطير 5۸5۲ = ۸ فان للمعادلة التفاضلية ۸ - 4 ۱ 44 


احل : 


(¥) u(t) =e u, ع‎ uo. 


امد ؟ هی التجهات الذاتية للمصفو فة ۸ء بخیث يكون : 


القیم الذاتية وانتجهات الذاتية ۷ 


۱ | ۸ 
| © 
SR, اج عد‎ 1 E 
۱ 3 


(۸) رمد‎ ry Bac EE Ey 

ا لحل العام تركيب خطی لدوال أسية خالصة. وتتلائم العاملات :» مع الشرط 
الابتدائی ۷۵ حيث ما $= 6. 

يعطي ذلك توافقاً تاماً مع معادلات الفروق - بإمكانك مقارنة ذلك مع (0 ز) . 

في كل من احالین» نفرض أن ۸ قابلة للتقطیر لانه إذا كانت خلاف ذلك 
فسیکون لها متجهات ذاتية يقل عددها عن « ولايمكنناء عندئذ» إيجاد عدد كاف من 
الخلول اللخاصة. يكن إيجاة الخلول الضانمته تگنها سگرن اك قيدا م الخلول 
الأسية الخلص ؛ اسا ا و یا ها . مع ذلك» 
یبقی القانون .من" ٩‏ وين صحیحاً بصو رة تامة 

لائکون الصفوفة “ء شافة آبداً . وأحد براهین ذلك هو أن ننظر في قیمها 
الذاتية؛ إذا كانت 2 قيمة ذاتية للمصفوفة ۰۸ فان *» هى القيمة الذاتية القابلة 
للمصفوفة 2 - ون عدداً مثل "> لايمكن أن یکون. آبداء صفراً. طريقة آخری هي 
حساب قيمة الحددة التي تساوي جداء القیم الذاتية : 


۸ ) ۸. 1 A, 1 M1 ۱ At 
det © یت © . 7 بي اي‎ 


وسلا آیضاء لايكن آن یکون مساو للصفر . وأفضل طريقة هی التأکد من أن 
“ع هی العکوس وفق (۵). 

ان قابلية العکس هذه أساسية من أجل العادلات التفاضلية العادية» لأن ذلك 
يو دی إلى النتيجة التالية : إذا كان لدینا ‏ حلاً مستقلة خطياً عند 0 - + فإنها تبقی دوماً 
مستقلة خطياً . إذا كانت التجهات الايتدائية «..... « فانه يمكننا وه ضع الحل ب“ » في 


(۱) ساب هذه الحالة المعيبة, يمكننا استخدام شكل جوردان فى الملحق (ب) وإيجاد "ع 


#۸ ابر الخطی وتطبيقاته 


ت ای 


مصفوفة : 
۱ عد | ملع ... رپ 

محددة هذه المصفوفة تذخ رونسکیان وهی لاتساوي الصفر أبداء لانها 
نساوي جداء محددتين غير صفريتين . وكل من مصفوفتي الطرف الأيمن قابلة 

لاتظهر كل معادلة تفاضلية على صورة نظام من المرتبة الأولى ۸۸ = 4۷ إذ إنه 
يمكننا الانطلاق من معادلة مفردة من مرتبة عليا مثل : 

3y" + 2 = 0‏ - "ان 

لتحويل هذه المعادلة إلى نظام من النوع 3< 3 » نفرض أن لد را بودن 
كمجهولين إضافيين بالإضافة إلى « نفسه . لذاء فان هاتين المعادلتين بالاضافة إلى 


المعادلة الأصلية 1 تکونان : 


0 
0 
0 - 











۷ 0 
1 او اھ = | 
Ww‏ 3 


۷ 
W 
1 





Ww - ۷ 


وبذلك نعود إلى نظام من المرتبة الاولی . زک اف مقر 
المعادلات التفاضلية» يمكنك أن تعوض “ ء= « فی معادلة المرتبة الثالثة شج : 
و رنه 313 62 آو 0 = 2 - 1A‏ - .۸ 
الحلول الأسية الخلص الثلاثة می * مد «.ع< «, = «. إنها لاحوي متجهات 
5 
في مقرر الجبر الخطي » نعالج ذلك کالعتاد» كما في حالة نظام من الرتبة الأولى 
ومجد القيم الذاتية للمصفوفة 4 : 


ب. | 0 1 2 
20 22 - 327 + 2-ع| 1 2 0 |= 21 - ٩60۸‏ ۹( 
3-۸ 2- 0 
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تظهر من جدید معاملات الاساس 2 -2, 1 -2, 0 -2 . إن ذلك قاعدة عامة 
تجعل الطريقتين منسجمتين . فمعدل نمو الحلول» خاصة ذاتية للمسألة وستبقى متوفرة 
ولو تغير شكل المعادلة . يظهر لنا آن حل معادلة من الرتبة الثالثة أسرع . 

لتقا الا إلى التفسير الفیزیائی لثالنا » وهو المعادلة 2۸۷ 44/0 حيث : 
۱ ۲ 7 | -4 . من السهل تفسیر هذه العادلة وهي بالوقت ذاته معادلة مهمة حقاً. 
تصف هذه العادلة التفاضلية عملية انتشار يكن تخیلها بتجزثة آنبوب لانهائی إلى 
قطع ربع » قطعتان في الوسط محدودتان وآخریان في الطرفين وهما نصفا- لانهائیتین 
(شکل ۱-۵). في اللحظة 0= ۰۶ یکون ترکیز الحلول الکیمائی الذي محویه القطعتان 
الحدودتان مساویاً ۰,۰۷ في هذه اللحظة وفیما بعدها» یکون الترکیز في القطعتین 
اللانهائیتین صفراً؛ بسبب کون الحجم لانهائیاً» يمكن أن یکون ذلك هو الصورة 
الصحيحة لتوسط الترکیز في هذین الجزءين اللانهائیین» حتی بعد أن يبدأ السائل 
الكيمائي بالانتشار . یبدا الانتشار في اللحظة 0= / ویتحکم به القانون 


ص يد س ممه أت هد 


0 لمت 





شكل (۱-۵) . نموذج من الانتشار 
لتالي : في كل لحظة ۰۱ معدل الانتشار بين قطعتين متجاورتين يساوي الفرق بين 
التركيزين . يمكننا أن نتصور أن التركيز يبقى متجانساً فى كل قطعة . العملية متصلة 
بالنسبة للزمن ولكنها منقطعة فى الفضاء ؛ المجهولان الوحيدان هما )(.1١)(‏ 
في القطعتين الداخليتين ,5 , 5. 
يتغير التركيز « باتجاهین» بالانتشار في قطعة أقصى اليسار ,5 وبالانتشار في ,5 
أو فى خارجها. يكون المعدل النهائي لهذا التغيير هو : 


,۶۱۰ الجبر ا لخطي وتطبیقاته 


0-۱ + بون ») > ۴۳ 
1 
وذلك لکون التر كيز فى ,5 مطابقاً للصفر . بصورة مشابهة : 


ب« - ب( + w(‏ - 07-0 
۱ 


نتيجة لذلك یکون النظام ملائماً ماما النا ۸ = :0۰/4 فى العادلة )١(‏ : 

















۱ ۷ du - 2۷ + ۷ 3 1 
U = 7 س‎ = 3 ۱ U. 
۷ dt | ۷ ۷ 1 -2 


تتحکم القيمتان الذاتيتان (-۱) و (-۳) بسلوك الحل . إنهما تعطيان معدل تناقص 
الترکیز » وان 2هي الأكثر أهمية لأن شروط انطلاق استثنائية فقط قد تؤدي إلى تناقص 
سريع معدله ” 6. بالفعل» هذه الشروط تأتي من التجه الذاتي (1-,1) . إذا كانت 
التجربة لا تقبل سوى تركيز غير سالب» فان التناقص السريع غير مکن وان المعدل 
النهائي هو ». الحل الذي يكون فيه للتناقص هذا المعدل يقابل المتجه الذاتی (1 ,01 
لذا» على الترکیزین أن یصبحا تقریباً كساويين عتلها ہے . 

تعليق إضافي على هذا المثال : إنه تقريب منقطع بمجهولين» فقطء لانتشار 
مستمر موصوف بالمعادلة التفاضلية الجرئية : 


20 _ 4 
di: @xُ 





, )0( =u)1( = 0 


نقرب هذه المعادلة بالمحافظة على التر كيز الصفري فى القطعتين اللانهائيتين› 
وتجزئة وسط الأنبوب إلى أجزاء متصاغرة طول كل منها 1/۸ . تتحکم بالنظام المنقطع 
دي NJ‏ مجهه لاء العادلة ۰ 


(۱۰ 41 2 1 u 
4 |] ۰ |] 1 2 ۰ SOT 
Hn | 1] -2 Hn 


إنها مصفوفة فروق منتهية بالعناصر 2,1-,1 . الطرف الأيمن :4 تقريب للمشتقة 
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الثانية “دك /د4» بعد تغيير لسلم القياس الذي معامله ١‏ يأتي من مسألة التدفق . في 
النهاية عندما N.‏ نصل إلى معادلة ا حرارة “ 2 e‏ . إن حلولها أيضاً 
تركيب دوال آسية خالصة ولكن عددها الآن مالانه اب" رسا سی تاي أني 
الحالة »هه لدینا دالة ذاتية فى ×= ۱۷/4 إنها :م ۸ :ا - ». لذاء يكون حل 
معادلة الحرارة : 


eê ©“ ۵‏ < 2 أن 


يتعين الثابت » كالمعتاد» بشرط البدء . معدلات التناقص هی المتجهات الذاتية : 
= ۸ . النماذج النظامية هي الدوال الذاتية . الشيء الجديد الوحيد هو وجود 


استقرار المعادلات التفاضلية : 
قاماً كما في معادلة الفروق» فإن القيم الذاتية هي التي تقرر كيف يتصرف 
الحل () » للمعادلة التفاضلية عندما ب 4 . مادامت ۸ قابلة للتقطير فانه سيكون 
للمعادلة التفاضلية ” برل الاي الخالصة» وسیکون أي حل محلد (/) ۸ » 
تركيباً لهذه الحلول من الشکل : 
11 ۸۱ 


N E REISE مح‎ 3 58 
u(t) = Se 5 U, و سل و © © ح‎ eE- 2 


تتحکم العوامل ٠‏ باستقرار العادلة . إذا كانت جمیعها تتقرب من الصفر 
فان (» » تتقرب من الصفرء أيضاً؛ ولذا ازداد واحد منها دون توقف. فان الحل 
ص ا وی ما ميس انیت وی یز داد بدون توقف . علاوة على 
ذلك » با أن القيمة المطلقة للدالة “© تتعلق » فقط » بالجزء ا حقيقي من ۰۸ فان الأجزاء 
ا حقيقية فقط هي التي تتحکم بالإستقرار : إذا كانت 15+ 2-6 فإن: 


At t . bt 2 At 
e" =e“ e” =e“ (cos bt + i sin b) “مد رثعا و‎ 


تتخامد القيمة الطلقة إذا كان 0 > ۾ وهي ثابتة إذا كان 20 ۾ وتنفجر (تزداد 
دون توقف) إذا كان 0< ه. آما الجزء التخيلي ‏ فإنه ينتج تذبذباً صرفاء اما السعة فإنها 
۵ م تکون العادلة التفاضلية A»‏ = :4۸/4 

مستقره و 0 "6 عندما یکون 0> ۸ء ۸ 

مستقرة حيادياً (ذا كان جمیع 0 > ۰2 8 وبعضها 0 - ۸ء ۸ 

غير مستقرة و "© غير محدودة عندما تحقق إحدى القيم الذاتية 0> Re‏ . 

يدعى فى بعض التصوص. الشرط ۸>0 ۸ استقرارا مقارباً» لأنه يتكفل التخامد 
عند القیم الكبيرة 1 ۶. مناقشتنا تتعلق بو جود« من احلول الأسية ا لخلص» ولکن 
حتی عندما تکون ۸ غير قابلة للتقطیر (هناك حدود من الصورة ۳ ۸ فان النتيجة 
نش انا ۰ صحيحة : تتقرب كل ا حلول من الصفر » إذا و]ذا فقط » كان حمیع القیم 
الذاتية أجزاء حقيقية سالبة . 

من السهل إثبات الاستقرار في نظام من النوع 2 ×2 (وهو شائم جداً في 
التطبیقات) . العادله هي : 








وا 5 ۸ | _ لاله 
۱ 0 | إن 


وإننا بحاجه لعرفة متی یکون للقيمتين الذاتیتین لهذه الصفوفة جزءان حقیقیان 
سالبان . (لاحظ. أيضاًء أنه من المکن أن تکون القیم الذاتية مركبة) . إختبار الاستقرار 
مباشر فعلا: 
يجب أن یکون الأثر 4+ ۾ سالباً . 
يجب أن تكون المحددة ٥‏ ط- 00 موجبة . 
عندما تكون القيم الذاتية حقيقية » يضمن هذان الاختباران أن تكون القيم الذاتية 
سالبة . إن جداءها يساوي المحددة ؛ إذا كانت موجبة فان القيمتين الذاتيتين اما مو جبتان 
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معا أو سالبتان معا مجموعهماهو الاثر ؛ اذا کان سالا فان القیمتن الذاتیتن سالبتان . 
عندما تکون القیمتان الذاتیتان مركبتين ا + × فان الاختبارین یبقیان ناجحین : 

مجموعهما هو الاثر +2 (الذى هو متالت) و الحددة هى (x +iy ( (x TES‏ 

(و هي موجبة) . یبین الشکل ربع الاستقرار الوحید وة ایکا القطع الکافی- 

الذي هو الحد بين القیم الذاتية الحقيقية والمركبة . یکمن تفسیر هذا القطع الکافیء في 

معادلة القيم الذاتية : 


2 - ۸ b 


4-7 ۱ رات‎ (traceA + (det) = ) 





det 


إنها معادلة من الدرجة الثانية لذا فان القيم الذاتية هي : 


540 A = rate + (trac) - 4(det)]. 


- 
تحال 


determinant 















١١ both Re A > 0 | both Re A > 0 14 
۹ stable unstable و‎ 
۱ 7 
* 704 
both A < O ™ 4 - E ۱ مر‎ both A > Û 

- A Or (xate ۳ 
stable a زا‎ ETS unstable 


trace 


unstable‏ : () >= مب and‏ 0 > م 


شکل (۲-۵) . مناطق الاستقرار لصفوفة من النوع ۲ << ۲ . 
فوق القطع الکافیء» یکون العدد الذي تحت الجذر التربيعي سالباً - لذاء فان ۸ 
سكو تشه . على القطع الکافیء» یکون الجذر التربيعي صفراً لذا فان 2 مکررة. 


٤‏ بخبر اي وتعبیقانه 


إنها حقيقية تحت القطع الکافیء . إنها تقع على القطع الکافیء أو تحته من أجل كل 
مصفوفة متناظرة» لانه إذا كان » < ط فان : 

j= ۸۵ dx 0‏ ةسلو 4= 7 (trate)? -4 Gê =a +Û‏ 
القيم الذاتية المركبة ممكنة» فقط » عندمایکون العددان ط,» من إشارتين متعاكستين 


و کبیرین بقدر كاف . 


مثال من كل ربع : 
اء هه فاد ll‏ 
2 0 2- | اند 0 2 0 | 
على حدود الربع الثاني تکون العادلة مستقرة حيادياً. باجتیاز هذه الحدود یحصل 
عدم استقرار. على الحور الافقی» تکون |حدی القيمتين الذاتیتین صفراً (لأن 
الحددة 0 -,۸,۸) . وتکون على الحور الرأسي فوق نقطة الأصل القیمتان الذاتیتان 
تخیلیتان (لأن الاثر صفر) . اجتیاز هذين الحورین هما الطریقان الاساسیان لضیاع 
الا ستقر ار . 
تعد الحالة <: آکثر صعوبة. لایجاد شرط لازم و کاف للاستقرار» أي 
اختبار کامل لیکون جمیع 0> ۰/۰2 هناك إمكانان. الأول هو العودة إلى طريقة 
سس Roth and‏ اللذین أو جدا متسلسلة من التراجحات في العناصر , ۰۰ إنني 
لاأجد هذه الطريقة جيدة لصفوفة کبيرة؛ من الحتمل أنه يكن للحاسوب إيجاد القیم 
الذاتية بثقة كبيرة بحيث یکنه اختبار هذه التر اجحات . الامکان الا خر اکتشفه لیابو نوف 
۰۲ ونشر عام ۰2۱۸۹۷ تقوم هذه الطريقة على [یجاد مصفوفة محملة ۱۷ بحیث 
ییقی الطول الحمل ۱۱۷/۱ دوماً متناقصاً . إذا و جدت مثل هذه الصفو فة فان :۸ ', 


تکون مستقرة؛ |( :۱1۷ سیتناقص نحو الصفر شات ‏ وبعد قلیل من التموج» یصل 
» إلى ذلك ‏ آیضاٌ . تظهر القيمة احقيقية لطريقة لیابونوف فى الحالة غير الخطیت 
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حيث يمكنها أن تجعل العادلة غير تمكنة الحل . ولكنهاء مع ذلك» تترك () :۱۱ 
ا متناقصة بحيث يكن برهان الاستقرار دون معرفة قانون () ». 
PAL uy S5‏ ۱ 
مثال ۱ نضع العادلة ۳ 6 |= dwar‏ حول دائرة . 
لا کان الأ صفرا والحددة تساوی الواحد. فان القیمتین الذاتیتین تخیلیتان : 


1=0+ =1 ع ها 1ا 
التجهان الذاتيان هما ( : -,1) و ( :,1) وال هو : 
| 


cost +i ۲ ۳‏ و ا ب (cost “isint‏ تعود الأعداد | لحقيقية للظهور : 


+ Ce" 











u(t) =c, e" 


CG FE ( 609+ 1 ) 0, - ) sit‏ | مر 
دسجي اس ين ا ا (۱۲) 


عند 21 ۰ حيثك 21 د یج أن يطابق ذلك القبمة 








© | = » . لذا فانه بحسب 
و 0 E EF‏ 
أن يضرب العددان © و طب ۱ وينتهى )١(‏ » إلى الصورة : 

۱۳( ۱ 
a cos t - b sin ا‎ 
b cos t + a 10 ۲ 


0۰05 ] -sIn | 
sîn 1 COS 


سس 
للك 


u(t) = 




















b 
لدینا آمر مهم ! المصفوفة الأخيرة تنضرت ا للا ؛ يجب أن تكون الدالة الأسية‎ 
ی ۱ رتذكر أن الحل هو 7 ). هذه المصفوفة ِ الجيب وجا التمام هی مثالتا‎ 
الذي نفتتح به موضوع الصفوفات القائمة . للاعمدة طول يساوي الواحد» جداؤهما‎ 
: الداخلی صفر» وهذا مايؤكد الحقيقة البديعة التالية‎ 
. إذا كانت ۸متناظر-تخالفية فان “ء مصفوفة قائمة‎ 
هذه هى » تماما مصفوفة النظام الحافظ حیث لایوجد ضياع في القدرة بسبب التخامد‎ 


۱۹ الجبر الخطي وتطبيقاته 


آو الا شار ۲ 





تمثل العادلة الا خيرة خاصة آساسية للمصفوفات القائمة . عندما تضرب متجهاً 
فان طوله لایتغیر . لقد دار التجه » . فقط » لیمثل حل العادلة 2۸۷ ۷/۸: انه 
يتحرك على دائرة . 

في هذه الحالة غير المستخدمة فعلا» يكن التعرف على ٠“‏ مباشرة من 
امتسلسلات اللانهائية . لاحظ أن ۱ 1 | = 4 تحقق 1 - 42 واستخدام ذلك بازدياد 











مسر ٠‏ 
ا 
بف اش چ ا 
6 2 
Er: 3‏ 
بو + 
1 ]905 | : ۱ ۰ بيت 
٩18 ۲ cost‏ ۱ 0 ۱ َ( ۱ 5 
...ع + سات 1 | |...+ا-] 
2 ۱ 6 





مثال ۲ معادلة الانتشار دا 1 + |= كانت مستقرة وکان 1--2و 3= . 


مثال ۳ إذا سددنا نهایتی القطعتين اللانهائیتین ٠‏ فلا یوجد شيء يترك النظام : 





1 


ال ر W‏ - ۷ = 01۷۷/۵1 





dudl = ۲۷ - ۲ ۲ cl u 1 ۱ 
1 -1 


إن ذلك طريقة مارکوف التصلة . عوضاعن الانتقال في كل عام؛ یتحرك الأفراد فى 
كل حعظة. المجموع العام ۷+« ثابت. ينتج ذلك عن جمع العادلتین 
یه ةيةه Ho oa og‏ 


11101 


مجموع عناصر أي عمود من مصفوفة مار كوف المتصلة 0= 2 . تکون ۸ مصفوفة 
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مارکوف إذا وإذا فقط كانت ۶-۸7 مصفوفة مارکوف التصلة . ا حالة الثابتة في 
الحالتين هي التجه الذاتي القابل ل ۰ ۸ . إنه مضروب بالعدد 1 ٠=‏ في معادلة فرق 
وبالعدد 1<"» في معادلة تفاضلية . وهو غير متحرك . 

في هذا المثال. الحالة الثابتة هي «< «. 
مثال ٤‏ فى مفاعل ذري ‏ يقال عن حالة إنها حرجه إذا كانت مستقرة حيادياً؛ الانشطار 
يوازن الضياع . وبطء الانشطار يجعلها مستقرة أو دون ا حرج › واكخير 21 ايت فق 
وانشطار غير مستقر يمثل قنبلة . 


معادلات الرتبة الثانية : 
يؤدي قانون الانتشار إلى نظام من المرتبة الأولى وكذلك كثير من التطبيقات 
الأخرى في الكيمياء وعلم الحياة وفي مجالات أخرى . لكن قوانين الفيزياء الأكثر 
أهمية لاتؤدي إلى مثل ذلك . من ذلك قانون نيوتن » ۰-7 حيث التسارع © مشتقة 
من المرتبة الثانية . يؤدى مبدأ العطالة إلى معادلات من الرتبة الثانية (علينا أن نحل 
معادلة من الشکل 4= ۲ . بدلا من العادلة بده = :4 / مرك ) علق ساپ نا 
هو معر فة تأثیر هلا التحول إلى اة العادية: علی سلوك ال ' ' ان ذلك اختياري 
في احبر الخطي ولکنه لیس كذلك في الفیزیاء . 
ستکون المقارنة مثالية إذا احتفظنا بالمصفوفة ۸ ذاتها : 
ب بعك (15) 


1 








1 





1 
7 چ 


۰1 


۱ 1 1 
5 ( لاانتمال ) =u‏ 7 والسرعة = durdt‏ . لمللاء مه هذه الشروط › نحتاج ال 271 داله 


)۱( المشتقة الرابعة ممكنة أيضاء فى التواء العوارض ۰ لكن يظهر أن الطبيعة تقاوم وجود 


۹۸ اخبر اخطی وتطبيقاته 
لنستخد م 0 ممضلن ذلك على ۸ ولنکتب الحلول الخاصة على الصورة 
»× 'ء= ». لنعوض هذه الدالة الأسية فى العادلة التفاضلية التی علیها أن تحقق : 


۱ 3 ۱ 
"امم = (e'“™"x)‏ ما او ۸۵۸ < 0*۷ - ۱۵۱) 
016 


على التجه × أن يكون أحد متجهات + الذاتية» تماماً» كما سبق . القيمة الذاتية 
المقابلة هنا هي "مب أي أن التواتره مرتبط مع معدل التخامد ۸ بالعلاقة ۸= ”ه-كل 
حل خاص 7 » لمعادلة المرتبة الأولى يؤدى إلى حلين خاصين :۳ » لعادلة المرتبة الثانيةء 
الأسان هما <-/1+-0 . يتعطل ذلك» فقط » عندما تكون 2-0.ع»الصفرهو 
العدد الوحيد الذي له جذر تربيعي واحد. فقط ؛ إذا كان التجه الذاتى × فان الحلين 
الخاصين هما ×× . ۱ 

لصفوفة انتشار حقيقية» تکون جمیع القیم الذاتية 2 سالبة ولذلك تکون كل 
التواترات ده حقيقية : يتحول الانتشار ا خالص إلى تذبذب خالص . يؤدى العامل 
6 إلى استقرار حيادي» الحل لایتعاظم ولایتخامد وتبقی» فعلاً» الطاقة ثابتة. 
الحل العام للمعادلة ۸ < ۰۸/۸۶ إذا كانت 4 ذات قيم ذاتية سالبة 2.......2» وإذا 
كان ٩-2,‏ = هو : 


LOI iO ,] 
بور‎ Fu فا‎ ° FOE Xa 


إجراؤه (على حساب قانون إضافي) بالانتقال من التذبذب الأسى إلى الجيب وجيب 
التمام الأكثر إلفة : 


(۱۹) u(t) = ۵ E + او وبق‎ 






فک للانتمال الابتدائى أن يعمل بصوره منفصله ۰ 0= + » یعنی أن 0 = ۵7 و و 


«cos Of = |‏ یبفی » ختذ قل : 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 05 


a= 5 آو‎ ug = Sa, آو‎ Ug لل عد وري ع‎ FAX, 
» له يؤدّي الى ۷ 5 كما سبق . ثم إذا اشتققنا ؛)‎ ٠» يتلاءم الانتقال مع الأعداد‎ 
: (وجعلنا ه : فان الأعداد ط تتعيّن بالسرعة الابتدائية‎ 
ولا‎ =D 00 ۱۶۱ +... + لاوط‎ Xr: 
. تعتبر المعادلة قد حلت‎ » )١( بتعويض المعاملات ۸,۰ في قانون‎ 
نريد أن نطيق هذه القوانين على المثال الوارد أعلاه» حیث القيمتان الذاتيتان‎ 
هما 3- -,2, 1-- ۸ لذاء فان التواترين هما 1-.ه و ره . إذا انطلق النظام من‎ 
b sin 01 السكون (السرعة الابتدائية و تساوی الصفر) ؛ فان احدود التی من الشکل‎ 
» تختفى . وإذا فرضنا أن الذبذبة الأولى أعطت انتقالاً قدره واحدء فان ۵+ ه-‎ 
" 
«9 


1 ۳ 
5 ۳+ | |0 - = 41 > إلى 


1 
۲ 








!| أو 








لذا فان الحل هو : 
cos ۲ | |‏ د + | 1| cost‏ ب = 0« 


يمكننا تفسیر هذا ا لحل فيزيائيًاً. توجد كتلتان ترتبطان فیما بینهما وبحائطين 
ثابتين بوساطة ثلاثة نوابض متمائلة (الشکل ۳-۵). دفعت الكتلة الأولى بسرعة 
انتدائبه 1= را بقيت الكتلة الثانية فى مكانها وجری الانطلاق من اللحظة ه -؛ 
لين ()»» متو سط حر كتين اهتزازیتین خالصتين تقابلان التجهین 
الذاتيين . في النموذج الأوّل» تتحرك الكتلتان بانسجام دون أي تمدد في النابض 
الأوسط (شكل ۳-۵ د ). التواتر 1- ه مطابق للحالة التى يكون فيها نابض واحد 
وكتلة واحدة . في الحالة الأسرع حيث (1-,1) = , × بم ركبتين من إشارتين ۰ ختلمتين وتواتر 
يساوي 3 ۰ تتحرك الكتلتان باتجاهين مختلفين ولكن بسرعتين من طولين 


تأخذ حر کة | 








2۱ ا لحبر الخطي و تطبیقانه 


متساویین. (شکل ۵ - ۳ «). الحل العام هو ترکیب لهذین النموذجین النظامیین 
والحل الخاص الذي اخترناه مکوّن من نصف کل منهما . 





5 1 ۱ 
غ8 = و۲ ,3 = ينه (0) 8 = Î, x‏ درت (a)‏ 


شكل (7-5). النموذجان البطيء والسريع للذبذبة . 


عندما يواصل الزمن تقدمه» تظهر الحركة التى نسمیها «دورية تقريباً»؛ إذا كانت 
لنسبة ,0/« كسراً فان الكتلتين ستعودان الى 0 -« و 1= « ثم يبدأ النمط من 
جدید . لای تر کیت لدان 7 90 و 31 ای دور يساوي 7 . ولكنء بما أن العدد 
3 عدد آصم » فمن الفضل أن نقول» يمكن للکتلتین أن تقتربا بصورة اعتباطية مر 
الوضع البداتي : إنهما سیقتربان أيضاً » إذا انتظرنا طويلاً» وبقدر كاف» من الوضم 
المقابل ل0- «, 1- «. مثل كرة البلیارد والتى ترتد باستمرار على طاولة ملساء تماما 
إن الطاقة الكلية ثابتة عاجلا أو آجلا» ستقترب الکتلتان من أي حالة لها هذه الطاقة . 

هنا آیضاً لا يمكننا أن نترك المسألة دون أن نستنتج توازیاً مع الحالة الْصلة . 
عوضاً عن کتلتین أو ۸۷ من الكتل» يوجد مستمر . مثل ا حالة المنفصلة» تندمج الکتل 
والنوابض في قضیب صلب تتحول «الفروق الثانية» التي تعطی بعاملات الصفوفة 
,2-,۰1 الى مشتقات من الرتبة الثانية . توصف هذه النهاية عادلة ا موجات الشهيرة . 


3 


91 _ ۷ 


۳ ی‎ 2 
0 f dx 





۱-6-6 


۲-9 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية e‏ 
مارين 


تبعاً لأوّل مثال .4 هذا البندء أوجد القيمة الذاتية والتجهات الذاتية 
والدالّة الأسية “ثم 


0 


من أجل مصفوفة التمرين السابق» أوجد الحل العام للمعادلة ؛ 4 44۱ 
4 واخل الخاص الذي يتلاءم مع (3,1)-:. ما هي ا حالة الثابتة عندما 
ه لإإن ذلك قضية ماركوف متّصلة؛ في معادلة تفاضلية 0 < ۸ 
تقابل 2-1 في معادلة فرق» لأن 1="ء). 

نفرض أن اتجاه الزمن قد عكس ليعطي المصفوفة 4- : 


۲ 3 d u 
0 7 


کڪ > 


dt 


۸ <| 











أو جد (/) » وبرهن أنه یتعاظم بدلا من أن یتخامد عندماه ,_ . 

(الانتشار غير عكوس ولا يمكن لمعادلة الحرارة أن تتحول الى الخلف) . 

إذا كانت م مصفوفة إسقاط » برهن بالاستعانة بمتسلسلة لا نهائية أن 
۳ + [ ید "ع 

تحقّق مصفوفة قطرية مثل | ؟ | |- العادلة العروفة »ی - +00ي, 

وس و وی وا[ 

زل سر اا کے 

(ب) برهن أن القانون "=٤.‏ © غير صحيح من أجل الصفوفات 

وذلك انطلاقاً من المثال التالي (استخدم متسلسلتي “ء, "م): 


[OI ار‎ 
+7 8= 


ce‏ باستخدام القانون ا داح ري 


E 


1-6-0 


اخبر الخطى وتطبیقانه 


يكن کتابة معادلة الرتبة الثانية 0= «+"« على صورة نظام من الرتبة 
الأولى بادخال السرعة ‏ ر کمجهول آخر : 


l113 
37 د‎ 

ادا كان ذلك هو ۸ < :4/ »2 فما هی الصفو فة ۸ ذات النوع 2x2‏ ؟ 

آوجد قیمها الذاتية ومتجهاتها الذاتية واحسب ال الذی ینطلق 

من 0ه * و2 بت ۷ا. 

حول 0=“ « الی نظام من الرتبة الأولى ۸۰ - ]۵ .du‏ 

2 احا ۳۳ 

AN ۳ || 

هذه المصفوفة ذات النوع 2 × 2 معيبة (لها قيمة ذاتية واحدة» فقط› ولا 

يمكن تقطيرها). احسب ١‏ من التسلسلة.....+:۸+/واکتب الل ب > 

منطلقاً من 4=“ 3 = « تحقّق من أن | 1 يحقّق 0=“ « 

نفرض أن عدد الأرانب + وعدد الذئاب « وأنّه تتحکم بها العادلتان 

التفاضلیتان : 


0 


dt 


۱ 
j 


¥ 











4 


dt 


¥ 
9 ۴ 


2 











بل 


۱ - 4۲ - 2w, 


بلس ت 


1 
)[ ۷ 


dF 


بدا جاع ع 


(ب) إذا کان فى البدء 200 - س, ۰۲-300 فما هو عدد کل منها فى 
اللحظة ؟ 
(ج) بعد زمن طويل» ما هى نسبة عدد الأرانب الى عدد الذئاب؟ 


أوجد القيم الذاتية لكل من المصفوفات : 


۱۰-6-۵6 


۱ ۱-۶-۵ 


۱۲-۵ -۵ 


۱۳-۵ 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية EY‏ 
٩ |! 2‏ ا د 
بمب | اه ۵ 


و ۱ ب ال IFT‏ 


قرر فیما یتعلّق باستقرار أو عدم استقرار النظام ۷ = ۸۰/4۶ و = :0۰/4 
« هل یو جد حل متخامد؟ 


إنطلاقاً من الأثر والحددة» عند أى قيمة للزمن ؛ تتغير الصفوفات التالية 


من مستقرة بقیم ذاتية حقيقبة إلى مستقرة بقیم ذاتية مركبة الى غير 


مستقر ة؟ 
اج ل 4-۱ 0 أ ۲ 
|1 اه lf‏ }1 


أو جد القيم الذاتية والتجهات الذاتية ل: 








0 3 0 ۲ 
-Au = 3 0 4‏ “^ 
dı 0 4 0‏ 
لاذا عکنك أن تعرف ‏ دون چات © مصفوفة قائمة ئمة وأن 


چا +02 + دن = ۱۲( »اا سیکون ثابتاً ؟ 
المعادلة التالية متناظر ة - تخالفية 


۰۱ ۱۱ ۲ - م 0 
ا 6۱۱ 0 ع - 
qû‏ - م 


H7 ۱ 





۳"( اکتب yu MU, u,‏ آکد ماع ۱۷ + < ا م ۱10۱ 0 م2 
رت )اسه ستنتح أن الطول و 5+ 1 تانت: 


(ج) أوجد القيم الذاتية للمصفوفة 4 ' 
سدور الحل حول الحور (a,b,c)‏ 7 نا لذن ۷ هو «الجداء الي 


(اخارجی)» ۱" 7 - التعامد مع کل من ۷و 14 . 


2 


اا 


۱ 6-6-0 


۱-6-6 


۱۱۷-۶ © 


۱۸-6-۵0 


۱۹-2-0 


ك 


اخبر الخطي وتطبيقاته 
ما هی القيمة الذاتية 2 والتواتر ه المتعلّقين بالمعادلة : 


4 








4 ا Ta‏ 
4-8 | ویس 


1 


كه 


at 
. )۱۷( اکتب الحل العام كما فى المعادلة‎ 
: حل معادلة المرتبة الثانية‎ 


- ۹ gi 


س 





۲ 
الب 5-|. TU‏ 
ما 3 





في معظم التطبیقات » تظهر معادلة المرتبة الثانية مثل 0= » +“ ۰۸/۸ 
حيث تضرب مصفوفة الکتل 14 بالمشتقّة الثانية . عرض بالدالَة الأسية 
الصرفة "= » وأوجد مسألة القيمة الذاتية العممة التی يجب أن 
تحل بالنسبة التواتر ه والتجه + . 

في العادلة 0 ۰-۸ +“ » ۰ تمثل ۴ مصفوفة احتکاك . عوض بدالة 
أسية "د واو جد مسألة قيمة ذاتية تربيعية 2 

آوجد للمعادلة (۱6) في النص» حركة الكتلة الثانية إذا كانت الأولی 


< ۷ . التواتران 





قل E‏ ات ع ۵ i‏ 0 
قد صدمت في اللحظة 0= ۰۸ حيث | | -'» ,| 0 


هما 1 ۷/3 

يكن کتابة مصفوفة أثرها صقر بالصورة : 
ع + م 7 ۱ ۱ 
| 4 - عر د هه 








برهن ان قيمها الذاتية حشقبه فعا" ۳ تكون ين 5-6 


[ عه ۲ ۱ 
GIRE‏ 3 0 | ت 44 4 فق الا ار 
Û 4‏ 0]| +2 * 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية ۶:۲۵ 


۵ - ۵ الصفو فات المركبة : التناظرة » الهرميتية القائمة و الواحدية 

لم يعد من المکن العمل بالتجهات والصفوفات الحقيقية» فقط . في النصف 
الاوّل من هذا الکتاب حيث كانت المسألة الاساسية هي ۰۸۰-۶ كان من المؤكد أن × 
سيكون حقيقياً عندما يكون كل من 8و4 حقيقياً. لذلك مالم يكن هناك حاجة 
للأعداد المركبة . لقد كان ذلك نمكناً» ولکنه لم يكن قادرا على المشاركة بأي شيء 
جدید. ا تجنب ذلك . ان معاملات کو ادر اممف لصف سحو 
آعداد حقيقية» لکن القیم الذاتية (مثل الدوران) يكن أن تکون مركبة . 

لذلك» سنقدم هنا ”) مع فضاء التجهات التي مرکباتها آعداد مركبة . یتبم 
جمع الصفوفات وضربها القواعد السابقة ذاتها . لکن طول المتجه یختلف عن صورته 
السابقة . لو کان " «+....+ ۰۱5۱۳ فان طول المتجه (:,1) سیکون صفراً: 0 :+ 1 . 
بینما يجب أن یکون طوله 1/2؛ مربع الطول ۱+۱:۲. یفرض علینا هذا التبدیل في 
حساب الطول سلسلة كاملة من التغیبرات الأخرى . الجداء الداخلى لمتجهين ومنقول 
مصفوفة وتعریف التناظر والتناظر - التخالفی والصفوفات القائمة» کل ذلك يحتاج 
الى تغییر بسبب وجود الأعداد الرکبة . في كل حالة» یتطابق التعریف الجديد مع 
القدیم عندما تصبح التجهات حقيقية . 

لقد أحصينا كل هذه التغییرات فى نهاية هذا البند وستکون هذه القائمة كافية 
بصورة عملية للانتقال بين ا حالتين الحقيقية والمركبة ونأمل أن تكون مفيدة للقاری . 
تحوى هذه القائمة أيضاًء من أجل كل صنف من المصفوفات أفضل المعلومات العروفة 
عن مواقع قيمها الذاتية. بصورة خاصة» نريد أن نکتشف كل ما يتعلق بالصفوفات 
التناظرية : أين تقع قيمها الذاتية وماهي الأمور الخاصة بالمتجهات الذاتية ؟ إن ذلك » 
من الناحية العملية» أهم مسائل نظرية القيم الذاتية» لذلك ندعو مقدماً للانتباه الى 
تین الاسناسكين: 





۱ للمصفوفة التناظرة قيم ذاتية حقيقية . 

۲ يكن إختيار متّجهاتها الذاتية متعامدة . 
من الغريب» لبرهان کون القيم الذاتية حقيقية» تنطلق من الإمكان المعاكس- 
وهذا ینقلنا إلى الأعداد المركبة والمتجهات المركبة والمصفوفات المر كبة . التغيير ات سهلة 
وهناك فائدة إضافية : سنجد بعض المصفوفات المركبة التي لها قيم ذاتية حقيقية 
ومتجهات ذاتية متعامدة نظامية . [نها المصفوفات الهرميتية» ولقد رأيناء وسنری فيما 
بعد» آنها تضم المصفوفات المتناظرة الحقيقية وتشترك معها في كثير من الخواص 





زاس 
الاعداد المركبة ومرافقاتها 


من الحتمل أن یکون القاری على معرفة بالأعداد الر کبة . وبا آننا نحتاج» 
فقط » إلى الامور الا ساسية منها فسیکون من السهل تقد مراجعة مختصرة (الفکرتان 
الهمتان هما الرافق الرکب والقيمة الطلقة) ‏ الكل یعرف أن العدد : یحمَق العادلة 
۰-1 إِنّه عدد تخيّلي بحت وكذلك مضاعفه «: » حیث ط عدد حقيقي . مجموع 
عدد حقيقي وآخر تخيلي هو عدد مركب «:+» ؛ ولقد مثل بصورة طبيعية في الستوي 
الرکب شکل (5 - 5). 

الاعداد الحقيقية (حيث 0- 5) والأعداد التخيّلية (حيث 0- ») محتواة» 
كحالات خاصة في الأعداد المركبة» إِنّها تقع على واحد من المحورين» الإحداثيين . 
يجمع العددان المركبان وفق القاعدة : 





(ك + )+( + (a‏ ع رن +6 + زع + (a‏ 
ویضربان باستخدام القاعدة 1-= :: 


(a + ib)(c + id) = ac + ibc + iad + bd = (ac - bd) + i (be + ad). 


اشم الذاتبه والتجهات الذاتبة ¥ 


imaginary 5 


مم حم + ۵ امزج+جوجاعدم لم 
۱ رو + فى - شم 
| ظ ۱ 
۳ 
۱ 
۱ / 
real 15‏ 2 ظ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
۳ | فلا 
' مر - :+ < از -ن و 


العدد ال رکب الرافق للعدد 15+ © هو العدد 1- © وذلك بعكس إشارة ا جزء 
خَيلى منه . هندسيّاً» اه نظير الأول بالنسبة للمحور الحقيقى ؛ أي عدد حقيقى مرافق 


الس 


لنفسه . يمثل المرافق بشرطة تعلوه ط:-ه = 4+5 . للعدد المرافق ثلاث خواص 


مهمه . 
(۱) مرافق الجداء يساوى جداء المرافقين : 





لدع a+ i‏ = هه دعم 1- مها (مز ع (a+ ibe‏ )۱( 


( مرافق المجموع يساوي مجموع المرافقين : 








املاع ع + SBE‏ طق الت لوعو ورت وو ع و وه لون 
(۳) جداء أي عدد «:+» بمرافقه 0:- » يساوي عدداً حقيقيًاً وهو مربّع طول 
الوتر فى الشكل (5-0). 
رع (a + ib) a-ib) =a* + b*‏ 0( 
هذا البعد يسمى القيمة الطلقة للعدد الأصلى #:+»(آو قياس) ويرمز له بإضافة 
قطعتین رأستين *ط+ =١”‏ از +۱۵ . 


۸ اجیر اخطي وتطییقانه 


آخیرآً» يربط علم الملّثات الضلعين , ٠‏ في المثلّث القائم بالوتر م . بالعلاقتین : 
۵ 65 ,0 05م ع قن 

بتر كيب هاتين العلاقتين ننتقل الى الاحداثيات القطبية : 

(۳( a + ib =r وعمی)‎ + i sin 0) مرت‎ 

هناك حالة خاصة مهم وذلك عندما يكون القیاس ‏ مساوياً الواحد . یکون 

عندئذ» العدد ال رکب هو 9 :نو : +0:9»- 2 إِنّه واقع على دائرة الوحدة في الستوي 
المرب . عندما تتحوّل ۵ من الصفر إلى 27 ۰ يدور العدد الرکّب *» حول نقطة الأصل 
ببعد نصف قطري ثابت .۱ = 08 + 70 E cos‏ 
مثال : جداء :3+4 = × برافقة × يساوي مربع قیمته الطلقة : 

SS ۲۱۰‏ 25 ك 4 - 4 +6 < بر 


لام 59 للتقسيم على العدد 3+41 » اضرب البسط والمقام بمرافق هذا العدد : 


2 +1 _ )2 +1( )3 - 4۱( _ 10 - 1 


GEA) 6-4 25‏ 4+ 
بالا حدائیات القطبية یکون الضرب والتقسیم آسهل من ذلك : 


لجداء ,9 يخ فی تن ؛ القيمة المطلقة ار والزاوية ,0+ 0 


ی 


= م ی ,0 WE‏ ی ۱ 
لخارج فسمة ۲ »7 على * © ؛ القيمة الطلقة ,7/۲ والزاوية 8-8 


الأطوال والمنقولات في الحالة المركبة 

لنعد إلى الجبر الخطي ولنقم بتحويل من الحقيقي الى المركب . أوّل خطوة هي 
قبول المتجه الرکب. الأمر الذى لا يمثل مشكلة : بالتعريف» يتكون الفضاء "© من 
جميع ا منجهات التي لها ۲ مركبة مركبة : 


القیم الذاتية والمتجهات الذاتية ۶:۲۹ 


1 
Fj.‏ ع رع , ۷ 
Xn‏ 
يجمع المتجهان بر اهنا أيضاً مركبة إلى مرکبة» لكن الضرب بعدد يجري 


باعداد مر كبة . كما سبق» تكون المتجهات ....,« مرتبطة خطياً إذا وجد تركيب غير 
تاقه ‏ « م+...+ برح مساوياً الصفر ؛ يمكن للأعداد 3 ان فرق عن رک یات 
الوحدة الاحداثية موجودة في ”© وهی هنا مستقلة خطياً » أيضاً » وتكون أساساً . 
لذاء فان "© فضاء متجهات عدد آبعاده 71 . 

لقد أكدنا سابقاً أنه لا بد من أن يتغيّر تعریف الطول؛ مربّع عدد مركب لیس 
بالضرورة عدداً موجبا وان " «+....+ ×= امااغير مستخدم هنا . التعريف الجديد طبيعي 
قاماً: لقد استعیض عر بقیاسها ۲ ويحقّق عندها الطول : 






5غ 


با [ + 2 
41 - 2 


في حالة التجهات الحقيقية» یوجد ترابط بين الطول والجداء الداخلي +" عااهاا. 
نرید أن نحافظ على هذه الرابطة. لذاء علینا أن نعدّل في تعریف الجداء الداخلی 
بحیث ينسجم مع التعریف الجديد للطول » والتعدیل القياسي هو أن نغيّر المتجه 
الأول + في الجداء الداخلي بمرافقة × وهذا يعني أن × آصبحت × ویصیح 
ا جداء الداخلي للمتجهين «. + بالتعريف : 


1 ظ 
باق ف ی سا تلور ¥ )0( 


NA. 
و 25- ااا‎ «= 














مثال : | !|= و 27 


مثال نموذجى من الفضاء © هو ( /3, /+1) -+, (42-1)< ر: 


۱ 0 - 1 د (ز - فزت + 4( = x yel‏ 


e.‏ ابر اخطی وتطبيقاته 


وإذا أخذنا امحداء الداخلي للمتّجه × بذاته انا نحصل من جديد على مربّع 
الطول : 





۰ لاد و + 2 (ز3)(ز3) + (ز + ) i)‏ + [) دع ۷ 
لاحظ آن × ار یختلف بصورة عامّة عن «" “+ لذا فان علینا بعد الان أن 
تعير انتباهنا الى ترتیب التجيين في الجداء الداخلى . هناك آشیاء جديدة آخری : |ذا 
تغيّر × فأصبح ×» فان الجداء الداخلي للمتجهين «, × لا يضرب بالعدد » بل بالعدد © . 
إن ما سبق يستدعي تغييراًآخر علينا فعله . إِنّهِ تغيير بالرمز أكثر من كونه شيئاً آخر واه 
يدمج رمزين في رمز واحد: عوضاً عن الشرطة المستخدمة في المرافق و 7 الستخدمة 
في النقل» فان هاتين العمليتين تدمجان في ما يسمى نقل الرافق ويرمز لها بالدليل 
الفوقي #. أي أن < × » ويستخدم الرمز نفسه من أجل المصفوفات: منقول 
مرافق المصفوفة 4 هو : 
د ۸ بالعناصر يه - وره 4 
إذا كانت ۸ مصفوفة من النوع ۸ × « فان “4 مصفوفة من النوع :۰۸ مثال 
ول 


8 
8 شه نوا | ۴ 
RE 5 0۱‏ 3 [ - 4 
3 0 0 








يؤدَي الرمز 4 تمييزاً رئيسيّاً للواقع وهو أنه عندما تكون العناصر مركبة» فمن 
النادر جداً أن نسعى الى نقل ۸ فقط » بل نقل المرافق أو النقل الهرميتي وهو الملائم 
فعلاً لكل الحالات '. يكن تلخيص التغييرات التي یتطلبها استخدام الأعداد المركّبة 
بسهولة كما يلى : 


(۱) قآ ها شا إلى المصقوقة قرب ۸ هرميتية . علينا أن ننتبه بدقّة للتمييز بين هذا الاسم 
واحملة ۵هرميتية الى تعنی آن ۸ تساوی ۸. 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۶:۳۱ 


۵ ت (١)الجداء‏ الداخلی ل دو «هو ر *» ویکونان متعامدین إذا كان ۲-0 "د. 

(۲) طول المتجه + هو ۳( × )= ااعاا . 

U SE A )۳(‏ ۸ یصبح بعد تغییر کل عنصر برافقه Th‏ ۳۰۰۱ ۱۳۰ 
الصفوفات الهرميتية 

لقد تكلمنا في أبواب سابقة عن المصفوفة المتناظرة : "۸<۸. سنوستع الآن مفهوم 
التناظر بعد أن تعرّفنا على الصفوفات ذوات العناصر المركبة . ليس التعميم الحقيقي 
هو ا مصفوفة التي تساوي منقو لها بل ا مصفوفة التي تساوي منقول مرافقتها . هذه هي 
التي نسمیها المصفوفة الهرميتية . إليك مثالاً غوذجياً: 


7 ۱ 0 8 ا )۷( 


3 + 1 





لاحظ أن على عناصر القطر» أن تکون حقيقية وهی لا تتغيّر عند أخذ مرافق 
الصفو قة . کل عنصر غير قطري يقابل خیاله في مرأة القطر الرئيسي و 4 -.3 قیر افق 
للعدد 1 + 3ف يكل الأحوال » سيكون .©  -‏ . وسیوضح هذا المثال الخواص 
الأربع الأساسية للمصفوفات الهرميتية . 

سيكون هدفنا الااساسی هو إثبات هذه الخواص . ومن الضروري التأکد من 
جديد أن هذه الخواص تتحقّق» أيضاًء من قبل الصفوفات التناظرية ؛ فمن الو کد أن 
مصفوفة تناظرية هي هرميتية . من أجل المصفوفات الحقيقية » لا يوجد فرق بين "۸ و 
"4 السؤال الرئيسي هو ماالأشياء التي لا يغيرها النقل . إذا وجد ذلك فان القیم 
الذاتية تبقى حقيقية كما سنبرهن ذلك . 

الخاصة ١‏ إذا كان "۸= ۸ فان لكل متجه مركب × » يكون ×4 + حقيقياً. هناك 
إسهام من كل عنصر من 4 في حم عر : 


2 3 - 31 
3 + 31 3 


xX Ax ۳ ۳۹ 











ف اطیر الخطى وتطبيقاته 
er‏ لو ع Ka ae‏ نك موديو ل مودي a‏ 


الحدان الناتجان عن العنصرين القطريين حقيقيّان لآن ] ۷-2۱ 21 
وا ۷-5۱ 2۷ . أمّا الحدان الناتجان عن العنصرين غير القطريين فانهما مترافقان . 
لذاء إذا جمعا معا یتح عن ذلك مثلي الجزء الحقيقي ل ۲ (:3- 3) أي أن ل ×4× 

من أجل برهان عام لهذه امحاصة» يمكننا حساب "4 ). سوف نصل الى 
مرافق الصفوفة ×4 + التي هي من النوع 1 1 ولکتنا سنصل فعلا من جدید » 
الو عدا EA = Ay‏ . وهذا يعني آن هذا العدد حقيقي . 

ا لخاصة -۲ جيمع القيم الذاتية لصفوفة هرميتية أعداد حقيقية . 

البرهان : لنفرض أن 2 قيمة ذاتية وأن × هو المتجه الذاتی غير الصفري القابل 
لهذه القيمة : ۸۰-1۰ . الطريقة تستدعي أن نضرب بالصفوفة ۲ : 

۸۰-2 . الطرف الأيسر حقيقي بسبب الخاصة (۱) كما أن الطرف الأيمن 

ا ۲-۱ حقيقى موجب وذلك لفرضنا 0+ × . لذلك» فان على 2 أن یکون 

حقيقياً . نلاحظ في مثالنا» 2-8 أو 2--١‏ : 


(۸) 4 - اله‎ - | ۶ Aa 4# + 10 |8315 


- ۸ 3 
+ 1 3 


A 5‏ ات 


ملاحظة : بلاحظ أنه يكن أن یکون البرهان آسهل من ذلك إذا كانت ۸ حقيقية : 





e 
تعطى براعة- هار لذا = ۸ حصقی‎ Ax - جا‎ 
۱ 5 3 


للمتجه الذاتی «آن یکون مرکباً . يكون ذلك» فقط ‏ فى اناك التی یکون فیها۸ 


۸= » حیث یکننا أن نو كد آن 2 و ×يبقيان حقيقيين . أكثر من ذلك. التجهات الذاتية 
متعامدة 0= « × في الصفوفة التناظرة احقيقية و 0= ر« فى الحالة الهرميتية المركبة . 
الخاصة ۳ التجهات الذاتية لصفوفة متناظرة حقيقية أو هر ميتية » القابلة لقیم 
ذاتیة مختلفة » متعامدة فیمابینها . 
ينطلق البر هان من المعلومات اا “قرت ۸ برو ع Ax =1 x, Ay‏ : 
(Ay << "Ay =x" @Aay)‏ = بر 00 )۹( 

العددان التطرفان یحققان « 2= « 2 لأن العددين ۸ حقيقيان . نستخدم الآن الفرض 
2 الأمر الذي يفرض النتيجة 0= × . في مثالنا: 























FE |_| 0 . | [1‏ اه هد 8 ا 
زچ 1 | ۶ ۳ فا و ص۳2 ۶۶ 
TI‏ 85 0 | ۲۱ || 31 - 3 3 ۹ 
| تا |۳۱ 6 31 + 3 = 1/0 © 





هذان المتجهان الذاتبان متعامدان : 


mF 1۰ [ ج‎ -0 


من الواضح أن أي مضاعفین »7و 8 / یصلحان متجهین ذاتيين . لتفرض آننا اخترنا 
| راا = 8 , ١‏ تا <» بحيث يصبح المتجهان 7/0 و ۵ /د متجهی وحدة فنکون بذلك قد 
نظمنا المتجهين الذاتبین لیکونا بطول يساوي الواحد . وبا آنهما متعامدان فانهما 
متعامدان نظامیان . إذا اختر نا هذه المتجهات الذاتية آعمدة لصفوفة 5 » فیکون لدینا 
۸ - ۸5 5 (کما كان عندما كانت المتجهات الذاتية أعمدة) . أعمدة الصفوفة المقطرة 
متعامدة نظامية . 

إذا كانت المصفوفة الأصلية ۸ حقيقية ومتناظرة» فان قيمها الذاتية حقيقية حسب 





۳ اجب ااخطي وتطبيقاتة 
الخاصة (۲). و متجهاتها الذاتية متعامدة حسب الخاصة (۳). هذه التجهات الذاتية 
حقيقية » أيضاً . (ٍنها تحل 0-(/2- 4) كما رأينا ذلك عند دراسة الفضاء الصفری فى 
الفصل (۲) ويمكن تنظيم أطوالها لتصبح مساوية الواحد. لذاء يمكنها أن تقع في 
إذا كان “4-4 فاته يكن للمصفوفة القطرة أن تكون مصفوفة قائمة 0 . 
إن کون الأعمدة متعامدة نظامية يكافىئ 1= 0 ۵ أو "د أن . يصبح التقطير 
العتاد ۸= 45" 5 خاصاً - انه ۸ = ©0740 أو 0407 = 4 لقد وصلنا الى أضخم 


نظريّات ابر الخطى : 
ه س يمكن تحليل مصفوفة متناظرة حقيقية وفق ' 4-080 تقع التجهات الذاتية 
المتعامدة النظامية في © والقيم الذاتية في ۸ . 

في الهندسة أو الميكانيك» هذه هي نظرية المحاور الأساسية . إنها تعطي 
الاختيار الصحيح لمحوري القطع الناقص . هذان المحوران متعامدان ویتجهان فى اتجاه 
المتجهين الذاتيين للمصفوفة المقابلة . (البند ۲-١‏ يربط المصفوفات المتناظرة کجسمّات 
القطوع الناقصة في فضاء ذي «بعدا). في الميكانيك» تعطی التجهات الذاتية 
الاتجاهات الأساسية التي يقع علیها الضغط الحض أو التوتر الحض- في الاتّجاهات 
الاخحری؛ یحصل «تشوه) ۱ 

فى الرياضيّات» یعرف القانون " ۸۵ 4-0 بنظرية الطیف . إذا ضربنا أعمدة ۸ 
بأسطرها فان هذه الصفوفة تصبح تركيباً لساقط وحيدة البعد - التى هي الصفوفات 
الا رس ال کناب اس . 


7 














x. 








= RES + LRN با ۳ + ۰ ۰ لل‎ e f 


اش الذاتية والمتجهات الذاتة e۳0‏ 


لمصفوفتنا ذات النوع 2 2 القيمتان الذاتيتان (3) و (1) : 


مثغال : 1 


ند | ی س | رم 





مه | زح نه | ړم 








س ال ت | یړم 
= | یج = | ړم 


التجهان الذاتيان اللذان عدل طولاهما الى الواحد» هما : 


= و ور 


اا د ناج 


لذا فان المصفوفتين الواقعتين فى الطرف الأيمن هما ×و × - جداء عمود بسطر- 
إنهما السقطان على المستقيم الحامل ل × والمستقيم الحامل ل ,×. 

نؤكد أن ذلك هو التقطير " كد ك= 4 نفسه المعتاد. لقد خصص ب 0 - كو 
"0 -' ىء وعلاوة على ذلك» يجزأ الى أجزاء منفصلة بحيث تعطی كل قيمة ذاتية 
قطعة : النتيجة هي بناء كل مصفوفة متناظرة من مساقط ذوات بعد واحد- وهي 
مصفوفات متناظرة من رتبة تساوی الواحد . 
ملاحظة : إذا كانت مصفو فة حقبقية وصدف أن كانت قیمها الذاتية حقيقية» فان 
متجهاتها الذاتية حقيفية. أيضاًء إِنّها حل 0= ×( ۸-21 ويمكن حسابها باحذف . 
لکنها ليست متعامدة الا إذا كانت ۸ متناظرة: ۸۵ 0- 4 يؤدّى الى ۸= ۸. 

إذا كانت الصفوفة حقيقية. الا أن بعض قیمها الذاتية مركبة» فان هذه القیم 
الذاتية تظهر على صورة آزواج مترافقة . إذا كان 1+ © قيمة ذاتية لصفوفة حقيقية ‏ 
فان 8:- ۾ أيضاً. إن محدّدة 4-27 كثيرة حدود بمعاملات حقيقية» ولثل الكثيرة 
الحدود هذه. تكون الجذور المركبة أزواجاً. في المصفوفة ذات النوع ۰22 يحوي 
قانون الدرجة الثانية الحد (0 ۵ 7-4 )+ . 


د اخبر اخطي و تطبیقاته 


تبیه : بقول دقيق + لقد برهنت نظرية الطيف ۸۵ 0- ۸ فقط » في الحالة التي 

تکون فیها القیم الذاتية للمصفوفة ۸ مختلفة. لذاء فان هناك» حتماء «من التجهات 
الذاتية المستقلة» ويمكن تقطیر 4 بأمان . مع ذلك (انظر البند ۵ -۰)1 فمن الصحیح أنه 
إذا كان لصفوفة متناظرة قيم ذاتية مکرّرة» فانها تبقی مع ذلك ذات مجموعة کاملة من 
التجهات الذاتية التعامدة النظامية . ا حالة القصوی هی مصفوفة الوحدة التی تقبل ۸ 
1- قيمة ذاتية مكررة « مرة - لا يوجد نقص في التجهات الذاتية . 

لانهاء الحالة ال ركبة » نحتاج الى مشابه للمصفوفة الحقيقية القائمة - وبامکانك 
آن تخمّن ماذا سیحدث للشرط ۵07-1 . سیحوّل النقل الى تقل الرافق. یصبح الشرط 
1- ۲۳ . ا حرف الحديد ا یعکس الاسم الحديد . تدّعى مصفوفة مركبة ذات أعمدة 
متعامدة نظامية مصفوفة واحلية . 
الصفو فة الواحدية : 

هل يمكننا أن نفرض التشابه التالي؟ يكن مقارنة مصفوفة هرميتية مع عدد 
حقيقي» ومصفوفة واحدية بعدد واقع على دائرة الوحدة - عدد مر کب تساوي قیمته 
الطلقة الواحد . من أجل القیم الذاتية لهذه الصفوفات» ستکون القارنة آکثر من تشابه : 
الاعداد ۸ أعداد حقيقية إذا كان ۸= 4 وتقع على دائرة اوسا كان 1 - نا نا . 
ستکون التجهات الذاتية متعامدة ویکن جعلها متعامدة نظامية 

لقد آثبتت هذه القضايا من أجل المصفوفات الهرميتية (بما في ذلك المتناظرة) 
ولکتها لم تبرهن من أجل الصفوفات الواحدية (بما فى ذلك القائمة) : لدا سشسعی 
مباشرة الى خواص ‏ الثلاث التي تقابل الخواص ۳,۲,۱ للمصفوةة 4 . ولنتذكر أن 
7ذات أعمندة متعامدة نظامة : 


)١(‏ ستقارن فیما بعد الصفوفات «الهرميتية - التخالفیة» بأعداد تخيّلية بحتة والصفوفات 
"النظامية" بأعداد مركبة ۵ + ». الصفوفة التي متجهاتها الذاتية غير متعامدة لا تقع في هذه 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية ۳۷ 


۲-۱ أو 1= "انا أو 1۳ U"‏ 
يؤدي ذلك مباشرة الى الخاصة (1) ۰ لایوثر الضرب ب ‏ على الجداء الداخلي أو 
الزاوية أو الطول . البرهان» كما كان من أجل © ۰ بسطر واحد فقط . 
الخاصة ۱ ر - با ۲ ۸( (+ 0) و (باختیار ×= «) نحد أن الطول محفوظ : 
luxll || "۰‏ (۱۱ 

الخاصة التالية تعين مواضع قيم ‏ الذاتية» كل 2 في نقطة من دائرة الوحدة . 
الخاصة ۲ لكل قيمة ذاتية للمصفوفة لا قيمة مطلقة ١121-1‏ . 

ينتج ذلك مباشرة من العلاقة ×ة= دن وذلك بالمقارنة بين طولی الطرفين 
: ااعناا - ۱۲۱ » استناداً الى الخاصة .)١9‏ ولکن ۱2۱۱۱ = ۱2-۱ دائماً لذاء فان 
1121-1 . 
الخاصة ۳ التجهات الذاتية المقابلة لقيم ذاتية مختلفة متعامدة فيما بينها . 

يمرض البرهان أن Ux =x‏ ۰ ةع Uy‏ وجری ضرباً داتعلا و دستند ال 
الخاصة ١‏ : 

یش 2 = زرية) ۸,0( = Ux )" (Uy)‏ ( = رام 

إذا قارنًا الطرف الأيسر بالطرف الأین . نحد أنّه يجب أن يكون ۱- ۸ أو - ۲۳ 
0. لكن الخاصة ۲ تعطي 1= ,2۱۸ لذا فلا يمكن أن یکون أيضاً 1 =,۸ .2 ينتج 
عن ذلك أن 0= « + والمتجهات الذاتية متعامدة. 


205 ۲ - 1 | 
sin 1 COS ۱ 


تالم 








القیمتان الذاتیتان لهذا الدوران هما "ء, ٠"‏ بقیمتین مطلقتین تساویان الو احد . 
التجهان الذاتیان هما ( :-.1) x=‏ و (,۱)< بر وهما متعامدان (تذکر بأن تأخذ 
الرافق فى 0- :+2۱ راء بعد التقسیم على ۰/2 یصبحان متعامدین نظامیین 





ETA‏ اخبر اخطی و تطقاته 


ویکون تقطیر ‏ ما یلی : 




















cost -sint ÎÛ _ Î ۱ چا71‎ ۱ 1 ٠ 
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ننبّه الى أن إشارتى : , :- تنقلبان عند النقل . فى الحقيقة» الطرف الاين هو جداء 


ثلاث مصفوفات واحدية وینتج مصفوفة واحدية في الطرف الأيسر. المغال التالى هو 
أكثر المصفوفاث الواحدية أهمية. 


مثال ۲ مصفو فة فورية ۱ 0 
۷ 8 ار ی 
Vn ۵ ۹ 01 )0-۱(‏ 
پاپ ۷ 


العامل 3/1 يرد الا عمدة الى متجهات وحدة . (القيمة الطلقة لكل عنصر تساوی 
الواحد. لذاء فإن طول کل عمود من الصفوفة الاصلية 7 يساوي 1/5). کون 
۳-1 هو التطابقة الأساسية فى تحویل فوریه المنتهى » ولتعد الى ذاکرتنا النقطة 
الا ساسية من البند (۵-۳) : 


r =], 1‏ 2 1 
جداء السطر امن 7 بالعمود 2 من لاهو 0=( "...+ تر وبا 
جداء السطر 1 من 7 بالعمود من ا هو 20( +...+w‏ سا 


۹ 2 1 
جداء السطر من "ا بالعمود زمن ‏ هو0 =(" "۱۷+...+ 1+۷+۷)-. 


فى الحالة الأولى» العدد ال رکب « هو الجذر الأصلي (الأول) من الدرجة ۸ 
للواحد . اِنّه واقم على دائرة الوحدة زاویته ۵227/۸ . لته يساوي " "۰۶ قواه 
موزعة بالتساوى على دائرة الوحدة . يحقق هذا التوزيع کون مجموع جميع قوى ٠‏ 
التي عددها ‏ جميع جذور الدرجة للواحد_يساوي الصفر . جبرياًء هذا المجموع 
هو (0-1) /(1- ) ولکن 0= 1 - س . 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية ۳۹ء 


في الحالة الثانية» ۷ هي قوة ل« . إتها "وهی أيضاًء جذر للواحد. إِنّها 
ليست الجذر الأول للواحد » وذلك لأننا لم ننظر في عناصر قطر 0 7 أي نز . 
مجموع قوى ۱۷ يساوي الصفر» أيضاً : 0= (1- 1(/)18-”17) . 

وهکذا وجدنا أن لا مصفوفة واحدية . لقد كتبنا من قريب معکوسها- الذی له 
الصورة ذاتها عدا الاستعاضة عن «ب ۷ ="ء= س. الآن لنتعرّف على ما حدث. 
لا كانت ] واحدية فائنا جحد معكوسها بالانتقال (الذى لا يغير شيئاً) وأخذ الرافق 
(الذی یغیر « إلى س). معکوس ] هذه هو 0 . 

استناداً الى '1 من خواص المصفوفة الواحدية» فان طول المتجه ×يساوى طول 
»ا . الطاقة في فضاء ما تساوي الطاقة في متحوّل هذا الفضاء . والطاقة هي المجموع 
x‏ وهي أيضاً مجموع الطاقات فى مختلف «التوافقات» . يحوي متجه مثل 
(1,0,...,0) = × کمیّات متساوية من كل مركبة للتواتر المتجه ۷ /(1.1.....1) = ×0 هو 
متجه و حدة . 

بقع وان ساب هه ویو ميل ای 


مثال -۳ 
ام 


9 ي س ات 


2 قي ي سس 
2 س نے ك2 


1 
١0 
۳1 
0 


هذه المصفوفة مصفو فة قائمة» لذاء استناد الی ۰۳ يجب أن یکون لها متجهات 
ذاتية متعامدة. نها أعمدة مصفوفة فوریه ! يجب أن یکون لقیمها الذاتية قیم مطلقة 
تساوی الواحد . نها الأعداد ‏ "س....., ۱۳ (أو ”,1,1 » فى هذه الحالة: 4 4 ) . 
نها مصفوفة حقيقية» لکن قیمها الذاتية ومتجهاتها الذاتية مركبة . 

ملاحظة أخيرة . تحقّق الصفوفة الهرميتية التخالفية ×-= × تماما كما تحقق 
مصفوفة تناظرية تخالفية -< ۶. تنتج خواصها مباشرة من ارتباطها القريب مع 
المصفوفات الهرميتية : 

إذا كانت 4 هرميتية فان ۲-۸ هرميتية تخالفية . 


القيم الذاتية للمصفوفة × تخيّلية بحتة بدلا من کونها حقيقية خالصة. لقد 
ضربنا ب : . التجهات الذاتية لم تتغير . يودي المثال الهرمیتی الوارد فى الصفحات 
السابقة الى : 


| 31 + 3 21 ۳۳ 
ده |= مد م 





و 


العناصر القطریه مضاعفات (باستثناء الصفر) :. القیم الذاتية هی 8 , : 
تبقی المتجهات الذاتية متعامدة ویبقی لدينا AU‏ لا- ۸ - بمصفوفة واحدية لا عوضاً 
عن المصفوفة الحقيقية © القائمة» و ب ن8.:- الواقعة على قطر ۸ . 


يلخص هذا البند بالجدول الذي يمثل التوازي بين الحقيقي والرکب . 
الحقيقى مقابل الرکب 


#فضاء متجهات ب ١‏ مر كبة حقيقية به *) فضاء متجهات بم مر کڈ مر > 


د ا 8 CP E‏ 7 2 
الطول : . ر+... + ×= اجب الطول: | ماج ... + | عا - xii‏ 


Fi 


اج 3 ت ۱ ا 
النقل : :4 - ز4 <> النقل الهرميني : :۸ = زز۸ 


قرع زوين عن ور و کف 





الجداء الداخلی ,لا ×+ ... +ر ۷ ,×= ۷ جه الجداء الداخلی, لام × + ۷ + ۱۷ = ۷ 


(Ax )îy =x زب که‎ (Ax) "=x" (AY). 
التعامد : 0= ر جه التعامد 0و‎ 
۸ =A : مصفو فات تناظرية : 4-4 جه مصفو فات هر ميتية‎ 

(۸ حقيقية ) 7ل41لا = ' 7 UA‏ = ۸ جه ( حقیقیة) 0407 = 0۸0-1 -4 
مصفوفات تناظرية تخالفية ۸-- "2 ج> مصفوفات هرميتية تخالفية #--7 
مصفوفات قائمة 7 0-'0 أو 0-1 "۵ جه مصفوفات واحدية ۲ 0و ۳0 
بو "عد (0x) (Qx)‏ و ۱۵۱۱۸ جهو "يد زوم زع و اعا دااع ۱۷ 
الأعمدة والأسطر والمتّجهات الذاتية من © و نا متعامدة نظامية و کل 1 - 21 . 


۳-۵-0۵ 


۵-۵-۵ 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۶۱ ۶ 


تمارين 


من أجل العددين المركبين : - 1 و :3+4 

(آ) أوجد موضعيهما فى المستوي المركب . 

(ب) آو جد مجمو عهما و جداء هما ۱ 

(ح) آوجد مرافقیهما والقيمة الطلقة لكل منهما . 

هل یقعان داخل داثرة الوحدة آم فى خارجها ؟ 

ماذا يمكنك أن تقول حول : 

(۱) مجموع عدد مركب ومرافقه ؟ 

(۲) مرافق عدد یقع على دائرة ال و حدة ؟ 

(۳) جداء عددین وافعین على دائرة الو حدة ؟ 

(4) مجموع عددین واقعين على دائرة الوحدة ؟ 

إذا كان 2+1=×, :1+3 نر فأوجد ,۱/۰ ,ر ×× × . تحقّق من أن 
القيمة الطلقه ادا تساوي جداء ادا ب ادا والقيمة المطلقة | /۱۱تساوی 
خارج قسمة 1 على اندا. 

أوجد العددين »,۸ من العدد المركب «:+» الواقع على دائرة الوحدة 
عند الزوايا .30:,60:.90 - ۵ . تحقق؛ بضرب. مباشر» من أن مربع 
الأول يساوي الثاني وأن مکغب الأول يساوي الثالث . 

(أ) إذا كان "=× فما هو ×, ' +  ,‏ في الاحدائيّات القطبية ؟ 

أين يقع العدد المركب الذي يحقّق ×= ؟ 

(ب) في اللحظة 0= : » يكون العدد المركب ۳-۱" "» مساوياً الواحد. 
ارسم الخط الذي يرسمه عندما تزداد امن الصفر الى 27 . 


۲-۵-۵ 


۷-0-0 


۱۰-۵-0۵ 


۱۱-۵ -۵ 


الجبر الخطي وتطبیقاته 


أوجد طولی المتجهين التاليين وجداء هما الداخلی : 


41 + 2 
9 و | 4 


اکتب الصفوفة ”4 واحسب 62۸۸ |ذا كانت 


0 
4i | 








ج 


مهي العلقة بين 6 7 هل ذلك صحیح عندما تنشأ »من AA‏ 
)١(‏ بالمصفوفة السابقة ۸ ۰ استخدم الحذف لحل 0-:۸. 

(۲) برهن أن الفضاء الصفري الذي انتهيت من حسابه متعامد مع 
(4)#.وليس مع فضاء الأسطر ( ۸) 7. العتاد. الفضاءات الأساسية 
الأربعة في الحالة المركبة هي (2)4(../)4. كالسابق ثمء (4). 
ی 

() ما هي محددة ۸ بدلالة محدّدة ۸ ۲ 

(ب) برهن أن محددة أي مصفوفة هرميتية هي عدد حقيقي . 

(أ) ما هو عدد درجات الرية في مصفوفة متناظرة حقيقية » فى مصفوفة 
قطرية حقيقية » وفي مصفوفة حقيقية قائمة ؟ (الجواب الأول هو مجموع 
الجوابين الآخرين » لأن ۸۵ 4-0.) 

(ب) برهن أن للمصفوفات الهرميتية من النوع 3×3 تسع درجات حربة 
وللمصفوفات الواحدية ست . (يمكن ضرب أعمدة 1 الجديدة بأى عدد 
من الشكل ٥"‏ ). 

اکتب الصفوفات التالية بالصورة "(« عدر + حرم ۸ لنظرية الطیف : 


أذ ۲۰۱۶ ۸۲ -ه 





۱۲-۵-0۵ 


۱۳-۵-6۵ 


۱-۵-۵ 


۱ ۵-۵-۵ 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية E‏ 


أعط سبب الصحَة ومثالا معاكساً في حالة الخطأ : 

(أ) إذا كانت 4 هر ميتية فان 17+ 4 قابلة للعكس . 

(۲) إذا كانت 0 قائمة فان / + +0 قائمة أيضاً 

(۳) إذا كانت ۸ حقيقية فان 7+ ۸ قابلة للعکس . 

افرض أن ۸ متناظرة من النوع 3 × 3 ۰ قیمها الذاتية 0,1,2 . 

() ما هی الخواص الضمونة للمتجهات الذاتية الواحدية القابلة 1 ۷,۷:؟ 
(ب) بدلالة ۰۲:۷ صف الفضاء الصفری ‏ الصفری الیساری فضاء 
الآ فان انلك ف 

(ج) أوجد متجهاً × يحقّق += ×۸ . هل هو وحید ؟ 

(د) تحت أي شروط على # یکون للنظام ط = ۸۰ حل ؟ 

(ه) إذا كانت ۷ب أعمدة کی فماهي ' 5 و ۸5 ى؟ 

فى القائمة الواردة أدناه » أي صنف يحوي المصفوفة 4 وأيها يحوي 


المصفوفة 8 ؟ 


۱11 010 
TILT 17 0010 
1 1 1۰. | د‎ OOD] 

TE 1 000 


قائمة» قابلة للعكس » إسقاط » مبادلة » هرميتية» من المرتبة واحد قابلة 
للتقطيرء مارکوف . آوجد القیم الذاتية ل 4و 8. 

ما هو عدد آبعاد الفضاء 5 لجميع الصفوفات التناظرة احقيقية من النوع 
× ؟ تقول نظرية الطیف إن کل مصفوفة متناظرة ترکیب ل« من 
مصفوفات الاسقاط . با أن عدد الابعاد هنا يزيد على ۰۰ كيف يكن 


تعسير هذه الز يادة ۲ 


33 


۱ "۲-۵-۵ 


۱۱-۵-6۵ 


۱۸-۵-0۵ 


۱۹-۵۵ 


۲ ۸۰-۵-۵۵ 


۲ ۱-۵-۵ 


اکتب الوقائم ذوات الشأن التعلقة بالقیم الذاتية لما يلي : 
(۱) مصفوفة متناظر ة حقيقية 
() مصفوفة مستقرة : جمیع حلول العادلة ۸۸ = 4۰/۵ تتقرب من 
الصفر 
(۳) مصفو فة قائمة 
)٤(‏ مصفو فة مارکو ف 
(۵) مصفوفة معيبة (غير قابلة لتقطیر) 
( ) مصفوفة شاذة 
برهن أنه إذا كانت کل من ۷ و ۷ واحدية» فان 0۷ تکون كذلك . استخدم 
العیار 1= ل“ U‏ 
برهن أن محددة مصفوفة واحدية تحقق 1 - | 4:1 | ولکن المحددة 
ليست» بالضرورة» مساوية الواحد. صف جميع المصفوفات الواحدية 
من النوع 2 2. 
أوجد عموداً ثالثاً لتصبح الصفوفة التالية واحدية . مامقدار الحرية في 
هذا الاختیار؟ 

2 1/3 ا 

0م 1/3 2۱ 0 

2 ۸3 
قطر الصفوفة الهرميتية-التخالفية × ذات النوع 2 ×2 والتي جمیم 
عناصرها تساوي :. احسب " 5" 56" وتحقق من أن "م واحدية. 
ماقيمة مشتقتها عند 0= ؟ 
صف جميع مصفوفات النوع 33 التي تتصف بكونها هرميتية وواحدية 
وقطرية في وقت معا . كم واحدة نجد مثل تلك المصفوفة؟ 


۲۲-0-0 


۲۲۵-۵ 


۲-۵-۵ 


0-0-0 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۵ ۶ 


يكن تجزئة أي مصفوفة 2 إلى مصفوفة هرميتية وهرميتية تخالفية 
+ 4- 7 تماما مثل العدد ال رکب 2 الذي يجزأ بالصورة ‏ :+ ۵. الجزء 
الحقيقى ل > هو نصف > +: و«الجزء الحقيقى» ل 2 هو نصف "2+2 . 
أوجد قانوناً مشابهاً «للجزء التخيلى» وجزيء المصفوفتين التاليتين 
بالصورة ك+ 4 : 


2 +4 زجو 
| 5 0 





3 1 
-2 و | 2 


برهن أن أعمدة مصفوفة فوریه ‏ ذات النوع 4 <4 هي متجهات مصفوفة 
البادله ۸ فى الثال ۳ . 
لصفوفة المبادلة تلك اکتب المصفوفة الدوارة : 
CIEE P+ CP + cP‏ -6(مصفوفة متجها نها الدانیه هی 
ایض مصفوفة فوریه). أكتب أيضاً الرکبات الأربع لجداءمصفوفة 
عتحه 2) الذي هو التغاف (EE‏ = ع و( ,1  ,‏ و ) < ۲ . 

1 5 و مه 1 5 ù 1 2 5 f‏ 
من اجل المصفوفة الدوارة =F AF‏ 6 اذا یکون الضرب ند نم ب 
۸ ثم ب 2 (قاعدة الالتفاف) آکثر سرعة من الضرب مباشرة ب © ؟ 


۵ - 7 حویلات التشابه : 

لقد تضمنت کل خطوة فى هذا الباب» فعلا» الترکیب ۸5 5» حيث التجهات 
الذاتية للمصفوفة ۸ قد وضعت آعمدة للمصفوفة 5 والتر کیب ۸٩‏ 5 كان مصفوفة 
قطرية (سمیت ۸) . عندما كانت ۸ متناظرة کتبنا ۵ عوضاعن 5 کتذکرة بانه من المکن 
اختیار التجهات الذاتية متعامدة نظامية . في ا حالة المركبة» عندما كانت ۸ هرميتية ؛ 
فقد کتبنا ۷ ۰ لکنها بقیت مصفوفة التجهات الذاتية . الآن» في هذا البند الأخير 


44 الجبر الخطي وتطبیقاته 


سننظر في تركيب آخر ۸۸ /1- شكل بالطريقة نفسهاء ولكن بأية مصفوفة قابلة 
للعكس ۷ تقع في اليمين ومعکوسها في الیسار . قد يصدف أن تکون المتجهات الذاتية 
غير ممكنة التكوين (الحالة العيبة) أو أننا لانعرفها أو أننا لانريد است‌خدامها . 

لنضف آولا» العلاقة بين ۸و كاله" /۸. يقال عن هاتين الصفوفتن انهما 
متشابهتان . يدعى الانتقال من إحداهما إلى اللأخرى تحويل تشابه . إنها لخطوة الطبيعية 
التي يجب القيام بها عند التعامل مع معادلات تفاضلية أو قوى مصفوفة أو قيم ذاتية 
تمامآء كما كانت خطوات الحذف طبيعية عندما تعاملنا مع ۸۲-۸ (الحذف یضرب ۸ 
من الیسار ب طخ ولکن لایضرب من الیمین ب1). عادت یکون هناك جماعة کاملة 
من الصفوفات ۸۸ ۸» جمیعها مشابهة ل ۰۸ وهناك مسألتان أساسيتان : 

(۱) ماهي الامور المشتركة بين هذه الصفوفات ۲۸/۱۸۸۸ 

(۲) باختیار خاص ل ۰۸ ما هو الشکل الخاص الذي يكن أن نصل إليه 
PM ۸۸۸‏ 

الجواب الاخير یعطی من قبل صيغة جوردان التي ينتهي بها هذا الباب . 

من الستحس آن تذکر کیف اتقى ع هذا التر کیب . لتف شى آنتا اعا مساو 
تفاضلية أو معادلة فرق بالتغیر »۰ ولنفرض آننا آجرینا التغییر 2۸/۷ » لادخال التغیر 
احدید ۰۷ فیکون : 


dv -| ۱ 1 dv . ۷ 
او ۸۸۲۷ ۷ < ك5‎ ۸ = =AMv, د تصیح‎ = ۸ 
dt 3 dt ست‎ dt 


2 ربرة تصبح ‏ ماع مرا أو SM 1AMv,‏ ربمن 


المصفوفة الجديدة فى المعادلة هى 414 ۸. فى الحالة امخاصة يكون 5- ۸ 
ويتفكك النظام لأن ۸5 ۸-5 قطرية . تتطور النماذج النظامية بصورة مستقلة. إذا 
تکلمنا بلغة التحو پات الخطية التی قدمت قبل » فان المتجهات الذاتية قد اختیرت 


اشيم الذاتية والتجهات الدانه ۷ 


بحيث تکون قاعدة للفضاء . إن ذلك هو أقصى تبسیط» لکن تبسيطات آخری أقل 
تطر فا مستعملة أيضاً . نحاول أن نجعل العمل ب 484" ۸ آکثر سهولة من العمل ب 4. 

السوال الأول كان حول جماعة الصفوفات ۸۸۶ التي تضم ۸ ذاتها» وذلك 
باختیار /۸ مصفوفة الوحدة . يكن جعل کل واحدة من هذه المصفوفات تظهر فى معادلة 
تفاضلية أو معادلة فرق نتيجة لتغییر التغیر ۰-۷ لذاء من التوقع أن یکون بینها 
آشیاء مشتر كة وهی واقعة» فعلا : الصفوفات التشابهة مشتركة بالقیم الذاتية . 
هع إذا كان ۸۸۸ /۸- 8 فان للمصفوفتین 8 و 4 القیم الذاتية نفسها ویقابل متجه ذاتی ل 
دعبا ذاتباً XK‏ ۸ ظ . 
البرهان مباشر لما كان 814 2۷ ۸ : 

Ax =x > MBM "x = Ax > 0/20۲ 

لذا تکون ۸ قيمة ذاتية للمصفو فة 2 أيضا.. التجهات الذاتية ضربت ب 4 

یکننا آیضاً ‏ أن نتحقق من أن الحددتین ل 27- ۸و 2-7 متطابقتان» وذلك 
من قاعدة ضرب محددتن : 


det )8 -AI) = det M "AM - AI) = det M (A - AL)M) 
= 000 det (A -AD det M = det (A AD. 


الحددتان- كثيرتا الحدود المميزتان ل 4 و 2-متساویتان . لذاء فان جذورهما- 
القيم الذاتية ل4 و -متطابقة . المثال التالي يوجد بعض الصفوفات المشابهة للمصفوفة 
مثال : المصفوفة | ۵ ۵ | -4 قطرية قيمتاها الذاتيتان 1 و0 . 


إذا كانت | ۶ | |= ۸ فان 3 | | ننم" ددق: مثلثية قيمتاها الذاتيتان 1 و 0 


۱ 


= ۰۸۸۸ ۸ - 8: مصفوفة اسقاط قیمتاها الذاتیتان 


ذا کانت | ١‏ | = فان 








او 0 


EEA‏ ین اي وتطبيفاته 
اذا کانت | | 

في هذه احالة. یکننا أن ننتج أي مصفوفة لها القیم الذاتية الصحیحة انها حالة 
سهلة لآن القیمتین الذاتیتین 1 و 0 مختلفتان . شکل جوردان هکنه آن یتدبر آمر حالة 
لقیم الذاتية الکررة وأي نقص مکن في التجهات الذاتية . کل مایکننا قوله الآن هو 
أن ۸۸/1 ۸ العدد ذاته من التجهات الذاتية الستقلة مثل ۸ (لأن التجهات الذاتية 








= 8 مصفو فة اختبارية قیمتاها الذاتیتان 1 و 0. 


ضربت ب ۸) . 

الخطوة الاولی منفصلة ونظریة» وهي النظر في التحویلات الخطية التي تقم 
بعد الصفوفات . إن ذلك یعیدنا إلى البند 1-۲ حیث نظرنا بالدوران أو الانعکاس أو 
الإسقاط بتعابیر هندسية كشيء یقع فى فضاء ذي « بعداً. يمكن أن يحدث التحویل 
خارج الجبر الخطي لكن ابر الخطي يعيده إلى ضرب المصفوفات . 


تغییر الأساس = تحويل تشابه : 

ستكون العلاقة بين المصفوفتين المتشابهتين 4 و 404 8-74 شديدة القرس» لنعد 
إلى التحويلات الخطية و لنذكر الفكرة الأساسية : يئل كل تحویل خطي بمصفوفة . 
لقد ظهرت في البند (5-7) نقطة إضافية واحدة : تتعلق الصفوفة باختيار الأساس . 
إذا غيرنا الأساس فاننا نغير المصفوفة . نحن الآن مستعدون لرؤية ماذا يفعل تغيير 
الأساس في المصفوفة . 
تمثل ا مصفوفات المتشابهة تحويلاً خطياً واحداً بالنسبة لأسس مختلفة . 

ابر دقيق غالبا . لنفرض پش يل 7 (مثل الدوران) والأساس «........» 
يكن تكوين مصفوفة ۸ كما يلي : ينتج العمود زفي ۸ عن تطبيق 7 على «: 


1۷ = ترکیب في التجهات وهي 4 +.. r‏ 
1 1 
وادا كان لدينا اساس جدید از .۷ فان موف جديدة (لنسمها 8) تبنی 


بالطريقة ذاتها - تر كيب فى التجهات ۷هو Sv,‏ لکن» ب یجب آن 
١‏ ۱ 7 1ت 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية 2۹ 


يكون كل ۷ أيضاً تركيباً في متجهات القاعدة القديمة ...7 ر2 = ۷ . الصفوفة 
1 هده» غثل » »حقا» التحويل او اة ف رداق مد 
هو تغيير الأساس . تبعاً للقاعدة الواردة فى البند (5-57)» لقد طبقناء فقط ‏ التحويل 
الطابق (الذي يترك ۷ كما هو) وكتبنا الناتج بتركيب في «. المصفوفة المعاكسة ۸ 
قثل » أیضاً التطبيق الطابق» عندما يتغير الأساس من « إلى ۷ . قاعدة الجداء تعطي 
النتيجة التى نريدها : 

۵ ف المصفوفتان 4 و 8 اللتان تمثلان التحويل الخطي 7 نفسه بالنسبة لأساسين مختلفين 
« و ۷ هما مصفوفتان متشابهتان : 


000 د 3 امون [1 ]| ك « و [1 
A M‏ - 8 


هذا البرهان (الناتح عن قاعدة الضرب) إلى حد ما غامض. وال مثال هو أفضل 
طريقة لتفسير ذلك . نفرض أن 7 هو الإسقاط على مستقيم 1 يصنع مع الحور الافقي 
زاوية قدرهاه . إن ذلك تحويل خطى وهو موصوف بصورة كاملة دون الاستعانة 
بأساس . ولكن» لتمثيل ذلك بمصفوفة» فنحن بحاجة إلى أساس » يعرض الشكل 
(۵-۵) إختيارين . أحدهما الأساس المعتاد (1,0) = « و (0,1) = « والآخر آساس اختير 
خصيصاً من أجل 7. فى الحقيقة ۷= 7۷ (لأن ۷ واقع على المستقيم ا مسبقاً) و 7-0 
١,‏ (لأن ,۷ متعامد مع المستقيم) . في هذا الأساس» تكون المصفوفة قطرية - لآن ,۷ و 
,۷ متجهان ذاتيان : 


() ]| ۱ 
1 || بمب û = [TÎ‏ 
الشىء الااخر هو الصفوفة ۸ التی تخ تقر الاساس . من آجل ذلك نعبر عن ۷ 


بالثر کیب 0 ,۷ + 0 005 « ونضع معاملانه في العمو د الأول . بصو رة مشابهة ۳ (آو 
۷ التحویل هو التطابق) هو 0 605 ۷ + Û‏ 1 ۷- ریس العمود الثاني 9 


, ۵ ۶ اخبر ا لخطي و تطبیقاته 


B= [Ther = |) 4 


1 0 
p_ | or in V-coordinates M م‎ 
53 2 


۱ ]5+ م‎ 
ظط‎ 4 ۱ or in V-coordinates BM | 
9 ۱ د9‎ 





شکل (۵-۵). تغییر الأساس لحعل مصفوفة الاسقاط قطرية . 





M = | | 


ينقل معكوس المصفوفة ' 14 (الذي هو هنا النقول) من « إلى ۷.إذارکبت مع 8 و 
۸ فإنه يعطى مصفوفة الاسقاط التى كتبت فى الأصل فى البند (1-۲) : 


2 
فا ۸ 


A - ۲ = E 
CS 3 








يمكننا تلخيص هذه النقطة . نفرض آننا أعطينا مصفوفة مثل ۸. طريقة تبسيطها- 
بالفعل» هو تقطيرها هو إيجاد التجهات الذاتية . إنها توضع في أعمدة ۸ (أو 5) 
فنحصل على مصفوفة قطرية ۰۸/۸۸ يقول الحبريون الأمر ذاته بلغة التحويل الخطى : 
طريقة إيجاد مصفوفة قطرية مثل 7 هی اختيار أساس مكون من متجهات ذاتية . 
الأساس العتاد « يؤدي إلى 4 التي ليست بسيطة ؛ الأساس الملائم ۷ يؤدي إلى 8 التي 
هي قطرية . 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۶۱ 


نو کد من جدید آن ترکیباً مثل 484 14 لایظهر للوجودخلال حل ط=×4؛ العملية 
الأساسية هناك هی ضرب ۸ (من الیسار» فقط) بمصفوفة تطرح مضاعف سطر من 
سطر آخر . إن مثل هذا التحویل یحافظ على الفضاء الصفري وعلی فضاء آسطر ۸ 
الذي لیس له أي عمل على القیم الذاتية . بالقابل » تبقي تحویلات التشابه القیم الذاتية 
ذاتهاء التى تحسب. في الواقع» بمتتالية من التشابهات البسيطة . تتحول الصفوفة 
بالتدرج إلى مصفوفة مثلثية الشكل» وتظهر القیم الذاتية بالتدرج» آیضا على القطر 
الرئیسی . (لقد وصفت هذه التتالية في الفصل السابع كما أن حطوة واحدة قد وضحت 
فى التمرین السابع آدناه) . إن ذلك آفضل محاولة لحساب كثيرة الحدود ( 1 ۸) 46 
التي جذورها هي القیم الذاتية. من أجل مصفوفة كبيرة» من الستحیل حسابيا حشد 
کل هذه العلومات في كثيرة الحدود ومن ثم استخراجها من جدید . 


الاشکال المثلثية بو ساطة مصفوفة واحدية ۸ 

إن أول انتقال لنا بعد الحالة العتادة 14-5 هو خطوة صغيرة : عوضا عن استخدام 
ا لحالة الأكثر عمومية ۰۸4 نتجه في طریق آخر ونقتصر على مصفوفة واحدية . المسألة 
هنا هي أن نجد شكلاً مبسطاً بحیث يمكن إنجاز التر کیب ۸۸۸ 14 تحت تأثیر هذا القصر . 
يتطلب ذلك أن تكون أعمدة ۸۶-0 متعامدة نظامية (في ال حالة الحقيقية » كتبنا 0= ۸) 
. مالم تكن المتجهات الذاتية متعامدق فمن الستحیل الحصول على مصفوفة قطرية ؛ 
لكن نظرية شور 568 التمهيدية التالية تنتج شكلاً كثير الفائدة على الأقل - من 
الناحية النظرية”'' . 


0010 سنکرس بقية هذا الباب لأمور نظرية أكثر منها عملية . إن شكل جوردان فى ۵ ر مستقل 
عن الشكل المثلثى فى © ف . 


۲ ۶ الجبر الخطي وتطبیقاته 


۵ ص توجد لأي مصفوفة مربعة ۰۸ مصفوفة واحدية < ۸ بحيث تکون ها 
7- مثلثية علیا . القیم الذاتية للمصفوفة ۸ مشتركة مع الصفوفة الشابهة لها 7 وتظهر 
على قطرها الرئيسي . 

البرهان لكل مصفوفة مثل آية مصفوفة من النوع 4 × 4 ۰ قيمة ذاتية واحدة ,۸ على 
الأقل؛ في أسوأ الحالات. يمكنها أن تتكرر آربع مرات . لذا فان للمصفوفة ۸ متجهاً 
ذاتياً واحداً × على الأقل . لنجعله نظامياً +۰ ولنضعه فى العمود الأول للمصفوفة 
7 . في هذه الحالة » يتعذر تعيين الأعمدة الثلاثة الباقية» لذاء نتمم المصفوفة بأي طريقة 
شرط أن تبقى واحدية ولنسمها ,۰1 (طريقة غرام شميدت تؤكد إمكانية ذلك) . 
سیکون. على الأقل العمود الأول من الجداء ,۸۷ 1 بالصورة الصحيحة: ۸-۸ 


تعنى أل : 
* ۷ ۷ رز 8 * ۷ وق 
FF 1 ۱ 9 ْ Û FF FF F*F‏ (د 36 [ -. 
قد وا یی 0 AÛ, = ÛU,‏ او 5000006 = AU,‏ 57 
j ¥ ¥‏ ¥ لد د 0 


في المرحلة الثانية » نتعامل مع المصفوفة ذات النوع 3 3 التي تقع الآن في 
القرنة الدنيا واليمنى . لهذه المصفوفة قيمة ذاتية ,۸ ومتجه ذاتى واحدی ,بد يكن وضعه 
في العمود الأول في مصفوفة واحدية من النوع 3 3. فیکون : 


0 0 0 | € ويل 

ات ۷ ی 0 a‏ 79 7 

ISS yea) ã ۲۶۳۱ بقل‎ 
0 0 *# 0 


آخیرا كمرحلة آخيرة» نضع متجاً ذاتياً للمصفوفة ذات النوع 2 × 2 الواقعة 
القرنة الیمنی والدنياء في مصفوفه واحدية ,۸۸ توضع في قرنة ,لا ویکون عندئذ : 


۸ 


سح 


5 
5 دي/ 5 ذه وی ۱-ع r=]‏ 1- 
2-7 = ونا( ونا AU,‏ إلا ونا) ونا 


جا جو عق اعد 


E 
م 0و(‎ 
0 0 A; 
0 0 0 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۳ ۶ 


امحداء ,0 نا 1= ا مصفوفة واحدية أيضاً لقد تحقق ذلك بالتمرین ۱۷-۵-۵- 
وبذلك. نحد الصفو فة المثلثية الطلوبة ۸-7 17 . 

بسبب کون هذا التمهید يطبق على جميع الصفوفات» فان ذلك یجعلنا» في 
الغالب» نهمل فرضية کون ۸ قابلة للتقطير . يمكننا استخدام ذلك لبرهان کون القوة ۸ 
"تتقرب من الصفر عندما تکون کل ۱ >۱ ۱2 وتکون الدالة الأسية ٠“‏ متقاربة من الصفر 
عندما یکون كل 0> ,61دون الحاجة إلى الجموعة الکاملة للمتجهات الذاتية التي 
فرضت نظرية الاستقرار وجودها ف البندین (۳-۵) و (4-۵). 
مثال : 

للمصفوفة | 0 3 = ۸ القيمة الذاتية ۱ -2(مزدوجة). 

أحد مستقیمات التجهات الذاتية (بالفعل هو الوحید) يمر من النقطة (۱,۱) . بعد 

التقسيم على =e 2 it‏ ا 


۱/2 ۰2 ۲ ۱۸/2 ۰.2 | 1 


TAF = 
IN2 -1N2 1N2 -1N2 











تلك هی المصفوفة المثلثية 7 تقع قیمها الذاتية على القطر . من أجل مصفو فة 
أكبر» توجد الخطوة الأولی -یتبعها ..., ۷,۷ » جميعها مضروبة فيما بينها في 7 . 


القع 


لیس حساب 7 > بصورة خاصة » جا 


تقطیر الصفو فات التناظرة والصفوفات الهر ميتية 

کتطبیق لهذا الشکل الثلئی » نريد أن نبين أن لكل مصفوفة متناظرة أو هرميتية - 
سواء أكانت قیمها الذاتية مختلفة آم لا مجموعة كاملة من التجهات الذاتية التعامدة 
النظامية . نحتاج لصفوفة واحدية ۷ بحیث تکون ۸۷ ۷ قطرية» ولقد آوجدها تمهيد 
شور في ۵ ق . هناك خطوتان للانتقال من المثلثية الى القطرية : 


0٤‏ اخبر اخطي و تطبیقاته 


)كانت ۸ هرميتية فان ۸۷" هرميتية اشا 
كما لاد OY‏ كنود UA"‏ 

(۲) إذا كانت مصفوفة متناظرة أو هرميتية وكانت أيضاً مثلثية » فانها تكون 
قطرية. بما أن ۸ 7-0 هر ميتية مثلثية معاً فإنها. بصورة آلية» قطرية . وهذا ما ينهى 
برهان نظرية أساسية في الجبر الخطي : 

۵ ق (نظرية الطيف) يمكن تقطير أي مصفوفة متناظرة وحقيقية بمصفوفة قائمةء 
ويمكن تقطير أى مصفوفة هرميتية بمصفوفة واحدية : 

(الحالة الحقيقية) ۸= ۸0 © (الحالة المركبة) 7۸-۸ 

أعمدة ۵ (أو ل ) موی مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المتعامدة النظامية . 
ملاحظة ١‏ إذا كانت 4 حقيقية ومتناظرة» فان قيمها الذاتية ومتجهاتها الذاتية حقيقية 
في كل خطوة من خطوات © ف . ينتج ذلك مصفوفة حقيقية واحدية ۷-بقول آخر 
ملاحظة ۲ من المؤكد أن للمصفوفات المتناظرة مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية 
المتعامدة» ولو كانت بعض قيمها الذاتية مكررة . يمكننا أن نعتبر ۸ نهاية لمصفوفة متناظرة 
ذات قيم ذاتية مختلفة» وعندما تتقرب من النهاية» فان متجهاتها الذاتية» في النهاية. 
تبقی متعامدة . بالقابل» للمصفوفة غير المتناظرة : 


8 





cos@‏ 0|_ ظ 
sin @‏ عه 





التجهان الذاتبان (1,0) و ( 0 sin‏ , 0 ومء) . عندما 0 + 9 ۽ یتقرب التحه الداتى 
الثاني من الأول_الذي هو النجه الذاتي الوحید للمصفوفة غير القابلة لتقطیر | ۳ 
مثال لقد برهنت الان نظرية الطیف بالنسبة لصفوفة متناظرة مثل : 
۵0 1 () 
0 0 ۱ 
1 0 0 


4 = 








القيم الذاتية والتجهات الذاتية و ۵ 


التی لها قيمة ذاتية مکررة 1-= 2= ۸= ۸ . آحد اختیارات التجهات الذاتية : 


سس س 


1 
۷2 


۱ 
۱ 
| 


س 


(0 











0 
۱ 











1 
/2 


1 
-1 
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إن هذه التجات أعمدة مصفوفة قائمة 0 وتصبح ۸۵ ۸۵-0 4-0 : 





۸ < ا > 4 





سب | ده = |د ت 
نم نع سین بم 
سای ونم تثب 


لا كان ,2= 2 فان تر كيب الإسقاطين الأولين (كل منها من المرتبة الأولى) يعطي إسقاطاً 


من المرتبة الثانية ٠‏ وتكون ۸ : 


ت 


سب ]نم نب ايم ك2 


0 | 

0 

هنا يو جد مستو کامل من التجهات الذاتبة التی تقابل 1 -2 ؛ التجهان × + فد اختبرا 

بصوره اعشاطية ۳ لذ لاک فان القدارین التمابرين × ,× * اعتباطیان آیضا 

وليس سوى مجموعهما - إسقاط ‏ على المستوي الكامل هو الذي عين بصورة 

وحيدة . لكل مصفوفة هرميتية ذات »من القيم الذاتية ا لمختلفة «تحليلها الطيفي» / 

sS Path F j 0‏ ف ۱ سقاط على الفضاء الذاتى التعلق ب ١‏ . 
خاص وفق ۲ ١‏ +.....+ 4-25 » حيث ۲۴ إ سقا على الفضاء الذاتي التعلق ب ^ 


جح i a‏ 
2 س ات 
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عا ب نا 
نب ي نهم 
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المطابقة . ولا كانت الفضاءات الذاتية متعامدة» فان جداء کل أثنتين من هذه الاسقاطات 


بساوی الصفر 0= عم ۲ 
1" لد ۱ 5 ۱ ۱ 5 ۱ 
أصبحنا الآن قریبین جدا من الإجابة عن سؤال طبيعي ومهم وقادرین » ایضا 


٤۵‏ اخبر اخطی وتطبيقاته 





على متابعة الطريق حتى نهايته . ما هي المصفوفات التي تكون فيها الصفوفة المثلثية 
7 هي المصفوفة القطرية ۸ ذاتها ؟ لقد وضعت المصفوفات الهرميتية والمصفوفات 
الهرميتية التخالفية والواحدية» سابقاً» فى هذا الصنف ؛ إنها تقابل على الترتيب أعداداً 
من المحور الحقيقي » أعداداً تخيلية بحته» ودائرة الوحدة. نريد الآن الصنف الكامل 

وهو الذي يقابل مجموعة الأعداد المركبة كاملة . تدعى هذه المصفوفات نظامية . 
۵ ر نقول عن مصفوفة ۷ |نها مصفوفة نظامية » إذا كانت تبادلية مع ۸۳ ۸۷۱۷-۷۷ 
في هذه الصفوفات دون غيرهاء تکون الصفوفة الثلثية 1-07۷0 هی الصفوفة القط ية 
۸ . الصفوفات النظامية هي بالضبط » تلك الصفوفات التى لها مجموعة کاملة من 
التجهات الذاتية التعامدة النظامية . 

نلاحظ أن الصفو فات الهرميتية (آو التناظرة) هي مصفوفات نظامية حتماً : إذا 
كان ۸-2۸ فان کلا من ۸۳۸و "۸ ۸یساوی "۸. الصفوةة الواحدية نظامية ابا 
کل من ۷ "۷ و ۷ یساوی الوحدة. في هذه احالات الخاصة » نکون قد برهنا أن 
۸ = 7 بمرحلتين وتستخدم هاتان الرحلتان بالذات مصفوفة نظامية : 

(۱) إذا كانت ۷ نظامية فان ۸0 7-0 نظامية لأى أيضاً : 





۰ - ۷ 00 ۱ ان = نين “ابو اتن = ن تاوبع ند IT" = UNUUFNFU‏ 

سب ای یت اموز سيارب سا 
(التمرينان 9-5-6 إلى ۲۰) . 

وهكذا نحد أنه إذا كانت ۸ نظامية فان المصفو فة المثلثية ۷7۸0 مصفوفة قطرية ولا 
كان لها القيم الذاتية ل ۷ نفسها فانها تكون الصفوفة ۸ بالذات . المتجهات الذاتية 
للمصفوفة ۸ هي آعمدة ۷ وهي متعامدة نظامية . هذه هی الحالة الجيدة ولننتقل الآن 
الى الحالة العامة من أفضل الصفوفات المکنة الى الأسوأ المکن . 


صيغة جوردان 
لقد عملنا حتى الآن» فى هذا البند » أفضل مانقدر عليه باستخدام المصفوفة 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية ۷ ۶ 


الواحدية في التشابه ؛ باشتراطنا کون ۸ مصفوفة واحدية» توصلنا بالصفوفة ۸۸ ۸7 
إلى شکل مثلثي 7. سنرفع الآن هذا القید عن الصفوفة /۸. ستکون أي مصفوفة 
مقبولة» وسیکون هدفنا جعل الصفوفة ۸۸۸ أقرب مایکن من القطرية . 

ستکون نتيجة هذا الجهد الکبیر في التقطير احصول على صيغة جوردان 1. في 
الحالة التي يكون فيها للمصفوفة 4 مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المستقلة» نأخذ 
= /! ونصل إلى ۸5-۸ 5- 1؛ تتحد» في هذه الحالة» صيغة جوردان مع المصفوفة 
القطرية ۸. إن هذا الأمر متعذر لمصفوفة معيبة» وستحوی صيغة جوردان» من أجل 
كل متجه ذاتي مفقود. العدد واحد فوق قطرها الرئيسي مباشرة. تظهر القيم الذاتية 
على القطر الرئيسي لأن / مثلثية . يكن لقيمتين ذاتيتين مختلفتين أن تنفصلا دائماً. 
القيمة الذاتية المكررة 2 » فقط . هي التى تتطلب (أو لاتتطلب) عنصراً غير قطري في 
و 
۵ ش إذا كان للمصفو فة ۸ متجهات ذاتية مستقلة » فانها تکون مشابهه لمصفوفة دات « 
کتله : 

J, 


= ۷۶ -< ل 


كل كتلة . من كتل جوردان مصفوفة مثلثية بقيمة ذاتية فريدة ۸ ومتجه ذاتي واحد : 


ع ابر الخطي و تطبیقانه 


عندما تكون الكتلة من مرتبة 1< ۰ فان القيمة الذاتية 2 تتکرر «مرة ويوجد 
1- #: من الوحدان فوق القطر . يمكن للقيمة الذاتية 2 ۰ نفسها أن تظهر في كتل متعدّدة 
إذا كانت تقابل متجهات ذاتية متعدّدة ومستقلة . تکون مصفوفتان متشابهتین إذا اشتر كتا 
بصیغه جوردال . 

یضع كثير من الولفین هذه النظرية في ذروة مقرّرهم في ابر الخطي . بصراحةه 
إننى آعتبر ذلك خطأ . من المؤكد أنه لا يكن تقطیر کل مصفوفة وتعد صيغة جوردان 
هی احالة الا کثر عمومية؛ ولکن » بسبب ذلك» سیکون إنشاء ها تفنياً وغیر مستقر . 
(أي تغییر طفیف في ۸ قادر على إعادة المتجهات الذاتية الفقودة وتغییر أمكنة الوحدان 
الوجودة خارج القطر ) . 

لذاء كان أفضل موضع للتفصیلات هو اللحق ۰ والطريقة المفضّلة للانطلاق 
بصيغة جوردان » هي النظر في آمثلة خاصة سهلة الحل . 
مثال ۱ : 


5 با AÛ as‏ 1- 2 | . ۱ 0 1 ۱ | 1.1 
تودي كل من | 7 |= و | ۾ 2]-۸ و |؟ !|-2 إلى |0 ۱ |-۱ 


لهذه المصفوفات الأربعة القيمتان الذاتيتان (۱) و (۱) مع متجه ذاتی وحید لذاء فإن 
( مكونة من كتلة واحدة . لنحمّق الآن ذلك . المحدّدة تساوي الواحد والأثر (مجموع 
عناصر القطر الأساسي) هو (7). تحقّق القيمتان الذاتيتان 1 -2,1.1 -۱+۱ . من أجل ل 
۸ , 8 , » التي هي مصفوفات مثلثية» تقع القيم الذاتية على القطر . نريد أن نبيّن أن 
هذه مصفوفات متشابهة- |نها واقعة في الجماعة ذاتها-و J‏ هی صيغة جوردان لهذه 
المباعة 


(1) کل مؤلف يحاول جعل هذه التفصيلات سهلة المتابعة وأعتقد أن برهان فیلیبوف ٠0جرم:7:1‏ 
هو الافضل . إنه سهل بصورة كافية ليجعلنا نعكس قرارنا ونتقل إنشاء 7 من الملحق . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 0۹ء 


الانتقال من 7 الی » هو تغيير الاثنين بواحد ویکن لصفوفة قطرية ۸۸ أن 
تفعل ذلك : 


2 ت | نا 





IONE‏ سس 
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من 4الی ل » العمل هو جعل الصفوفة مثلثية ومن ثم تغییر ۲ ب ١‏ : 
3 |< ۱۸۷ ۷ يؤدي إلى ره | |= ۸017۸ 
لقد كانت ۸ 17 مثال تمهيد شور ٥(‏ ف آعلاه)؛ جداء لاف ۸۲ یعطی 7. 
من 8 إلى ل ۰ العمل هو نقل ومبادله یعطیان : 


ol lolol 


مثال ۲ 
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س با کے 
ب ت تب 
نت نا ت 
م ات ات 


أا كان الصفر قيمة ذاتية مكرّرة ثلاث مرات لكل من هاتین الصفوفتین» فائها ستظهر 
فى کل کتله من کتل جوردان . سواء وجدت كتلة واحدة من النوع 313 أو واحدة 
من النوع 2 ×2 وواحدة من النوع 1 × 1 أو ثلائة من النوع 1 ×1 . لذا فان الاشکال 


بسا 
5 
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J, 


1 

















ي ي ت 
ي ي لا 
ب بے مس 





اده 
ماه 
ج مره 
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في حالة الصفوفة ۰۸ سیکون التجه الذاتی الوحید هو (1,0,0) . لذا فان صيغة جوردان 
ستکون ذات کتلة واحدة واستناداً الى النظرية الأساسية (6 ش)» ستکون ۸مشابهة 
للمصفوفة , 7. للمصفوفة 8 متجه ذاتی آخر هو (۰)0,1,0 لذاء فان صيغة جوردان 
هي ,7.. توجد کتلتان على طول القطر . أما فیما يتعلّق بالصفوفة , ل٠‏ فانها تقع في 
صنف خاص بها؛ ستکون 0 - 0۸ 14 وهي الصفوفة الوحيدة الشابهة لصفر 
المصفوفات . 

في هذين المثالين» یکفی تعداد التجهات الذاتية لتعيين المصفوفة 7- وان ذلك 
ممكن دوماً إذا لم يكن هناك تعقیدات تزید على ثلاثيّة القيمة الذاتية . ولکن» سیظهر 
کون تقنية التعداد قاعدة عامّة في التمرين الأخير . 


تطبيقات على معادلات الفروق والعادلات التفاضلية (القوى والدوال الأسّية) . 
إذا أمكن تقطير ۰۸ فان قوی ' ۸8 5- 4 سهلة: ' ۸5 5-“4.. إذا لم يكن من 
الممكن تقطيرهاء فسيبقى لدينا " ۸ 343- 4 > بصيغة جوردان في الوسط- نحتاج 
الآن الى قوق ل : 

A“ = ۷۸۲۲۱۷۸/۲۲ ( ... MIM") 2۰‏ 
J‏ كتلة قطرية ویکن أخذ قوی هذه الکتل بصورة منفصلة : 





۲ 1 0 ۳ 2 AA Re 3 
۲ -< | 0 ۸. [ ری : 1 ات‎ 
0 0 ۸ 0 0 1 











يمكن أن يدخل ذلك في حل معادلة فرق» إذا كان هناك قيمة ذاتية ثلاثية ومتجه ذاتي 
فريد. إِنّها تؤدّى. أيضاً » الى حل المعادلة التفاضلية المقابلة : 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية E‏ 


۱ 1 

ê 0 1‏ 8 4 ۱ 
> او J‏ 
2 م 0( 2 ۳۰ 
ا 0 0 


یأتی دلك من جمع | لا غ 1 راطم (+ ] الذي ينتح 
الوص یربا علی القطر ر ۶ مباشرة فوق تلك. 
مثال یظهر العمود الثالث من "۲ في حل العادلة ‏ ز= ا / الك : 











يحل النظام بالتعو یضص - التراجعي (لأن المصفوفة مخلشة) ۱ تودی المعادلة الا خر ة 
الى نم[ . معادلة ,هی 4+ =u‏ 0:۵۱ زان لیاف "1 العادلة الأخيرة 
,۸ اود du dt‏ وحلها عن یا 1 من أجل كتلة من حجم 7 من قيمة داتية 
مضاعفتها 7 ومتجه ذاتی واحد فقط - یظهر العامل الاضافی 1,1- "۳ مرة. 

هذه القوی والقوی الأسّية ل ز هي جزء من قانون الحل. الجزء الآخر هو 
المصفوفة 14 التی تربط الصفوفة الا صلية ۸ بأكثر الصفوفات ل موافقة : 

اذا کان رنه ع ره فان رت ا" تلا ص Au‏ ع نا 
ادا كان duldt = Au‏ فان را u =e“u, = Me"‏ 


عندما تكون /۸ و J‏ هماك و ۸ (الحالة القابلة للتقطیر) سيكون هذان القانونان هما 
قانونی البندين (۳-۵) » (۵-). يتعرض الملحق (ب ) الى الصفوفات غير القابلة 
للتقطیر ويبين لاذا يكن لصيغة جوردان أن تتمدد . 

آمل أن تکون القائمة التالية تلخيصاً ملائماً. 


29 ابر اي :وتطبيقاتة 


جدول تحويل التشابه 
-١‏ 4 قابلة للتقطیر : آعمدة 5 هي متجهات 4 الذاتية »و 5-۸ ۸ 5 مصفوفة 
قطرية . 
4-١‏ اختيارية : آعمدة 14 متجهات ۸ الذاتية ومتجهاتها الذاتية العمَّمة وتکون 
صيغة جوردان هنا 7- ۷ ۸ ۸۷ قطرية بالکتل . 
۳- ۸ اختيارية و ل واحدية : یکن اختیار ل بحیث تکون 1= ۸" ل مثلثية . 
6 - ۸ نظامية » ۸ ۸= ۸۸: یکن اختیار لا بحیث یکون ۸= ل ۸" 1 . 
حالات خاصة من )٤(‏ » جمیعها ذوات متجهات ذاتية متعامدة نظامة : 
۱- إذا كانت ۸ هرميتية فان ۸ -حقيقية . 
أ - إذا كانت ۸ حقيقية متناظرة فان ۸ حقيقية وان 0- ل قائمة. 
ب - إذا كانت ۸ هرميتية - تخالفية فان ۸ تخيلية. 


ج - إذا كانت 4 قائمة أو واحدية فان 1۸۱-1 . 
۱ 


مارین 


۱-۷-۵ الذا کانت 2 مشابهة ۸ وکانت »مشابهة 8 برهن أن 0 مشابهة 4 
(افرض 0-7۷۸۷ و ۸ B8 =M‏ ). ماهي الصفوفات الشابهة 
لصفوفة الو حدخ؟ 

۲-۲-۵ صف بالکلام کل الصفوفات الشابهة ل ۱ 0 | ین اننتن متها . 

۳-۲-۵ فسر لاذا لاتکون 4 آبداً مشابهة ل 7+ ۸. 

: آوجد مصفوفة قطرية /۸ مركبة من (۱) و (-۱) لبرهان أن‎ ٤-٦-٥ 





سم زم 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية e‏ 


۵-7-۵ برهن أنه إذا كانت 8 قابلة للعکس فان 84 مشابهة ل 48 . 

1-1-۵ ()إذاكان ٤‏ 2= 2 ۰0 (وكانت 2 قابلة للعکس) برهن أن © مشابهة 
ل 6-. 
(ب) استنتج أن القيم الذاتية ل © تظهر أزواجا بالاشارتين + أو - . 
(ج) برهن مباشرة أنه إذا كان =± فان ( »0 1= (<) 6 . 


۷-۲-۵ لتكن 4 مصفوفة ماو 14 «دوراناً خاصاً للمستوي» : 














a 8 6 ۱ 665 0  -ىزض‎ © 0 
۸ نياع‎ ۵ fl, ۸ |ع‎ ۹10 0 609 0 0١ 
عم‎ hi 0 0 ۱ 


اختر زاوية الدوران 6 بحيث ینعدم العنصر (3,1) في 14 ۸ ۸ . 
تلبیه : لیس من السهل متابعة هذه الابادة لأن الدوران الذي يحدث صفرین عوضاً 
عن ۸,4 يكن أن يغيّر الصفر الواقع في القرنة . علینا أن نبقي قطرا واحداً تحت القطر 
الرئیسی وننهي حساب القیم الذاتية بطرق مختلفة . ولا » إذا تغکنا من جعل ۸ قطرية 
ورآینا قیمها الذاتية» فسوف نجد جذور کثيرة الحدود ( 27- ۸) 264 باستخدام الجذر 
التربیعی ‏ فقط » الذي يعين 6 ۰5 ولکن ذلك مستحیل . 
۸-۷-۵ ماهی الصفوفة ۸ التي ته شر الااساس (1,4) < 7 , (1,1)< ۷ الى 
الاساس (۱,4) > ۶( 2,5) = ۷ ؟ اق 1 تنتج عن التعبیر عن ۷و 
لاكتركيبين فی ‏ . 
۹-1-۵ بالنسبة للأساسين السابقین » عبر عن التجه (3,9) کترکیب من 
الصورة ۷+۷ e‏ آو dv+dyv,‏ . حمّق ایا آن ۸ تربط >0 : /۸ 
0 < 6 


: آکد التمرین الاخیر جبریاً : إذاكان‎ ٠۰-٩-٥ 


۶ ۶ 


e 


T= =© 


سوت ۲( 


۱-1-۵ 


اخبر اخطي وتطبيقاته 


۷ ۲ مر =m‏ و نر v+m‏ ورت و لد م gym c+m‏ 
2 1 11 | 2 فك | ] 1 ا 2 ا 1[ Il‏ 


= رک ۳91 6 271 ۰ فان المتجهين ااا ۷ ۴ dv Hd,‏ 


متطابقان . إن ذلك هو «قانون تغيير الأساس» 4= ۸۸ . 


إذا كان التحویل 7 هو الانعکاس على المستقيم الذي يصنع ۰4۵ مع 


محور ×» أوجد مصفوفة هذا التحويل بالنسبة للأساس العتاد = 
(1,0) (0,1) = ر« , وأيضاًء بالنسبة للأساس (1-,۷=)1 , (۷=)1,1. 
برهن أن هاتين الصفوفتین متشابهتان . 

التحویل الطابق يطبق کل متجه على نفسه : ×= × 7: آوجد الصفوفة 
القابلة لهذا التحویل. إذا كان الأساس الاول (3,4) ۲ , (۱,2) > با 
والأساس الثاني هو (0,1) ,۷ , (1,0)< ۱ . ( ليست هي مصفوفة 


مه x‏ 6 رد 4 هی 0+ بر +2c‏ و 
)1( اکتب مصفوفة (1 من النوع 33 بحيث یکون : 
5 


دا 2 
0 


D= 


3 
5 
6 














(ب) احسب 2 وفسر الناتج بدلالة المشتقّات . 


(ج) ما هي القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة ۲ 


برهن أنه لیس للتحویل )ل 0۵ | =( 77 قيم ذاتية. بینما يصلح 
كل عدد قيمة ذاتية للتحويل ع«ك/ 7 <(:) م3 . الدالة معرّفة لكل 


قمة ل نت. 


۱ ۵-7-۵ 


۱ ۱-۰ ۵ 


هت ۱۷ 


۱ ۸-۲-۵ 


۱۹-1-06 


يبو 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية ٥‏ 


في فضاء المصفوفات من النوع 2 ×2 » نفرض أن 7 هو التحويل الذي 
ينقل كل مصفوفه . أوجد القيم را i‏ 
7(الصفوفات التى حمّق 4= '4). 

(أ) أوجد مصفوفة قائمة @ حيث ۸= ۸0 © : 


۱ 0 0 0 


000. 
0 0 3 


< ۸ و = م 














1 1 
1 1 [ 

۲ 1 [1 

ثم أوجد زوجاً آخر من المتجهات الذاتية المتعامدة النظامية ر × من 

أجل 0 حد. 

(ب) عطق آن برد + اوم هي نفسها من أجل الزوجين . 

برهن أن كل مصفوفة واحدية ۸ قابلة للتقطیر بر حلتین : 

(۱) اذا کانت ۸ واحدية وکانت ‏ کذلك فائه یکون ۸0 1< 1 

(۲) کل مصفوفة مثلثية علیا وواحدیة» هی مصفوفة قطرية ۸ . 

ينتج عن ذلك أن الصفوفة المثلثية ]هی ۸ وآن لأي مصفوفة 

واحدية(سواء كانت قيمها الذاتية مختلفة أم لا) مجموعة كاملة من 

التجهاتالذاتية المتعامدة النظامية : ۸ = 457 17 . جميع القيم الذاتية تحقق 
= 

أوجد مصفوفة نظامية ليست هرميتية ولا هرميتية تخالفية» ولا واحدية 

أو قطرية . برهن أن جميع مصفوفات المبادلة نظامية . 

نفرض آن 7 مصفوفة مثلثية علیا من النوع 3 × 3 عناصرها ؛ . قارن 

یبن عناصر 7۳ 7وعناصر ۰77 وبرهن أله إذا کانتا متساویتین فان 

7قطرية . 


إذا كانت N‏ نظامية برهن أن || ×× || = اا × || لای متجه ×. 


ER 


۲ ۱-۱-۵ 


۲ ۲ ۳ ۵ 


i a نح‎ 


2-0 


۲ ۵-7-۵ 


۴ ۳-۵ 


۳۲۱۷-۲۱-۵ 


استنتج أن للسطر من ۷ طول العمود: نفسه . تنبیه : إذا كانت ۰۷ 
أيضاً» مثلثية علياء فان ذلك يؤدّي من جديد لاستنتاج أن ۷ يجب أن 
اف 

برهن آن مصفوفة ذات متجهات ذاتية متعامدة نظامية هى مصفوفة 
نظامبة ‏ كما آدعي في (۵ ر) : 

۸۷۸۳ ۳۸ فان‎ ۸۷ =U AU” أو‎ U NU =۸ اذا کان‎ 

آوجد مصفوفة واحدية ومثلثية 7 بحیث یکون 7= ۰۸۷ لآ من أجل : 
0 ۱ 0 
0 0 0 
0 0 1 
إذا كان للمصفوفة ۸ القیم الذاتية 0,1,2 فما هي القیم الذاتية 1- ۸) ۸ 
(/7()4-27؟ 

(آ) برهن» بضرب مباشرء أن مصفوفة مثلثية» مثل 33 » تحقق 
معادلتها المميزة : ۱0( 27 7( 1 (T-‏ (1 2 - 7) . 

(ب) بتعويض 7ب ۸0 لا » استنتج نظرية كايلي - هاملتون : كل 
مصفوفة تُحقّق معادلتها ا مميّزة : 

(A-1) (A-1) (A A1) =0‏ . 
کثيرة ادود الحم ة للمصو ففة یه 
D€)‏ : بتعویض مباشر » حمق نظرية كايلى - هاملتون 4( 5+ ») - 4 
+(ad-bc ( > 0‏ . 

في الثال (۲) الوارد في نهاية هذا الباب آوجد /۸ التی تنجز ‏ ۸ 
ل< 8 ۱ 


1 3 5] 
= و 1 ۸-3 











١ - (a +۵ ) + هي 4 ۾)‎ ۸ = 


إذا كان 1= » للعناصر الواقعة فوق القطر الرئيسي و 0 - 4 في بقية 


وح ور 


۲۹-۵ 


OTE 
9 = کا‎ 


ا 


۲ ۱-۲-۵ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية EY‏ 


المواضع › أوجد صيغة جوردان (مثلاً 4 × 4) وذلك بايجاد جميع 
متجهاتها الذاتية . 

برهن بطريقة التجربة والخطأ (بمصفوفة ۸) أنه لا توجد صيغتان 
متشابهتان من صيغ جوردان في ال مثال ذي النوع 3 <3: ۰7 7و 
۸ ۶« 7 و 3۷ لاغ ل . 

حل العادلة الأولی بالتعویض التراجعی والثانية بالوصول 
الى * ۸ ل < ۸ : 














1 du 
ال ع سب‎ < 
5 dit 














EE 
0 5 


4 | 
U2 


احسب 7۳ و ۸۳ وه ]ذا کانت ۸۲ 7 2 ۸. 
ll LH‏ 
3O24 3 |]‏ 4 - 10 - 16 - 
اكتب جميع صيغ جوردان الممكنة لمصفوفة من النوع 4 <4 لها الصفر 
قيمة ذاتية مضاعفة أربع مرّات (بالاتفاق» الكتل تصغر عندما تتحرك 
تحت المصفوفة / نحو الأدنى). إذا كان هناك متّجهان ذاتيان مستقلآن 
فبرهن أنه يوجد إمكانان مختلفان ل ل . 


E1۸ 


1 


آوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية والمصفوفة القطرة 5 لما يلى : 


0 1|_ 2 7 0 
و ر |2 =8 


أو جد محدده ا إذا كان : 


0 بخ 
22 0 








إذا كان للمصفوفة 4 القيمتان الذاتيتان 1,0 اللتان تقابلان المتجهين 


۶ د | 


لاذا یکن أن تقول مقدماً ان ۸ متناظرة؟ ما هو آثرها ومحددتها 
6 ماهی ۸ ۴ 

في التمرین السابق. ما هي القیم الذاتية والتّجهات الذاتية ل 4؟ ما 
هى العلاقه بين 4 و هر ؟ 

هل توجد مصفوفة ۸ بحیث تکون الجماعة 27+ ۸ كاملة قابلة للعکس 
بکل عدد مرکب ۰ ؟ آوجد مصفوفة حقيقية ۸ بحیث تکون1 ۲+ ۸ 
قابلة للعکس لكل عدد حقيقي ‏ . 

حل من أجل القيمتين الابتدائیتین ثم آوجد 6 : 


الذاتين : 





3 
1 





TE TEl . 5 ۱ ۰ ۳ du _ 1‏ 0| 
E‏ ادا كان = وه وادا كان وه 


۱۰-۵ 


۱ ۱-۵ 


۱۲-۵ 


۱۲۳-۵ 


القيم الذاتية والتجهات الذاتية انا 


هل يمكنك أن تفضل ربحاً مرکباً معدل ۰ یحسب في آرباع السنة أو 
صح أو خطأ (مع مثال معاکس إذا كان خطا) . 

() إذا نشاف ۸ عن 8 بالبادلة ون سطرین فان 8 مشابهة د ۸ . 
(ب) |ذا كانت مصفوفة مثلثية مشابهة لصفوفة قطرية فانها قطرية مسبقاً . 
(ج) تودی کل اثنتين من هذه القضایا الى الثالثة : ۸هرمیتیت ۸ 
واحدیت 7 -45. 

(د) إذاكانت 4و 8 قابلتن للتقطير فان 48 كذلك. 

ماذا يحدث لتتالية فيبوناتشي إذا رجعنا بالزمن» وكيف يرتبط , 7ب 
F؟‏ 

/ 

يبقي القانون ۴+ #-, ۴ ساري المفعول» لذاء يكون ۱ ۲ . 

أو جد ا لحل العام للمعادلة :المح du /d‏ إذا كان : 








0 -1 0 
EO 1 0 


هل يمكنك أن تجد زمناً 7 يعود فيه الحل (7) 4 الى القيمة الابتدائية ۲۷ 
إذا كانت ۲ المصفوفة التي تسقط "۸ على فضاء جزئي 5» فسّر لماذا 
بكون كل متجه من 5 متّجهاً ذاتياً وكذلك كل متجه من " 5 . ما هي 
القيم الذاتية ؟ (لاحظ العلاقة 25-8 التى تعنى أن 2 2). 

برهن أن كل مصفوفة ‏ تزيد مرتبتها عن الواحد. هي مجموع 
() برهن أن للمعادلة التفاضلية المصفوفية 268+ 41- 0/4۶ الحل 
(0) 0۳ <( + ۲ . 


eV, 


۱1-۵ 


1۷-0 


ابر الخطي وتطبیقاته 


(ب) برهن أن حل ۸×- 24۲ ۰06/0۶ يحافظ على القیم الذاتية لكل 
زمن . 

إذا كانت القيمتان الذاتيتان هما 3,1 والمتجهان الذاتیّان (5,2) , (2,1)» 
فاو جد حل كل من المعادلتين »۸= 4/ + A‏ ,1 منطلقا 

من (9,4) =4 

آوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة : 

LET 


0 
۴ ۸ 1 
0 - ۱ 0 


4 = 








ما هي الخاصة التي تتوفعها للمتجهات الذاتية وهل هي صحيحة ؟ 
بتجربه حل : 


6 65 
22 


[0 





کو ت 











b 
1 


برهن أنه ليس للمصفوفة 4 جذر تربيعي.غيّر عنصري القطر الرئيسي ل 
۸ ب 4 ثم أوجد الحذر التربيعى . 

() آوجد القیم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة 
(ب) حل »۸ = 41 //0 منطلقاً من (100,100) < ۰ . (ج) إذا 
كانت (2) ۷ = دخل سمسار البورصة (سوق الاوراق الالیة) و /) W‏ 
(< دخل الزبون» ویتساعدان فیما بينهما وفق النظام ۷ /4/ 4 و 
۱ = 41/ ۷ » الى ما تسعی النسبة ۸۷ «عندماه ۶؟ 

صح أو خطا مع السبب في حالة الصحة ومثال معاکس في حالة الخطأ : 
(أ) بأی مصفوفة ۸ » یوجد حل للمعادلة 2۸ 4۸/۵4 انطلاقاً من 


4 = 


۱ 


)( 4 
) 








۱٩-۵ 


۲۰-۵ 


۲ ۱-۵ 


۲۲۳-۵ 


۳۲۳-۵ 
۲-۵ 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۶۷۱ 


(1,...,1)= » (ب) يكن تقطیر آي مصفوفة قابلة للعکس . 

(ج) يمكن عکس أي مصفوفة قابلة للتقطیر . 

(د) البادلة بين سطري مصفوفة من النوع 22 بعکس إشارتي قیمتیهما 

الذاتتن . 

(ه) إذا قابل المّجهان ‏ , ر قيمتين ذاتیتین مختلفتین فان 0 < × . 

إذا كانت × مصفوفة متناظرة - تخالفية برهن أن 1+ 1) (0- 1) = © 
( عستو فلا قافتان. آرجد :2 ادا کانت 3 $ |-2. 

إذا كان ۸ = 1 (هرميتية - تخالفیة) فان القیم الذاتية تخيّلية والّجهات 

الذاتية متعامدة. 

() كيف يمكنك أن تعرف أن 7- × قابلة للعکس ؟ 

(ب) كيف يمكنك أن تعرف أن ۸0 8-17 من أجل مصفوفة 

۲٩0 واحدية‎ 

(ج) 5 2 واحدية ؟ 

(د) ناذا "غ واحدية ؟ 

إذا كانت ۸۸ قطرية عناصرها #, ,ل ۰ فما هي الصفوفة ۸ ۸ ۸ 

وما هی قيمها الذاتية إذا كان : 


1 1 [1 
1 1 [1 
1 1 1 


اذا کانت ۸۳-7 فما هي القیم الذاتية ل ۸ ؟ إذا كانت ۸ حقيقية ومن 
النوع ۷ » برهن أنه من الضروري أن تكون ۸ شفعاء أعط مثالا . 
ادا کان 2 - ×4 و ر = Ay‏ (کل شيء حقیقی) برهن أن 0 = ر × 
شكل مختلف لصفوفة فوريه هو «مصفوفة الجيب) 


۲ ۸ - 





EV 


۲0-0 


۲-۵ 


ا 


۲ ۸-۵ 


احبر الخطى وتطبيقاته 


sin 8 sin 20 sin 30 
çin 26 sin 40 ۰ 10 60 
۷2 sin 30 ۷ 0 90 





تحق من أن " 5 اک (الأعمدة هي المتجهات الذاتية لصفوفة ثلائية 
الاقطار 1-,1,2-). 

() آوجد مصفوفة غير صفرية ¥ بحیث یکون ۸-0 . 

(ب) إذا كان جح ۰2۷ برهن آنه یلزم أن تکون 2-0 . 

(ج) برهن أن ۸ (تسمّی مصفوفة «معدومة» القوی) ولا یکن أن 
تکون متناظرة . 

([) آوجد الصفوفة 4 0/۵ مم التي تسقط أي متجه على مستقیم 
مار من (2,1,2) = © (ومن نقطة الأصل) . 

(ب) ما هي القيمة الذاتية الوحيدة غير الصفرية ۴ وما هو التّجه الذاتي 
المقابل ؟ 

(ج) حل »۲= ۷ منطلقاً من (4=)9,9,0 . 

نفرض أن السطر الأول من ۸ هو(7,6) وآن قيمتيهما الذاتیتان ن-, 1 . 
او جد ۸ 

(أ) من أجل أي قيمتين ل4 , © يكون للمصفوفة ۸ قيم ذاتية حقيقية 
و متجهات ذاتية متعامدة ؟ 








سم زم بح 
نا متا ا 
جح هش درا 


(ب) من أجل أى قيمتين ل ۰,4 يمكننا أن نحل ثلائة متجهات متعامدة 


۲۹-۵ 


۳۰-۵ 


القیم الذاتية والتجهات الذاتية ۰:۷۳ 


- نظامية وهی تراکیب للاعمدة . (لاتو جدها) ؟ 
ادا كان التجهان ×, × عمودی ۵ فما هی القیم الذاتية والتجهات 


الذاتیه لا یلی : 
التبا 8 اع ضع | 3 2 ار 
دا ۸-۶21 و دا * 2 ]۵-5 
ماهي نهاية | | "| 3 4 | (مصفوفة مارکوف في الحالة الثابتة) وذلك 








تلا كت ,.___ ۲ ۲ 











(شمم (ساوس 


المصفوفات المعرقة إيجابياً 


١ - 5‏ النهاية الصغرى والنهاية العظمی والنقط السرجية 

حتى الآن» لم يكن لدينا أي مبرر للاهتمام بإشارة القيم الذاتية . في الحقيقة. 
سيكون قبل اوانه» السؤال عن اشارة 2 قبل معرفة كونها حقيقية . لقد قرر الباب 
الخامس أن للمصفوفات الأكثر أهمية ‏ الصفوفات المتناظرة فى الحالة الحقيقية 
والصفوفات الهرميتية في ا حالة ال رکبة-قیماً ذاتية حقيقية . لذا سیکون عندئذ: مقو لا 
أن نتساءل متی تکون هذه القیم موجبة وسیکون» عندهاء أحد أهدافنا هو التالی : 
إيجاد معیار يمكن تطبیقه مباشرة على الصفوفة التناظرة 4 يضمن لنا أن تکون جمیع 
فيمها الذاتية موجبة » وذلك دون ضرورة ساب هذه القیم . يستدعي هذا العیار 
ثلاثاً من آهم الأفكار الأساسية لهذا الکتاب وهي الحاور الحددات والقیم الذاتبة . 

قبل النظر في مثل هذا العیار» نرید عرض حالات جديدة یکون فیها لا شارة 
القیم الذاتية أهمية تذکر . إن ذلك مختلف» تماماً» عن مسألة الاستقرار في العادلات 
التفاضلية حيث كنا بحاجة إلى قیم ذاتية سالبة آکثر من حاجتنا إلى الوجبة منها . (لم 
نکن بحاجة للعجلة في تجاوز هذه النقطة إلا أننا نرید ذلك : |ذا اجتازت 4 العیار 
الذي نبحث عنه بنجاح» فان للمعادلة 44/4۸۷ حلاً متخامداً « لكل قيمة ذاتية 
0> . ویکون للمعادلة سه 27/۵8 حل تذبذبی خالص “ء حيث 0-1-2 . 
تظهر فال يق العدید من التطییقات العلمية والهندسیة وفی کل مسألة تفاولیة: 
لذا نأمل من القاریء آن یکون مستعداً لان بسلم جد لآ بهذه اخلفية وآن ينطاق مباشرة 
بالمسألة الرياضية . 


۶:۷۵ 


۷۹ الجبر الخطي وتطبیقانه 


المسألة التي ننظر فیها الآن هي تعيين نهاية صغری وسنقدمها بمثالين : 


F(x, y) =7 + 2x + y) -ysiny -x 


+ وه + 22 = fy)‏ 
هل لكل من آو 7 أو لاحداهما نهاية صغری عند النقطة 0= ر=+؟ 
ملاحظة ۱ ليس للقيمتين (من الرتبة صفر) 0= (0,0)/و 7= (0,0) ۶ أي تأثير على 
ا لجواب . إنهما یرفعان أو یخفضان بياني و ۶ . 
ملاحظة ۲ يعطي ا جزء ا خطي من هاتین الدالتین شرطاً ضروریاً : لکی یکون هناك 
فرصة لنهاية صغری عند نقطة الاصل» يجب أن تکون هذه النقطة نقطة 
توق ف. على مشتقات الرتبء الاولی آن تنعدم عند» 


لا - 9ع : وهذا یعنی 


0= 32 - (ز + و4 “2 و 0 > ل cosy - sin‏ بر - رب چ 4 - 9 
OY OX‏ 


0 - ره + بيه = 9 و 2-0 + بهت 8 
dy OX‏ 


لذاء فان نقطة الأصل نقطة توقف لكل من ۴,۶. هندسیا؛ يمس السطح ((») ۴= 
الستوي الأفقي 7-7 كما هس السطح (زب) < 2 الستوي 2-0 . المسألة هي ماإذا كان 
لسطحان و ۴ واقعين فوق هذين المستويين عندما نتحرك علیهما مبتعدین عن نقطة 
التماس 0« < 5 . 

ملاحظة “ا حدود التربيعية» التي تننج عنها مشتقات ا مرتبة الثانية» هي التي تعطي 
الرأي القاطع : 


الصفو فات المعرفة إيجابيا ۷ * 


























91 4 6 4 91 - 4 

E. 3 

OA ۳ 5 

4 - 0_7 = لد 4 - °F‏ - و 
dx‏ نزم 0x 0۷  OYOX 0x oy‏ 

2 - 0 ,2ک نؤومة 2 - نز ساو ترج 4ے ۳ 2 


تحوي هذه المشتقات الحواب» ويا آنها» بالنسبة ل ۴,۶ » متطابقة» لذاء يجب 
أن تحوي الجواب ذاته لكل من هاتين الدالتین . تتصرف هاتان الدالتان بصورة واحدة 
بجوار نقطة الاصل ‏ وان للدالة ١‏ نهاية صغرى إذا وإذا فقط » كان للدالة إنهاية 
صغرى . 
ملاحظة ٤‏ ليس لحدود الدرجات العليا فى ۶ تأثير على مسألة النهاية الصغرى المحلية. 
إلا أنها قد تمنع هذه النهاية الضغرى من أن تكون شاملة . في مثالنا الأول سيدفع الحد 
تب عاجلاً أو آجلاًء #نحو ‏ مه » بصرف النظر عن مايحصل فى جوار 0--:. 
مثل هذا الاحتمال متعذر بالنسبة للدالة /أو لأي شكل تربيعي آخر لايحوي حدوداً 
من درجات عليا . 

لكل شكل تربيعى ۴ج + 2 + ٠ه‏ -نقطة توقف في نقطة الأصل حيث 
4 خی 1 اذا كان لها نهاية صغری محلية عند ,_ ر عد فان هذه النقطة نهاية 
صفری فاا . پرسم السطح ((,)/ تنايشبة الطاس ‏ مستنداً على نقطة واحدة هي 
نقطة الأصل . 

نلخص ماسبق : ان مسألة النهاية الصغری الحلية للدالة م مکافتة لسألة۶ 
ذاتها . إذا كانت نقطة توقف /عند م -«ر,» -«عوضاً عن 0-«- ۲ فان التغیر الوحید 
و يوي 68 يعم : 


E - Ê «۰ 9۳ 6‏ ور + و م دح ریم (۱) 
“ب 2 dx‏ 


0 











EVA‏ اخبر اخطي وتطبیقانه 


هناك حالة تشذ عن ذلك تقابل إمكان کون ۰۶۲-0 وهي مشكلة كبيرة كما 
هو الحال في الدالة ذات المتغير الواحد. تستدعى مشتقات الرتبة الثالثة فى مشل هذه 
المسألة لأن مشتقات الرتبة الثانية فشلت في اعطاء قرار محدد . لتحاشي هذه العقدة 
من المعتاد اشتراط أن يكون الجزء التربيعي غير شاذ . من أجل نهاية صغری حقيقية في 
نقطة الأصل» من المسلم به أن تنعدم ۰7 فقط » في النقطة 0-«-*. يدعى الشكل 
التربيعي الموجب. فعلاً» في بقية النقاط » معرفاً إيجابياً . 

تصل المسألة الآن إلى مايلي : من أجل دالة في متغيرين «:د» ماهو البديل 
الصحيح عن الشرط 0<“ ؟ في دالة ذات متغير واحد» إشارة المشتقة الثانية كافية 
للتمييز بين نهاية صغرى ونهاية عظمى . لكن» هنا لدينا ثلاث مشتقات من المرتبة 
الثانية ,۴ ,۴ =۴ ,.” . تعين هذه الأعداد الثلاثة الدالة /روهي تحدد متى يكون أو 
لايكون للدالة ۴ (كذلك /) نهاية صغرى . ماهي الشروط المتعلقة بالعاملات ۸۶.۰ 
التي تضم نكون * + «:20 + به = معرفاً إيجابياً ؟ 

من السهل إيجاد شرط ضروري : 

(1) إذا كانت /معرفة ایجابیاً» فمن الضروری أن يكون 4<0 . 

يكفي أن ننظر في النقطة 0 -«, 1 = × حيث يكون "ره + رط»2 + “ده مساوياً ». 
على + أن يكون موجباً» إذا كان /[معرفاً إيجابياً. لننتقل إلى ۴ ۰ إن ذلك يعني ماما أن 
0 < 34 کت 0 «ونتر ك «متحولا چفرده فتجد أنه يجب أن تکون۰<0 
لتكون هناك نهاية صغرى . وبصورة مشابهة إذا ثبتنا 0= × وتركنا « متغيراً بمفرده. 
فان ذلك يعطينا شرطاً متعلقاً بالعامل » : 

(۲) إذا كانت “/معرفة إيجابياً فانه من الضروري أن يكون 4<0. 

هل يضمن الشرطان 0,6<0<ه أن تكون /موجبة؟ الجواب لا_الحد المتصالب 
و قادر علی سحب الی مانت الضفر» إذا كان کبیر آبقدر کاف . 
مثال «ر+ :ج10 -” دم . في هذه الحالة 1 <1,6 - ه وهما موجبان معا . لتفرض أننا 








اخترنا عة دوك شین 33-8 00 فان الدالة زک سق ایجایجا. 
الشرطان 0,»<0 < ۰ يؤكدان أن /متزايدة فى اتجاهي + و «ولکنها قد تتناقص على 
طول خط آخر . هذه الدالة سالبة على الستقیم «- لأن ۸-10 یطغی على »و ». 
من الستحیل اختبار التعریف الايجابي بدراسة ذلك على طول آي عدد منته من 
الستقیمات الثابتة ‏ كن لهذه الدالة أن تزید على الصفر وتنقص عنه كذلك . 

من الواضح أن ل ( دخل في المسألة ولقد كانت في دالتنا الا صلية موجبة . 
هل يكفى هذا لجعل مو جبة والتأكد من وجود نهاية صغرى ؟ الجواب مرة أخرى لا ؛ 
إن إشارة ۸ ليست ذات أهمية فى هذا الأمر. رغم أن جميع معاملات مثالنا الأصلي 
بر + ور4 +*:2موجبة » فانه لیس معرفاً إيجابياً وليس لأي من الدالتين /أو ٣‏ نهاية 
صغری. نلاحظ على المستقيم ر -+ أن /سالبة : 1--2-4+1 -(1-,1)/. 

إن كبر «» مقارنة ب ٠.‏ » هو الذي يتحكم بكون / معرفة إيجابياً . نريد الآن أن 
نجد معياراً دقيقاً يعطى شر طا لازماً وكافياً للتعريف الايجابي . أبسط طريقة هي الاتمام 
إلى المربع الكامل : 


2 ۱ 0 ظ 
,۰ اأست . 6 
| 44 


الحد الأول من الطرف الأيمن غير سالب لأنه مربع کامل مضروب بالعامل الوجب ۾ 
۱ لایزال الشرط الضروری الأول محققا . الا أن المربع الکامل يكن أن يكون صفرا 
وحينئذ » يجب أن یکون الحد الثاني موجباً . هذا الحد هو *« مضروباً بالعامل 82 -66) 
4 الشرط الأخير کی یکون /موجباً هو أن یکون هذا العامل موجباً : 

(۳) إذا كانت /موجبة فمن الضروري أن یکون *9 < . 

بلاحظ أنه إذا تحقق الشرطان (۱) و (۳) معا فان ذلك يودي إلى تحقق الشرط 
الثاني . إذا كان «۰<۸» و 0<» فان 0<حتماً . من المؤكد أن الطرف الا ین من (۲) 
مو جب ونکون آخیرا قد ا جاع السوال . 
1 أيكون الشکل التربیعی تن + چده +تمه = /معرفاً إيجابياً إذا وإذا فقط كان » » 


2 


4 0 < “نر + 2bxy‏ + “ع = (۲( 








۳ 
#1 





EA.‏ اخبر الخطي و تطبیقاته 


0< - و 0< ». بالمقابل تكون للدالة نهاية صغری (غير شاذة) عند 0= 2 + إذا 
وادا فقط كان 


۴ 00 


OX dy 


0 


,0 ج )0 ,0( فد 2 
dx‏ 





< إرن ,م 27 
ُ2 














۳23 0 9 
° 


شروط النهاية العظمی سهلة . لأن ۶ يكون في نهاية عظمى عندما 
یکون #- في نهاية صغری . إن ذلك يؤدى إلى قلب إشارات ۰ إن ذلك قى 
الشرط 0 <- 0ه قائماً : یکون الشکل التربیعی معرفاً سلبياً إذا وإذا فقط كان : *ط - م 
0< 0>». التغییر ذاته يطبق على 7 . 

يكون الشكل التربيعى شاذاً عندما يكون 9۰20 -مم؛ هذه الحالة لم نبحث بها 
حتى الان . في هذه الحالة؛ سيختفي الحد الثاني من (۲) ويبقى الحد التربيعي الأول 
فقط - إنه شبه معرف إيجابياً» إذا كان 0 <» وشبه معرف سلبياً إذا كان 0> ۸ . إن 
البادئة شبه تجيز إمكان مساواة /باالصفر كما يحصل عند النقطة م--«,ثم -+ . 
هندسياً» ينحط السطح (5:2) /- > من شكل طاس حقيقي إلى قناة لانهائية الطول . 
تشبه السطح *- 2 فى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة : تنمو هذه القناة فوق وتحت 
محور «وکل مقطع لها (مواز لستوي «) هو القطع المكافىء = الواقع في هذا 
لقطع) . هناك فكل تريس آکثر قتلوقا رهو اللخ يساوي الصفر دائما »-۵- ۾ 
۰-0 هو بالوقت ذاته» شبه معرف إيجابياً وشبه معرف سابياً ویصبح الطاس مستوياً 
اما . 

في حالة البعد الواحد ومن أجل دالة () ۰7 يمكن معالحة الامکانات المختلفة 
بصورة كاملة : إما أن توجد نهاية صغرى أو نهاية عظمی أو تكون 0 - “. في حالة 
البعدين › تبقى آمامنا حالة مهمة : يکن للت ركيب ان و . لقد ظهر 
ذلك في مثالنا عندما کان كبر ۸ مهيمناً على »و » : وکان /موجباً فی بعض الاتجاهات 
وسالباً في اتجاهات أخرى . من المؤكد أن يحصل لك بصرف النظر ف 6 إذا 


المصفوفات المعرفة إيجابيا A۸1‏ 





كانت »و ء من إشارتين مختلفتين » فان ا تجاهي ×و « يعطيان نتيجتين متعاكستين . 
تكون /علی أحدهما متزايدة وتكون متناقصة على الآخر . من الممفيد أن ننظر في 
ال حالتين الخاصتين : 
و2 ع رز و ”ر برد رر 

في الأولى» ١‏ مهيمنه حيث 0 -» - . في الثانية »و »من إشارتين مختلفتين. في 
كل من هاتين الدالتين» ۶-1 - 66 . 

هاذان الشكلان التربيعيان غير معرفين لأنه يمكنهما أن يأخذا كلا من الاشارتين ؛ 
الحالتان ۶<0و 0>/ممكنتان؛ بحسب قيم ×و «. لذا» سيكون لدينا نقطه توقف وهي 
ليست نهاية عظمى ولانهاية صغرى . تدعى هذه النقطة نقطة سرجية . (قد يكون ذلك 
لأن السطح (د:)/ - » لنقل مثلاً» إن ”ر .“د - ج» يشبه سرج الحصان (شكل ۰۱-۲ 
يهبط إلى الأسفل باتجاه محور «في الجزء الملائم للفخذين ويصعد إلى الأعلى في 
اتجاه محور *). ربا تفضل أن تتصور مرا جبلياً؛ أن أعلى نقطة في الممر هي نهاية 
صغرى إن أنت نظرت للجبال التي من حولك» ولكنها نهاية عظمى على طول الممر . 





شكل .)١1-5(‏ السرج 0 = ] وخطوط تسويته . 


۲ ۶ احبر الخطي و تطسقاته 


السرجان *ر-تد» جر متمائلان فعلاء لأنه لو دورنا الحاور حول محور2 
دوراناً قدره ۵ 6.فاننا نتتقل من أحدهما إلى الا خر » یکاد یکون من الستحیل رسمهما . 

يكفي الحساب لإيجاد شرطي النهاية الصغرى : لسر جك FSO‏ ۰ لکن 
ا لجبر الخطي مستعد لفعل أكثر من ذلك عندما نعرف كيف نجعل معاملات /فى مصفوفة 
متناظرة ۸. يقع معاملا الحدين ته , نه في القطر ويظهر معامل الحد المختلط ر×ط2 
موزعاً بين العنصر الواقع فوق القطر والعنصر الواقع تحته» ويكون الشكل التربيعي 
مطابقا تماماًء للجداء الصفوفی : 


a 6 
PE 


1 


۱ E” + 2/۷ + cy = |x ال‎ ۱ 














هذه المتطابقة هي مفتاح هذا الفصل كاملاً. يكن کتابتهما» أيضاًء بالصورة -/ 
كد یکن تعمیمها مباشرة الی حالة م بعدا؛ ستقدم هذه الطابقة طريقة مشالية 
ومختزلة لدراسة النهایتین العظمی والصغری . عندمایکون هناك « من التغیرات 
المستقلة باس قو ضا عن “دو «» فان هذه التغیرات توضع في متجه عمود ×. 
لكل مصفوفة متناظرة ۸ يكون ا جداء ۸ -] شكلاً تربيعياً خالصاً : 


۸ «۱ Xa توت‎ 





2 2 5 
و4 ... + ۱22۱ + ۱2 0۱221 + 4321 < 0 
1 1 
i‏ رف ر2 = 

از 1= 


ليس هناك حدود من درجات عليا أو دنيا-إنها حدود من الدرجة الثانية, فقط . 
الدالة تساوی الصفر عند 0= × وكذلك مشتقاتها الاول. الماس مستو» و 0 = × هی 
نقطة توقف . وعلینا أن نقرر ما إذا كانت نهاية صغری أو نهاية عظمی أو نقطة سرجية . 


المصفوفات المعرفة إيجابيا AY‏ 


فال فد ی 2 و , ل | 
۱۰ 58 یس13۳ باس 1 0 ت 
مثال ۳ د :2 ۵ + 22۷ - 25 + 20 - 1 = تقابل : 


2 -1 0 

1 22 

0 -1 2 

هذه الدوال جمیعها تربيعية خالصة. إلا أن کل دالة (,.....,») © تعالح بالطريقة 

نفسها . إننا نبحث عن نقاط التوقف حيث جمیع الشتقات الأول آصفار . عند هذه 
النقاط » تکون ۸ «مصفوفة مشتقات الرتبة الثانية» أو مایسمی ب «مصفوفة 


نهاية صغری د ف 











> ۱ 
هیسیان» امو عناصر ها > 0 دين . |نها بطبيعة اال متناظرة للسبب 


۳ 0۲ 








۱ ۳ 2 
نفسه الذی من اجله FE‏ 91 . وحینگذ یکون للدالة ٣‏ نهاية صغری إذا كانت 
dx dy dy dx‏ 0 ۱ 


۴ معرفة إيجابياً . حدود المرتبة الثانية معزولة في ۰۶ وهي تتحکم في وضع‎ = ×۸٠ 
: 2 -0 عند نقطة الاقف کما حن اة تیلور ذلك اقرب مرخ‎ 


)م١‎ AN FR المي‎ ۳۳۹ +۱۱۶) ۸ ۱ ۰ ۱ 
(0) F(x) -7)0( +x (الممع)‎ + 1x Ax + حدود من المرتبة الثالثة‎ 


متجهاً صفرياً . والصيغة التربيعية 





يحون عند نقطة التو قف ا ۲ grad‏ 


: 
01 ]ع 





۸۰ تزید من قيمة ۶ أو تنقصها. إذا كانت نقطة التوقف عند,+ بدلا من الصفر فان 
التسلسلة تبدأ ب (») ۴ وتتغير × فتصبح ,- «علی الطرف الاين من (0). 

سيتضمن البند التالى معايير لتقرير ما إذا كان ۸۰ = مو جباً. وهذا يكافىء 
قرار ما إذا كانت 4 معرفة إيجابياًء وهذا هو الهدف الرئيسي من هذا الباب . 


EA 


كات 


برهن أن للشكل التربيعي 27 + :4 +*:-/نقطة سرجية في نقطة الأصل » 
رغم أن معاملاته موجبة . بين كيف يمكن كتابة من جديد على شكل 
فرق بين مربعين كاملين . 

قرر ما إذا كانت المصفوفات التالية معرفة إيجابياً واكتب من أجل كل 
منها الدالة ×74 حم الموافقة : 


ool | 0ب‎ 


محددة (ب) تساوي الصفر ؛ على آي مستقیم تبقی الدالة #مطابقة 
للصفر ؟ 

ادا كانت 4 مصفوفه متناظرة من النوع 2 < 2 تحقق من أن (۱< 6 و :<< عو 
حل العادلة 0-(20- ۸)- 46 وبين أن جذورها موجبة . 

ميز بين نهاية صغری أو نهاية عظمی أو نقطة سرجية للدوال : 

۳( #ر6+ ۷ 5/7۱ 5x‏ - ( - )4 + 1- = ۴ عند النقطة Û‏ = م« عدي , 

(ب) ۷ COS‏ (2۸ -) = ۲ عند نقطه التو قف y=‏ , 1 < ۲ . 

1 3 آم الى 75 + |" < .= bl‏ 1 و ا € 
() من أجل أي الاعداد 8 تکون الصفو فة 9 | |- ۸ معرفة إيجابيا؟ 
(ب) آوجد التحلیل 2101 4 عندما تکون ط فى مدی التعریف 





الايجايي . 
(ج) أوجد القيمة الصغری للدالة «- 7ر9 + و2 + 1 حینما تکون 
فی هذا الدی . 


(د) ماهی النهاية الصغری فى حالة 3= ط؟ 
نفرض أن المعاملين المو جبين 4 , © يهيمنان على ۵ بعنی آن 8 دع + 6 , 


سس 


۱۱-۱-11 


۱ 2 
j 

xı +(x; 
i 


المصفوفات المعرفة إيجابيا A0‏ 


هل يكفى ذلك لضمان أن ۶ <۰» وأن المصفوفة معرفة إيجابياً ؟ اعط 
برهاناً لذلك أو مثالا مضاداً . 
() أي المصفوفات من النوع 3< 3 تقابل : 
د22 + ور 28 - ود ر جك - + ×+ + | 

9 1 د 4 - ۱ 2 - ۵2۷ - 31 + 2 س += د 
(ب) بين أن /مربع كامل وحيد ولیس معرفاً إیجابیاً . متى يكون /مساوياً 
الصفر ؟ 
. 





a 5 
bP Ct 





الدالة التربيعية 42 +*(×2 + »)3= موجبة» أوجد مصفوفتها ثم حللها 
إلى * ۰17 وأوجد العلاقة بين العنصرين 2 و 1 والدالة الأصلية /. 
إذا كانت | * 7| = ۴ فاكتب ۸۰ وتأكد من أنها معرفة إيجابياً ما لم 


نکن 2 شادة . 





و محددنها . 


(ب) أتمم الطرف الأيمن ال رکب لتصبح الساواة صحيحة : 


| < "Ax =a ۳3 + 260 2۱ 327 + 6 








2 
5 =a 








(ج) ماهي العاییر التي تقرر کون 0< /لضمان أن تكون ۸ معرفة 
إيجابياً ؟ 
(د) هل المصفوفتان التاليتان معرفتان إيجابياً ؟ 


A٠‏ اجر اطي وتطبيقاتة 


1-1 2 





| 3 4+ 
* | 4-1 6 





1 1+1 


۱۲-۱-1 فوط ادا كان للدالة (2 - ×2 - ”ر × = ۲ نهاية صغری عند 1= ۷ (بعد 
اثبات آن المشتقتين الأوليين يساويان الصفر عند تلك النقطة) . 
۱۳-۱-٦‏ ماهی الشروط التى يجب أن يحققها ,6,» کی یکون : 


۳ + بر ترون + 2bxy‏ + تبرن لكل در ۲ 


5-1 معايبر التعريف الويجابي 

ماهي المصفوفات المتناظرة التي تتمتع بتحقيق العلاقة 0 < ۸۲ لكل متجه + غير 
صفري ؟ إن هناك أربعة أو خمسة طرق للإجابة عن هذا السؤال» نأمل أن نکتشفها 
كلها . لقد ابتداً البند السابق بتلميحات تتعلق باشارة القيم الذاتية» لكن هذه المناقشات 
كانت معلقة بالهواء. عوضاً عن ذلك قد اعطت مسألة القیم الذاتية مکانا لشر طین 








ال 0 5 a‏ ت و“ 8 ف | . 1 2 
ادا كان نم 5 = ۸ فإننا نحتاج 0< ۵-۳ Û,‏ حدم 
]ا مر ۰ 7 ۳۳ ات 50 5 . 2۹ , 7 ۱ 
لتکون ۳ = 4 معرفه إيجابياء من الضروری أن يكون 0< تم -ء ع , 0< 6 . 








هدفنا الان هو تعمیم هذا الشرط لتشمل المصفوفة ذات الرتبة ٠١‏ وایجاد علاقة 
ذلك باشارة القیم الذاتية . في الحالة 2 × ۰2 على الاقل » يعني هذان الشرطان أن 
القيمتين الذاتيتين موجبتان : جداؤهما الحددة 0 <ط - 6 » أي أن القيمتين الذاتیتین 
موجبتان معا أو سالبتان معاًء ويجب أن يتحقق الأول لأن مجموعهما الأثر 0 < +ه 

يلاحظ كيف يعكس» من قریب هذان الفرضان_ الأول مباشر وحسابي 
والثاني أكثر تعلقاً با لخواص الذاتية للمصفوفة (قيمها الذاتية) جزأي هذا الکتاب . 
في الحقيقة إذا نظر بدقة في المعيار الحسابي» فمن الممكن اكتشاف ظهور الحاور . لقد 


الصفوفات العرفة إيجابيا ۸۷ 


بدت عندما فرقنا إلى مجموع مربعين : 


3 1 
۱ I = ۳ 
3 2 


۱ 
=a | + 2‏ بن + ۷ + و )1( 


7 
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العاملان »/(ط-ء») و »هماء فعلاًء» محورا المصفوفة ذات النوع 2 ×2 . إذا بقيت 
هذه العلاقة صحيحة من أجل المصفوفات الکبيرة» فانها تعطينا معياراً سهلاً جدا 
للتعریف الايجاپي : نفحص الحاور . بالوقت ذاته سیکون لذلك التفسير المألوف : 
یکون ۸۰ معرفاً إيجابياً إذا وإذا فقط آمکن کتابته کمجموع ۸ مربعاً مستقلة . 
راك ملاحظة دة اضافية. بر تبط جوها هذا الکتاب بر اسطة نظرية 
الحددات. لذا نتساء ل عن الدور الذي تلعبه الحددات في التعریف ال یجاپی . من 
ا مؤكد أنه لايكفي أن نتطلب 0< 4ء4 . لأن هذا التطلب محقق . في مثالناء إذا كانه 
1- - »دو 5-0»ء الأمر الذي يؤدي إلى 7-- ۰۸ وهو شكل معرف سلبياً. النقطة 
الهمة هنا هو أن معيار المحددة لم يطبق » فقط » على المصفوفة 4 ليعطي 66-72<0 بل 
طبق» أيضاًء على المصفوفة 4 الجزئية ۾ ذات النوع 1 ١‏ الواقعة في الزاوية اليسرى 
العلیا - يجب أن يحيط التعميم الطبيعي بجميع المصفوفات الجزثية اليسارية العليا : 


dj] 4۱ 3‏ 
ظ | 2ه ره 


42۱ 2 ۱ 





.4= وث وه .| 29 9829 82 |: - وا ت A‏ 








431 892 833 | 


اليك النظرية الاساسية وبرهانها الفصل : 
1ب کل من المعايير الاربعة التالية شرط لازم وكاف لتکون المصفوفة الحقيقية التناظرة 
معرفة إيجابياً : 

. × لكل متجه غير صفری‎ 4 < 0 )١( 

(۲) جميع القيم الذاتية للمصفوفة ۸ محقق ۸<0 . 

(۳) لجميع المصفوفات الجزئية ,۸ محددات موجبة . 


SAA‏ اخبر الخطي وتطبيقاته 


. 4 < 0 جميع الحاور (بدون مبادلالت سطرية ) محقق‎ )٤( 


البرهان الشرط الأول یعرف المصفوفة المعرفة إيجابياً وستکون خطوتنا الأولی هي 
برهان تكافؤ هذا الشرط مع الشرط الثاني . لذاء نفرض أن (۱) محقق» ولنستنتج أن 
كل قيمة ذاتية ,1 موجبة . البرهان سهل . لنفرض أن هو التجه الذاتي الواحدي 
القابل . لذا 


99 را‎ Ai, لذا‎ AX; = Aix; 


لأن 1 د ۰ . لما كان الشرط (۱) محقق لكل ×» فانه صحيح» بصورة خاصة من 
أجل التجه الذاتى زب لذاء فإنه من الضروري أن يكون ,۸-2 “< موجباً. أي 
للمصفوفة ا معرفة إيجابياً قيم ذاتية موجبة . 
نتتقل الآن إلى الاتجاه الثاني» نفرض أن جميع 0 <,۸ ولنستنتج أن 0 < ×4" 
(يجب برهان ذلك لكل متجه + وليس » فقط ‏ للمتجهات الذاتية) . با أن للمصفوفة 
المتناظرة مجموعة كاملة من التجهات الذاتية النظامية القائمة والمستقلة خطياً (نظرية 
الطیف). فانه يمكننا أن نكتب أي متجه كتركيب خطی من الصورةيء +.... +م» . 
لذاء فان 
SPAR] Fat BARR‏ حر م لو + عرق مت عم 
بسبب کون المتجهات × نظامية ومتعامدة فان 1 -,د 7 
( دم ميم EHF (۱ Aix FF...‏ = ۳۸۲ )۲( 
و رد وار ادس 
إذا كان كل 0< ,2 فإنه ينتج من (۲) أن 0<+4”د . لذاء فان الشرط الثاني يؤدي إلى 
الأول. 
ننتقل الآن إلى (۳) و (4) المكافتين ل(1) وسنبرهن ذلك على ثلاث مراحل : 
إذا كانت )١(‏ صحيحة فان (۳) كذلك : آولا» محددة أي مصفوفة تساوى 


المصفوفات المعرفة إيجابيا ,2 


جداء قيمها الذاتية . وإذا كان (۱) صحيحاً فقد عرفنا سابقاً أن القيم الذاتية موجبة 
شیب( الذاء كوت * 

ala PB‏ مراك وة 

لبرهان الامر ذاته من أجل جميع المصفوفات الجزئية ,4» نحقق أنه إذا كانت 4 
معرفة إيجابياً فان كل ,۸ كذلك . الطريقة هي فحص التجهات التي مركباتها ال-7 
الأخيرة أصفار : 


3 
Xk 


1 * ۸ 
اع قد ات 0 k‏ 


Xk‏ عه 











۲ عق‎ = x 0 








إذا كانت ۸:<0 لكل متجه غير صفری . فانه یکون» بصورة خاصه ,۸ 
0< > لكل ,«غیر صفري . لذاء فان الشرط (۱) صحیح لكل ,4 وان هذه المصفوفة 
الجزئية تجیز الناقشة التي آجریناها ل ۸ذاتها . قیمها الذاتية (التي هي ليست ,۸ ذاتها !) 
موجبة ومحددتها تساوي جداء هذه القیم الذاتية . 

إذا كانت (۳) صحيحة فان )٤(‏ كذلك : إن ذلك سهل البرهان لأن هناك علاقة 
مباشرة بين الأعداد ,46:4 والحاور . وفقاً لا جاء فى البند »)٤-٤(‏ المحور ,4 يساوي 
قاماً النسبة بين ,46:4 و ,14ء4 . لذاء إذا كانت هذه المحددات موجبة فان جميع 
المحاور موجبة كذلك ‏ وليس هناك ضرورة لبادلات بين الأسطرلصفوفة معرفة 
إيجابياً . 

إذا كانت (5) صحيحة فان (۱) كذلك : لقد فرضنا أن الحاور موجبة وعلينا 
أن نستنتح أن 0<+4”د. هذا ماقمنا به في حالة ۰2<2 بالإتمام إلى مربع . لقد كانت 
المحاور هي الأعداد الواقعة خارج المربعات . لبرهان الأمر ذاته من أجل مصفوفات 
متناظرة من أي حجم كان» علينا أن نعود إلى منشأ المحاور ‏ الحذف الغاوسي و = ۸ 
۷ . هاهي الحقيقة الأساسية : فى ا حذف الغاوسي لصفوفة متناظرة» كانت 
الصفو فه ا مثلشية العلا 1ا هى منقول الصفوفة ال مثلثية الدنیا ,1 لدذا فان 138 ۸ 


۳۳ 
نصبح 1117 = ۸. 


۶۹ الجبر الخطي وتطبیقاته 


مثال 


0 


۱ 
بعصم غا | تنا نم 








| نف 
1 
انا ت 





لنضرب من الیسار با برس لتجه ”× ومن ال ليمين بالمتجه × فنحصل على مجموع مربعات 
معاملاتها المحاور 3 2 








1 Û 1۳ | 2 1-32 Û 
۲ ی‎ | Û 3 2 14 
۶۸۲ مااع‎ v w | 2 2 0 1 - 2 ان‎ 
0-2 1 4 * | | بپر‎ 
۶ 3 0 0 [1 


7 
*() 4 + “زمرة - 3 + کرد - 26 = 


هذه الحاور موجبة مضروبه هربعات کامله تودي إلى کون »۸ موجبة . والشرط 
(0)يؤدي إلى الشرط (۱) وهذا ماینهی البرهان . ستکون هذه النظرية ذاتها صحيحة . 
فى الحالة ال رکبة» من أجل الصفوفات الهرميتية حیث ”4 - ۸. 

إنه شيء جمیل أن یکون انشاءان اساسیان - الحذف والاعام إلى مربع کامل - 
متطابقین فعلا. الرحلة الأولى من الحذف تحذف ,دمن جمیم العادلات التي تلي 
الاولی . بصورة مشابهة یتعلق الربع الأول بکل حد من »۸ «ديحوي ,*. جبریاً 
مجموع الربعات (التى برهنا بها کون 0< :۸ تد) هو : 


EEA‏ 2 كو اسه Sad‏ اللي اح ها سم 


المحاور واقعة في الخارج . المضاريب را في الداخل ! يمكننا أن نرى 
(وجميع أعمدة 2 ) داخل مربعات المثال الثلاثة . 


1 
2 


5 


ملاحظة قد يكون من الخنطأ أن نتخلى عن انطباعنا فى الشرط الثالث وهو کون 


الصفوفات العرفة إيجابيا ۶۹۱ 
الصفوفات الحزئية العلوية ,۸ حالات خاصة تماماً. يمكننا بصورة مطابقة أن نختبر 
محددات الصفوفات الجزئية الیمنی والدنیا . ويمكنناء أيضاًء استخدام أي سلسلة من 
الصفوفات الجزئية الرئيسية منطلقين من عنصر قطري , » کمصفوفة جزئية أولى» ثم 
اضافة سطر وعمود (متزاوجین) جدیدین فى کل مرة. بصورة خاصة. هناك شرط 
ضروري للتعریف الايجابي وهو أن یکون كل عنصر قطري , » موجباً . ذلك هو فعلا 
معامل 7 ×. كما رآینا في الامثلة» لکن النظر فى عناصر القطر ؛ فقط. لايمكنه أن 
یکون أبدأ كافيا . 

لايجوز الخلط بين المحاور ,4 والقيم الذاتية . لمصفوفة نموذجية معرفة إيجابياً. 
توجد مجموعتان مختلفتان» تماماً. من الأعداد الوجبة . في مثالنا ذي النوع 

3 من المحتمل أن يكون معيار المحددات هو الأكثر سهولة : 
4 - ماعل = detA, =2, detlA, - 3, detA;‏ 
من أجل مصفوفة كبيرة» من الأسهل النظر فى الحاور من خلال عملية الحذف» وهی 
هنا النسب 43 -,4 , 3/2 -,4 , 2 -,4. عادة» يكون معيار القيم الذاتية هو الأطول» 
لكنناء في هذا المثال نعلم أن جميعها موجبة. 
22۰ 2 22 2 ,22-۷2 ۱ 

رغم أنه من التعب تطبیق ذلك على مصفوفة معينة 4 فانه» فعلاً آکثر العاییر 
استخداماً في القضايا النظرية . كل معيا ركاف بحد ذاته . 


الصفوفات العرفة إيجابياً والربعات الاصغرية 

آم لآنك تسمح بتقديم معیار اضافي للتعریف الايجابي . لقد آصبح الآن قريباً 
وسيعطي فهما آفضل للمعاییر القديمة وللارتباط مع بقية الکتاب . لقد ربطنا 
الصفوفات العرفة إيجابياً بالحاور (الفصل الأول) وبالحددات (الفصل الرابع) 
وبالقیم الذاتية (الفصل الخامس) . سندرسها الآن فى مسائل الربعات الا صغرية الواردة 
في (الفصل الثالث)) منطلقين من الصفوفات الستطيلة من (الفصل الثانی) . 


ستکون المصفوفة الستطيلة ۸ ومسألة الربعات الأصغرية ۰۸ لهذا النظام 
7 معادله حيث < ۷ (تدخل في ذلك الأنظمة الربعة) . نحتاج إلى احرف ۸ 
للمصفو فة المتناظرة 8 التي تظهر في العادلات النظامية : × اختیار الربعات 
الاصغرية هو حل ۸= × 87#. الصفوفة 87# لیست. فقط ‏ متناظرة بل معرفة 
ایجابیاً کما سنبین الاآن-شرط أذ تکون آعمدة 2 ال » مستقلة عا :> 
1 ج تكون ۸ مصفوفة متناظرة معرفة إيجابياً إذا واذا فقط حققت الشرط : 

(۵) توجد مصفو فة ۸ باعمدة مستقلة مقق 778 = ۸. 

لكي نری أن 88 معرفة إيجابياً نلاحظ أن ۰۳/۳۸ هو مربع طول. "|| × ۸|| لايمكنه 

أن یکون سالباً وهوء أيضاً » لايمكنه أن یکون صفراً (إلا إذا كان ۰7-0 وذلك لأن ل 
۴ أعمدة مستقلة : إذا كان «لایساوی الصفر فان +8 لایساوی الصفر . لذاء فان 
"|| || = ×4 موجب وان ۸۲۸ = 4 معرفة إيجابياً. 

بقي علينا أن نبرهن أنه إذا كانت ۸ محققة للشروط (4-۱) فانها تحقق أيضاً 
الشرط (۵). علينا أن نجد 5 التي تحقق 2/۳8 ۰۸ وبالفعل قد وجدناها مرتين قبل 
الآن: 

(۱) في المرحلة الأخيرة من النظرية الاساسية» فرّق الحذف الغاوسي 4 إلى 
7 . كانت المحاور موجبة» وإذا حوت ۷5 الحذور التربيعية لهذه المحاور على 
طول قطرها 

الرئيسي » فسيكون 17 <۷ <۷ 1= 4 '''. لذاء سيكون هناك اختيار واحد 
للمصفوفة ۸ وهي المصفوفة المثلثية نا 1/0 . 

(۲) برهان آخرء يعطي مصفوفة ۸ مختلفة عن السابقة ويقوم على استخدام 
(۲) عوضاً عن (4)- قيم ذاتية موجبة عوضاً عن محاور موجبة . توضع المتجهات 
الذاتية فى مصفوفة قائمة 0 : 

05 A = QAQ = (QVA JVA Q") 2 


المصفوفات المعرفة إيجابيا ۳ 


هناك احتمال ثالث هو :01/80 ۰ وهو ا جذر التربيعي ا معرف إيجابياً للمصفوفة 
كل . 

كانت هذه الاختيارات الثلاثة ل ۸ مصفوفات مربعة . لسنا بحاجة لفرض ۲ 
مستطيلة . هناك العديد من الاختيارات» مربعة أو مستطيلة ويمكتنا تفسير ذلك . إذا 
ضربت أحد الاختيارات بأى مصفوفة ذات أعمدة متعامدة نظامية (مثل 0) فان الجداء 
سيحقق 4 - 8718 = 870708 -(08 )08(7) . لذاء سيكون 08 اختياراً آخر . النقطة 
الاساسية هي أن مسائل المربعات الأصغرية تؤدي إلى مصفوفات معرفة إيجابياً وفي 
التطبيقات التي نتجت عنها"'' . 


ملاحظة كثيراً ما يسأل صفي عن المصفوفات غير المتناظرة المعرفة إيجابياً. إنني لم 
استخدم» قطء هذا التعبي . تعريف واحد مکن هو أن يكون الجزء (4+47) -- المتناظر 
معرفاً إيجابياً . (تحتاج ال حالة المركبة أن يكون الجزء الهرميتي + 4) 5 معرفاً إيجابياً) . 
ذلك يكفى لضمان کون الأجزاء الحقيقية للقيم الذاتية موجبة» لكن ذلك غير لازم 
كما يبين ذلك البرهان وال مثال التاليان : 


شرط كاف ليكون ۸۶2۸<0 : إذا کان عع ۸۰ فان س(ع بو = ۳۸ 
۷ . بالجمع نجد الجزء الحقيقي 
+A") ۲ 0‏ 4) دح = (Re) xx‏ 


dec AL ©‏ لط ا cc‏ قيس جرع سم Mal ECU‏ | 
شرط غير لازم : في | © |= 4ء نجد 3<0ءه لكن | 2 1 |د 4+ 1 


عير معرف . 


1010011611011 ۱0 لقد ادخلت تطبيقات المصموفات المعرفة إيجابياً فى الفصل الأول من کتابی‎ )١( 


. Applıed ۱۷۱۵۲۱۵۱۵۵۸۱6۵ (wellesley - Cambrıdge Press) 


۹٤‏ ابر الخطي وتطبیقاته 


مجسمات القطع الناقص في فضاء ذي ١‏ بعداً 
خلال هذا الكتاب» كانت تأتى الانشاءات الهندسية خلف جبر الصفوفات . 
فصل الأول» مثلت العادلة الخطية مستوياً. نظام المعادلات 5 -مهأدى إلى 
تقاطع مستويات وإلى إسقاط عمودي (المربعات الأصغرية) عندما لا تلتقی المستويات . 
المحددة كانت عبارة عن حجم متوازي سطوح . والآن» بالنسبة للمصفوفة 4 المعرفة 
إيجابياً وكذلك بالنسبة للدالة التربيعية :4 -/» نحصل على شكل منحن . إنه 
القطع الناقص في الفضاء ذي البعدين » ومجسم القطع الناقص في فضاء ذي ۸ بعداً. 
العادلة التي ننظر فيها هي 1 -:4. إذا كانت 4 مصفوفة الوحدة فإن هذه 
المعادلة تبسط لتصبح : 1 = × +....+ 2× + 7*. إنها معادلة «كرة الوحدة». لاحظ 
إنه ادا ضربت المصفوفة ۸ب ۰4 بحيث يكون 41 = 4. فان الكرة تصغر وتتغير المعادلة 
فتصبح 1 = 4 +......+ 25 4 + 427 » وبدلاً من نقاط مثل (1.0.....0) فان الكرة 
تمر بالنقطة (0....0,-<). مركز القطع الناقص هو نقطة الاصل . لأنه إذا كان المتجه × 
يحقق 1 - ×4 فان التجه العاکس * - يحققها آیضا. إننا نتعامل مع صيغ تربيعية 
محضة والخطوة التالية_الخطوة الهمة-هی الانتقال من مصفوفة الوحدة إلى مصفوفة 
قطرية : 





4 


7 3 2 E Ek u 
۲ ۸۲ < ار تکو ن المعادلة 1 و + ۶ + ره‎ = 





من أجل ۱ ۱ 


بما أن العناصر غير متساوية (وموجبة !) فاننا نتحول من الكرة إلى مجسم قطم 
اعون , 

بامکانك أن تری احلول الرئيسية للمعادلة . أحد هذه الحلول هو (0,0, <) < ۲ 
واقع على الحور الأول . وحل آخر هو (0,1,0) =× واقع على طول الحور ,«. وفي 
الاتجاه الثالث » تقع النقطة (0,0,3) = × وهي أبعد نقطة عن المركز يصل إليها المجسم . 
النقاط (0,0, )و (0 1-,0) و (3-,0,0) تقع عند النهايات الأخرى للمحور الصغير 


۹0 ايان‎ TEE 


والوسط والکبیر . إنه يشبه كرة القدم أو كرة الرکبی ولکن ليس تماماً . هذان الجسمان 
آقرب إلى : 1و + +1 . یجعل العاملان التساویان هاتين الکرتین دائریتین 
في الستوي × - ٠»‏ یقطعهما الحور الکبیر في ( 0,0۷2 . 

والآنء نأتي إلى الخطوة النهائية حعل الأعداد غير الصفرية خارج القطر 
الرئيسي ل ۸. 
مثال 3 3 4و 5721 + بم 8 +51 = ×4× . إنه قطع ناقص في المستوي ۷-». 
مرکزه في نقطة الاصل ‏ لکن الحاور ليست واضحة . فالعددان )٤(‏ اللذان یقعان 
حارج القطر يبقيان الصفوفة معرفة إيجابياً» لکنهما یدوران القطع الناقص - لایقع 
محوراه على الحورین الاحدائیین(شکل ۲ -۲). سنبین أن محوري القطع الناقص 
في انجاهي التجهین الذاتيين للمصفوفة ۰۸ با أن الصفوفة متناظرق فان متجهاتها 
الذاتية متعامدة . الحور الکبیر للقطع الناقص - القابل للقيمة الذاتية الصغری ل ۸- 
عمودي على الحور الصغير الذي يقابل القیمه الذاتية الکبری . 

للتعرف على القطع الناقص نحسب القيمتين الذاتیتین : 9-,1,2-,2. التجهان 
الذاتیان المنظمان هما ( 1/1/2-, 2/ه/1) و ( 1۷2 , 1//2). هذان التجهان یصنعان 
زاوية 54 مع المحورين -» ويقعان على محوري القطع الناقص . الطريقة التي تريناء 
بوضوح. القطع الناقص هي في اعادة كتابة المعادلة بالصورة : 


(0) 


8 ۷ 


۷2 12 


۳ ۱ 
5 2 
Su + Suv + ۷ = + 9 














کے ا 
| 2 2 


القیمتان الذاتیتان 9.1تقعان خارج الربعین . ویقع التجهان الذاتیان في 
الداع 37 المربع الأول پساوی ۱ عند النقطة ( ج ) الواقعة في نهاية الحور 


7 
1 


ا ا ود E‏ 9 27 4 ا ان 


۹1ء ابر ا خی ود د 





شكل (۲-۰). القطع الناقص 1 5۷*2 + 8۷ +5 ومحاوره الأساسية. 

القیمتان الداتیتان 9.۱تقعان خارج الربعین . ویقع التجهان الداتیان في 
الداخل"۲. الربع الأول يساوي ۱ عند النقطة ( و -. س ) الواقعة في نهاية الحور 
الکبیر. الربع الثاني يساوي ۱ عند النقطة ( )۰ ونحن بحاجة 
للمضروب *( -) لحذف العدد 9. ان طول الحور الصغیر هو + ۱ 

يكن تیسیط أي مجسم 1 = ۸۷ ۲: بالطريقة نفسهاء بعد أن تفهمنا ماذا حصل 
للمعادلة (۵) . وکما هي العادة» فان الخطوة الرئيسية كانت تقطیر ۸ . هندسیاً نقوم 
الشكل بتدویر الحاور . جبریا تذهب متجهات 4 الذاتية إلى مصفوفة قائمة © وتصبح 
4-0807 . لقد كانت تلك إحدى الأفكار الرئيسية في الفصل الخامس ٠»‏ وآدی التغيير 
×0 = إلى مجموع مربعات : 








(7) x Ax = xO) A (Ox) =y ديم‎ y1 +... + Ana: 
× تصبح المعادلة الان 4 ات ۸ كي +4 ۷ و ,(07) << هو مركبة‎ 


باتجاه التجه الذاتی الأول . ماهو كبر هذه المركبة ؟ آکبر مايمكن أن تصل إليه هو : 


بنج 


المصغوفات آلعر فه إيجابيا ۶:۹۷ 





خسن » وذلك هندما تكونا جع بع الرسات الاخرغ اصفارا. لذاء فان الجرر 
1 

الكبير الذي يقع على المتجه الذاتي القابل للقيمة الذاتية الصغرى يصل إلى مسافة 

من المركز . 

الحاور الأساسية الأخرى تقع باتجاه التجهات الذاتية الأخرى . أطوالها 


هی . ی 10 2 . لاحظ أن قيم یج أن تکون موجية المصفوفة يجب 


Hi 


أن تکون معر فة ایجابیاً-والا فان هذه الحلور التربيعية ستحدث اضطراباً . العادلة 
1 -9,7 -۷7 تمثل قطعاً زائداً ولیس ناقصاً. 

إن تبدیل التغیر من × إلى "0 <« دور الحاور في الفضاء لتنطبق على محاور 
مجسم القطع الناقص . بامتشي انت دن يمكننا أن نرى أنه مجسم قطع ناقص. لآن 
العادلة تصبح سهلة الانقیاد ۱ 
1د نفرض أن ۸ مصفوفة معرفة ایجابیاً : 4-0۸0 حيث 2,<0 .عندئد» يكن 
للدوران 0 = ر أن يسط ۸۲-1 إلى : ۱ 








3 3 : 3 1 ep 
Ly +... thay =1 آو‎ YA =1 أو‎ 2 OAO'F= 1 





هذه معادلة مجسم قطع ناقص . أطوال محاوره "E‏ .سم من المركز . وفی 
فضاء « الا صلی تقع هذه النقاط على التجهات الداتبة . 


2021-7-3 من أجل آی مدى للعددين کون الصفوفتان 4,8 معرفتین إيجابياً؟ 
4 2 
8 ) , 
7 ۶ : 
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ند نع خڅ 
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الجبر الخطي وتطبيقاته 
قرر ما إذا كانت المصفوفات الاتية معرفة إيجابياً : 


A = , C= 

















2 21 
I 2 ١ 
کک و‎ 3 


نا س ټم 


ظ 2 ار 3 
Fala] 2 [1‏ , 
ظ 3 1 د ظ 


کون مصفوفة غير معرفة عناصرها الكبرى تقع على القطر الرئيسي : 


= ۸ إذاكان 1 > إذ| فمن الممكن أن تكون 0 > ٩61۸‏ 





بين» مستعيناً بالقيم الذاتية » أنه إذا كانت 4 معرفة إيجابياًء فان كلاً 
من ۸۰ و ۸۱ تكون كذلك . 

بين أنه إذا كانت المصفوفتان ۸و 8 معرفتین إيجابياً فان 8+ 4 كذلك . 
أي من الشروط 4-۱ هو الأنسب في هذه الحالة ؟ 

اعتماداً على المحاور والقيم الذاتية والتجهات الذاتية للمصفوفة 

: 4|7 اكتب 4 على الشكل 7۴ في كل من الطرائق الثلاث 
المبيئة فى برهان اه 


(IND (۸/۵ L"), (CVA JVA Q"), و‎ (QVA Q")(CVA ©”( 


إذا كانت 807 0 = ۸ متناظرة ومعرفة ایجابی عندئد » تکون R= Û‏ 
0 ۷۸ جذرها التربيعي التناظر وا معرف إيجابياً . لاذا ايكونل ۸ قيم 
ذاتية حقيقية ؟ احسب 8 وتأكد من أن 4 -8 من أجل : 


NET _| 10 -6‏ 
و اس و 1 a=‏ 
إذا كانت ۸ متناظرة ومعرفة إيجابياً و © غير شاذة فأثبت أن الصفو فة 
0 =8 هی . أيضاً» متناظرة ومعر فة إيجابياً. 
إذا كانت 878 = 4 » برهن متراجحة شوارنز العامة : 


lx"Ay|” > Ax) y Ay). 


و 


اب۱3 


اب۱۱ 


۳1 نب ۱۳ ۱ 


۱۵-1 
۱۵-۲- 


۱-۲-۲ 


لصفوفات العرفة إيجابيا ۹۹ 


تقابل القطع الناقص 1 =4 + المصفوفة 1 ۲ | <۸ . اکتب القیم 
الذاتية والمتجهات الذاتية وارسم القطع الناقص . 

اجعل المعادلة 1 -2 +۷ 2۷2 -:3 مجموع مربعات وذلك بايجاد 
القیم الذاتية للمصفوفة ۸ القابلة للمعادلة» وارسم القطع الناقص . 
في الفضاء ذي الأبعاد الثلائة » تمثل العادلة 1 -2 رو +2 رر 2 +2 و 
مجسم قطع ناقص عندما تکون جمیع ۸,<0 . صف آصناف السطوح 
الختلفة التى تظهر فى حالة شبه التعریف الایجابی عندما یکون واحد 
أو آکثر من القیم الذاتية صفراً . 

اکتب الشروط الخمسة لصفوفة من النوع 33 كي تکون معرفة سلبياً 
( 4- معرفة إيجابياً) مع الاهتمام بشکل خاص بالشرط الثالث : ماهي 
علاقة محددة (۸ -) محددة ۸ ؟ 

إذا كان عنصر قطری صفراً فبين أن ۸ لايمكن أن تکون معرفة سلبيا . 
فرر ما إذاكانت الصفوفات الآنية معرقة [يجابياً: معرفة سلبیا؛ شبه 


معرفة أو غير معرفة : 


حتلم 
۱۱ 
۱ 
نك لب اب لب 
۱ 
0ل تك ب] نيا 








ص لح زرا 
زیا ظط تلا 
سد یا ي نب 
۱ 
نم ي د۲ نب 


هل هناك حل حقيقي للمعادلة 1 = 82 - ج62 - ورك -922 ترد 2× _ ؟ 
لتكن 4 مصفوفة معرفة إيجابياً ومتناظرة و 0 قائمة : 

خ ‏ 040 مصفوفة قطرية. 

خ 040 مصفوفة متناظرة ومعرفة إيجابياً. 

2 0 مصفوفة لها قيم 4 الذاتية . 

خ *ء مصفوفة متناظرة ومعرفة إيجابياً. 


؟ ۰ 45 


5 ا لجبر اخطي وتطبيقاته 


٠ ۱۷-۲-٦‏ إذا كانت ۸ معرفة إيجابياًو , ۾ قد ازداد» فاثبت» اعتماداً على العوامل 
المرافقة أن الحددة تزداد تبعاً لذلك . بین» من خلال مثال» أن ذلك 
يكن أن لايتحقق إذا كانت 4 غير معرفة . 

1١8-15-5‏ بین» من خلال ۸-1۳8 أن ۾ . ه, ۾ > 46:4 من أجل الصفوفات 
المعرفة إيجابياً. (إرشاد : مربع طول العمود زمن ۸هو ,4». استخدم 
الحددة = الحجم . ( 

۸۸+ ۲۲۰۸ = - 1 معیار لیابینوف 07/07« لاستقرار ۸) لنفرض أن‎ 1١9-17-5 
: حیث 4 معرفة ایجابیاً . إذا كان ۸-۲ بين أن ۸۶20 (ارشاد‎ 
). × اضرب العادلة الاولی ب "دو‎ 


7 - ۳ الصفوفات شبه المعرفة و غير المعرفة 4 ۸۰-۸۸ 

هدف هذا البند» بعد أن توطدت معاییر الصفوفات العر فة إيجابياًء هو أن 
نلقي على طریقنا بعض التوسیم . هناك ثلاث قضایا تخطر على البال : 

(۱) معاییر للمصفوفات شبه العرفة ایجابیا . 

(۲) العلاقة بين القیم الذاتية لصفوفة متناظرة ومحاورها. 

(۳) السألة العممة للقیم الذاتية +20 = ×۸. 

القضية الأول مباشرة وسریعت إذإن جمیع الأعمال الضرورية لذلك قد 
اجریت سابقاٌ. ستخفف العاییر الخاصة بالصفوفات شبه العرفة من التر اجحات 
الضيقة 0 < ۲۸۰ و 0< 7و 4<0و 4<0 ۰ فتسمح بظهور الصفر . وحینئد تسمح 
الصفوفات غير العرفة بظهور قیم ذاتية سالبة ومحاور سالبة وتودي إلى النتبجة الرقيسية 
لهذا البند : إشارات القیم الذاتية مائلة لإشارات الحاور . وهذا هو «قانون العطالة" . 
وأخيراً ننتقل إلى +384 ۸۰ التي تصادف. دائماً» في التحلیل الهندسی . مادامت 
الصفوفة /۸ متناظرة ومعرفة إيجابياً» فان المسألة العممة توازی المسألة العادیة7- ×4 


الملضقوفات العر فة ایجاییا 09 


ماعدا کون التجهات الذاتية متعامدة بطریقه جديدة . في کثبر من التطبیقات» تمثل 
1 مصفوفة كتلة . سوف ندرس مثالا نموذجياً في هذا البند ونقدم طريقة العنصر 
الحدود في البند (5-هة) . 

من أجل الصفوفات شبه العرفت ستکون النقطة الرئيسية هي البحث عن 
تشابهها مع حالة التعریف الایجاپی . 
5ه کل من العاییر التالية شرط لازم و کاف لتکون المصفوفة ۸ شبه معرفة إيجابياً : 

(۱) 0< عه لكل متجه (هذا هو التعریف) . 

(۲) جميع القیم الذاتية للمصفوفة 4 تحقق ۸<0 . 

(۳) لجميع الصفوفات الحزئية الرئيسية محددات غير سالبة . 

(8) لیس هناك محاور سالبة . 

(۵) تو جد مصفوفة ۸» قد تکون آعمدتها مرتبطة» بحیث یکون ۳۸ = 4 . 
إذا كانت 4 من الرتبة م فان »۸ -/تساوي مجموع مربعات تامة عددها + . 

العلاقة بين 0< :۸و ۸,<0 التي هي الأكثر أهمية؛ هي اما کالسابق : 
يؤدي التقطیر "۸۵ 0 = 4 إلى : 

لوو یراع اند r AF‏ )۱ 

یکون هذا الترکیب غیر سالب إذا کانت ,۸ غیر سالبة . إذا کانت ۲رتبة ۰۸ فان هناك 
+ من القیم الذاتية غير الصفرية و من الربعات التامة . 

سیکون الامر ذاته للمحددة التي هي جداء القیم ,۸ والتي يجب أن تکون أيضاً 
غیر سالبة . لا کانت الصفوفات احزئية الرئيسية شبه معرفة ایجابیاً فان قیمها الذاتية 
ومحدداتها غير سالبة آیضاً وبذلك» نکون قد استنتجنا الشرط (۳) . (تتکون مصفو فة 
جزئية رئيسية بحذف أسطر وأعمدة بأزواج متناسقة - مثل الأول والرابع من الأسطر 
والاعمدة الامر الذي یبقی على تناظر ۸ ویحافظ أيضاً على شبه التعریف : إذا كان 
0 < ×4× لکل × فان ذلك یبقی صحيحاً عندما تکون المركبة الأولى و الرابعة لهذا التجه 


.0 الجبر الخطي وتطبيقاته 


صفرین) . الأمر الجديد يعني أن (۳) تطبق على جميع الصفوفات الجزئية الرئيسية 
وليس» فقط» على تلك الواقعة في الزاوية العليا الیسری . من ناحية أخرى» ليس 
بامکاننا أن غیز بين مصفوفتين جميع محدداتهما العليا اليسرى أصفار :| | شبه 
معرفة إيجابياً و | © 0 | شبه معرفة سليياً. 

یظهر هذان المثالان أنه من الممكن أن تكون مبادلات سطرية ضرورية . فى الحالة 
الجيدة» تكون المحددات ال م الأول التي تقع في الزاوية العليا الیسری غير صفرية ‏ 
مصفوفة القرنة الجزئية ذات النوع 7< ” معرفة إيجابياً ونحصل على + محوراً موجباً 
دون تبادل للأسطر . الأسطر الأخيرة التی عددها - هي أصفار كما يحدث عادة 
بعد الحذف . في الحالة التي هي أقل جودة» نحتاج إلى مبادلة أسطر ‏ وكذلك إلى 
مبادلة الأعمدة المقابلة كي نحافظ على التناظر . تصبح الصفوفة على شكل ۲۸۲ 
بمحاور موجبة عددها ۶. في الحالة الأسوأ. يكون القطر الرئيسي تلا بالاصفار وهذه 
الأصفار تكو ن كذلك على قطر الصفو فة 248 لذاء فليس هناك محاور متوقعة . إلا 
أن مثل هذه المصفوفة لن تكون شبه معرفة مالم تكن صفرية وحينئذ ينتهي الامر . 

تودي الانشاءات السابقة نفسها إلى #. کل واحد من الاختیارین 
A ۵12 (VD 1(‏ و ( © ۸۵۰۷۸۵۸ وحتی (9 21/8) )"© 0۰۷۸) 2 A‏ 
ينتج ۸۸= 4. (في الاختيار الثالث» نجد 8 متناظرة» وهي الجذر التربيعي شبه العرف 
للمصفوفة ۸). أخيراء نعود من (۵) إلى (۰61 إذ إن کل مصفوفة من الشکل 878 هي 
شبه معرفة إيجابياً (علی الأقل). الشکل التربيعي 878"«يساوي "|| 87| فلا يكن 
آن کون سانا وهذ|يغلق اة 
مثال : المصفوفة 








|] 


۳ 

- 1 
2 [ 

شبه معر فة وفقاً للمعايير التالية : 


ND) (ND 1(‏ م و ( 0 ۸۵۷۸۱۵۷/۸ وحتی ("0 8 أد©) 0 210۷۸ ۸ 


. 1۳۸4 < (x - (+ (x - (+ )- (۶ )۱( 

(۲) القیم الذاتية هي : 3 ,2ب ,0 -,3. 

(۳) محددات الصفوفات الحزئية الرئيسية تساوي ۲ إذا كانت من النوع ۱ و 
۳ إذا كانت من النوع 2 2 و 0 - 4 det‏ 
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ملاحظة يكن لشروط شبه التعريف أن تستنتج من الشروط الأصلية 0-١‏ با حيلة التالية 
: نضیف إلى المصفوفة مضاعفاً صغيراً لصفوفة الوحدة لنحصل على مصفوفة معرفة 
إيجابياً 81+ 4. ثم نجعل ‏ يتقرب من الصفر . لا كانت المحددات والقيم تتعلق باستمرار 
ب ©» فانها ستکون مو جبة حتى آخر لحظة ؛ وعند 0 -ع ستكون غير سالبة . 


التحويلات التوافقية وقانون العطالة 

تعرضنا سابقاً في هذا الکتاب عند البحث في الحذف والقيم الذاتية» للعمليات 
التي تجعل مصفوفة أكثر بساطة من الأصل . في كل حالةء كان الشيء الرئيسي الذي 
نبحث عنه هو معرفة الخواص التى لم تتغير في المصفوفة . عندما طرحنا مضاعف 
سطر من آخرء بقيت قائمة «اللامتغیرات» إلى حد ماء طويلة : الفضاء الصفري. 
فضاء الأسطرء الرتبة والمحددة» كل ذلك بقي كما هو . في حالة القيم الذاتية» كانت 
العملية الأساسية هي تحويل التشابه» 5 5۸ ۸ (أو ۸ب ۸ وبقيت 
القيم الذاتية نفسها لم تتغیر (وكذلك صيغة جوردان) . نسأل الآن السؤال ذاته من 
أجل الصفوفات التناظرة : ماهي «العملیات الأولية» وماهي اللامتغیرات فیها من 
أجل ×7۸ ؟ 

العملية الأساسية للشکل التربیعی هي تبدیل التغیرات . التجه الجديد زیرتبط 
بالتجه + مصفوفة غير شاذة» © =× » فيأخذ الشکل التربيعي الصورة ()۳۸. 


۵ الحبر الخطی وتطبیقاته 


لذاء فإن العملية المصفوفية الا ساسية فى نظرية الأشكال التر بيعية هي التحویل التوافقي 
العرف كما يلى 
8" جب 4 حيث © مصفوفة غير شاذة 000 

إن تناظر 4 محفوظ لآن 7۸46 متناظرة أيضاً . السؤال الواقعي هنا هو ماهي 
الخواص الأخرى للمصفوفة التي لاتتغير بتأثير التحويل التوافقي ؟ يعطى الجواب 
بقانون العطالة لسيلفستر 5:65:16 
1 و للمصفو فتن 6 و 4 عدد القيم الذاتية الموجبة داته وكذلك عدد القيم الذاتية 
السالبة وعدد القیم الذاتية الصفرية . 

بقول آخر. إن ٍشارات القیم الذاتية (ولیست القیم الذاتية نفسها) يحافظ علیها 
في التحویل التوافقي . سنفرض فى البرهان» للسهولة أن 4 غير شاذة . لذاء فان 
6 غير اشاذة؛ آیضاآ ولن توجد قيم ذاتية صفرية قد تسبب لنا بعض الازعاج . 
(إذا كان الأمر خلاف ذلك » فانه يمكننا أن نعمل على المصفوفة غير الشاذة /ع +4 أو 
ع -4 ثم بجعل 0 هي ع). 

نريد أن نقتبس حيلة من الطبولوجيا أو. بصورة أدق» من نظرية التشوه باستمرار 
(م810:010 . لنفرض أن © مرتبطة بمصفوفة قائمة © بواسطة سلسلة من المصفوفات© 
()» ليس فيها واحدة شاذة : عند 4-0, 1 -+ يكون © - (2)0© و © - (2)1 . لذا فان 
القیم الذاتية للمصفوفة (6)(۳۸»۲ تتحول بالتدریج عندما يتحول :من الصفر إلى 
الواحد» من القیم الذاتية للمصفوفة ۸6 إلى القیم الذاتية للمصفوفة 07۸0 . با أن 
(© لن تکون شاذة البتة» فلا هکن لاي واحدة من هذه القیم الذاتية أن تبلغ الصفر . 
لذاء فان عدد القیم الذاتية للمصفوفة ۸0 الواقعة عن يمين الصفر وعدد قیمها 
الذاتية الواقعة عن يساره » یساویان العددین القابلین للمصفوفة 0740 . وهذان 
العددان هما نفسهما التعلقان بالصفوفة ۸ التي لها القيم الذاتية نفسها التعلقة 


الصفو فات العرفة إيجابيا ۵ . ۵ 


بالصفوفة الشابهة 0۸0 = 0140 “. وهذا هو البرهان. 


مثال ۱ اذا كان 4-7 فان 76 = 46 وهذه الصفوفة معرفة إيجابياً. نأخذ ۸ ٥=‏ 
في الشر ط (۵) . للمصفوفة ©2© ولصفوفة الوحدة « من القیم الذاتية الوجبة وفق 
قانو ن العطالة . 
مثال ۲ اذا كانت | | <4 فان للمصفوفة € محددة سالبة : 
det CAC = (det 61 (6۱ A)(det © = - 7*0‏ 
با أن هذه الحددة هي جداء القيم الذاتية» فان على إحدى القيمتين الذاتيتين 


للمصفوفة 6 آن تكون مو جبة والأخرى سالبة: كما للمصفوفة 4 . وهکذا یکون 
القانون قد نحقق من جديد . 


مثال ۳ هذا التطبيق من أهم التطبيقات : 
7 ز فى مصفوفة متناظرة 24 تتفق إشارات الحاور مع إشارات القيم الذاتية . مصموفه 
القيم الذاتية ۸ ومصفوفة المحاور 2 عدد العناصر الموجبة» وعدد العناصر السالبة 
وعدد العناصر الصفریه ذاتها. 
يمكننا أن نفرض أن 4 تحقق دائماً التحليل ۸-2۳۷ (بدون مبادلة بين الأسطر) . 
ما أن 4 متناظرة» تكون 0 منقول و 58527 -4. نطبق على ذلك قانون العطالة : 
للمصفوفتين ۸ و العدد ذاته من القيم الذاتية الموجبة . لكن القيم الذاتية للمصفوفة 
2 هي بالضبط » عناصر قطرها(المحاور) . لذاء فان عدد المحاور الموجبة للمصفوفة 
4 یساوی عدد قیمها الذاتية الوجبة . 


(۱) نحتاج هنا أن تکون © قائمة . أحد الاختبارات الجيدة ل © هو تطبیق غرام شمیدت على 
آعمدة © . ند أن 0۸ = ٤‏ وسلسلة الصفوفات هی ۸© (1-1) + 1(<1۵) ). تسیر 
الجماعة () © پبطء من خلال غرام شمیدت من 08 إلى © . هذه الجماعة قابلة للعکس 


لأن 0 قابلة للعكس والعامل المثلثى ۸ (1-1) + 7+ ذو قطر موجب . 


5ه اخبر الخطي وتطبیقاته 


هذا جميل وعملي . إنه جميل لأنه يربط ( من أجل المصفوفات المتناظرة) جزءين 
من هذا الكتاب كناقد تركناهما سابقاً منفصلين : المحاور والقيم الذاتية . وهو عملي 
أيضاًء لأنه من السهل إيجاد الحاور-والان بإمكاننا أن نحدد مواقع القيم الذاتية . خذ 
مثلا المضقو فن : 
6 3 3 
EH‏ 
للمصفوفة ۸ محاور موجبة» وللمصفوفة 4-21 محور سالب . لذاء فان للمصفو فة 
۸ قيماً ذاتية موجبة أحدها آصغر من ۰۲ لأن طرح العدد ۲ سوف يجعله أقل من 
الصفر . الخطوة التالية تركز اهتمامها على المصفوفة ۸-1 لنری ما إذا كانت القيمة 
الذاتية أقل من ۱ . (إنها كذلك لأن للمصفو فة 4-7 محوراً سالبا) . إن مدی عدم 
التأكد يتقلص إلى النصف عند كل خطوة. وذلك باختبار الاشارات . 

لقد كانت هذه» في الغالب» هي الطريقة العملية الأولى حساب القيم الذاتية . 
لقد كانت مهيمنة حوالي عام ۸۱۹۲۰ بعد اجراء تحسين واحد مهم دوهع جمل ۸ 
مثلثية الأقطار أو لا . حينئذ» يستدعي حساب الحاور 2 خطوة بدلا من 27 . . وتصبح 
عملية الحذ ف | سرع ويصبح البحث عن القيم الذاتية آسهل ا 
جیفن ( © 0) . آما الطريقة الفضلة فهي طريقة ۴ التي ستعرفها في الفصل السابع . 


=4 و = 21 - ۸ 














] 3 0 
3 8 7 
0 7 6 


مسألة القيم الذاتية ا معممة 
لست متأكدا من الاقتصاد» لکن» لدی الفیزیاء والهندسة والاحصاء قدرة كافة 
لا حداث مصفوفات متناظرة في مسائل قیمها الذاتية . هي بالاأحری. قادرة على اعطاء 
مصفوفتین لا واحدة فقط من هذا النوع. يكن للمسألة ۸۰-2۸۸۸ أن تستبدل 
بالمسألة المعتادة << ۸ کمثال على ذلك سننظر في حركة کتلتین غير متساويتين . 
قانون نيوتن من أجل الكتلة الأولى ,2۰:۰ ومن أجل الكتلة الثانية هو 


المصفوفات العر فة ایجاییا ۷ ۵ 


»,۰۶,2 يمكننا أن نصف الوضع الفيزيائي كما يلي : إذا انتقلت الکتلتان بالسافتین « 
و . كما هو ظاهر فى الشکل (-۰)۳ فان النوابض ستشد هاتین الکتلتین إلى | خلف 
بالقوتين ۷ + 2 - ,۴ و 2# -«- ر۴. تظهر النقطة الجديدة ذات الشأن» في 
الطرفين الأيسرين للمعادلتین حیث تقع الکتلتان : 




















2 
بو + بجع لك رس ( ظ 2 

Û 9 ]-2 11, 3 2‏ ,۲0 
۰ لا ع سب ۳ 

dt 





شكل (5 - ۳). نظام تذبذب بکتلتین غير متساويتين . 


عندما كانت الکتلتان متساويتين ۱ =,=,” ظهر النظام القدیم د ۰۷۳-۸ آما الآن 

فهو مه = “ا حيث 1 مصفوفة الكتل . تظهر مسألة القيم الذاتية عندما نبحث عن 
حلول أسية من الصورة ×" ء : 

x تصبح‎ Mu" = Au 

لنختصر الطرفين على “© ولنكتب عوضاًعن (0:) فنجد : 


(۳) M(i@)* e “x الا قرت‎ 


8 وای آ1 سس 
0 0 |= 2 - 1 | ل 





1 آو‎ A ج‎ AMY 





هناك حل عندما تكون 314 - 4 شاذة» أي عندما تکون 2 جذراً لمعادلة كثيرة 
الحدود 0-(4-274) +46. يظهر » من جديد» الاختيار ا لخاص ۸۸-1 المعادلة المعتادة 


0.۸ الجبر الخطي وتطبیقاته 
e۲ )4-21(‏ . سنحل مثالا یکون فيه 2 -,” ,1= ۸ : 


- 2 - ۸ ۱ 


det A- AM) = det ۱ 2 34 | 





2082 + 60. + 3, («3۷3 


القيمتان الذاتیتان سالبتان والتواتران العتادان هما 021/7 .لقد حسب 
التجهان الذاتیان بالطريقة العتادة : 








۱ ۱ 2 
(A -AıM)x, = 2 xı < 0, ۱ از‎ ۱ ۱ 
| 3 
- | +3 
3 1 ۱ 
(A-A, MK = 2 و‎ =Û, و‎ = #9 | 
1 E03 | نا‎ 


يعطي هذان التجهان الذاتیان الأشكال العتادة للاهتزازات . من أجل التواتر 
الأصغر,0 + تتذبذب الکتلتان معاًء لکن الكتلة الأولى» في الواقع» تتحرك بقدار 
3 1 - 1/3. في الحالة الاسرع» سيكون لمركبتي ,× إشارتان مختلفتان وتتحرك 
الكتلتان باجاهین مختلفين . في هذه الحالة» تبتعد الكتلة الصغيرة بمسافة أكبر من 
الثانية . 

يمكن تفسیر النظرية الاساسية بسهولة إذا جزئت /۸ بالصورة 8:۸ . (نفرض أن 
1 معرفة إيجابياً كما في هذا المثال) . لذاء فان التعویض +/ = ر يغير 

AR"y 228 ۷ إلى‎ Ax =AMx 2 8 

لنکتب » عوضا رن “8 ولنضرب الطرفین ب "© »)8”(١-‏ فتصبح هذه المسألة 
مسألة معتادة من مسائل القیم الذاتية للمصفوفة الوحيدة 7۸6 : 

)٥( C'ACy =Ay 

القيم الذاتية ,2 مطابقة لتلك المتعلقة بالعادلة الأصلية ۸۲-2۸۸ أما المتجهات الذاتية 


الصمو فات العر فه إيجابيا 0۹ 


فانها مرتبطة بالعلاقة ۲۰-8 "خواص الصفوفة التناظرة »۰6۳۸ تؤدي مباشرة إلى 
اخواص القابله للنظام : ۸۰-22۸۲ : 

(۱) القیم الذاتية حقيقية . 

(۲) لها (شارات القیم الذاتية العتادة للمصفوفة ۰۸ وذلك استناداً إلى قانون 
العطالة . 

(۳) يكن اختیار التجهات الذاتية « للمصفوفة »۸ نظامية متعامدة» وبالتالی 
تکون التجهات الذاتية × متعامدة نظامية بواسطة 11 : 

1 سا او د يع از با ۱5 × اذا کان ,ز-1 واذاکان زععة ‏ (1) 

(6) بشکل مشابه 4 2= چ4 “يساوي ( أو صفراً. الصفو فتان ۸ و ۸ 
جعلتا معا قطريتين . إذا كانت ×أعمدة 5فان ۸ -545 و 5۸/51 . لاحظ أنه تحویل 
نوافقي بمصفوفة * عن الیسار» ولیس محویل تشابه بالصفوفه "5. 

إن لذلك معنی هندسياً لم ند رکه بصورة جيدة . في الحالة العرفة إيجابياً» یکون 
كل من السطحین ۱ ×1 و ۸۰-۱ مجسم قطع ناقص . یظهر أن العادلة 52 = × 
تعطي اختياراً جديداً للاحدائیات ‏ ليست ناجة عن دوران صرف › لان و ليست 
مصفوفة قائمة ‏ فيصبح مجسما القطع الناقص هذان متصافين» تماماً. إنهما : 

(17) بزفرا بر‎ =z STASz ار‎ 27 +... +A, 22 = [1 
x Mx =z 5۸62 =z2 +... +22 =1. 

الجسم الثاني كرة ! من السهل تلخيص النقطة الاساسية للنظرية : طالا ۸1 معرفة 

إيجابياً» فان مسألة القيم الذاتية العممة ۸۲-204 تتصرف تماماً مثل ×= ×۸. 


(۱) اسرع طريق لانتاج مصفوفة فريدة هي :۸ - ×4 ۰۸ لكن 4 14 ليست متناظرة» لقد فضلنا 
أن نضع نصف فی کل طرق من ۸ فنحصل على مصفوفة متناظرة 40 0 


0. 


a 


RA 


و 


۵-۳-٩ 


1 ۱ 
روش |1 ] 
0 


اير الخطي وتطبيقاته 


تمارين 


من أجل المصفوفتين شبه العرفتین : 


9 1 
+1 N عو‎ ١-1 
2 1 











اکتب ×4× کمجموع مربعين و ×8× کمربع واحد . 
طبق ثلاثة معاییر على كل من الصفوفتین : 


7 1 2 ] 
=4 و [ 1 721 
1 3 














كي تقرر ما إذا كانت معرفة إيجابياً أو شبه معرفة إيجابياً أو غير معرفة . 

من أجل ١‏ | |-4و | © 2 |= تأكد من أن للقيم الذاتية للمصفوفة 
6 (شارات القيم الذاتية للمصفوفة 4 نفسها. آنشی سلسلة من 
المصفوفات غير الشاذة () © تربط © بمصفوفة قائمة 2 . لماذا یستحیل 
انشاء سلسلة غير شاذة تربط © بمصفوفة الو حده ؟ 

إذا كانت المحاور جميعها أكبر من ۰۱ هل تكون حينئذ القيم الذاتية 
جمیعها آکبر من ۱ اختبر ذلك على مصفوفات ثلائية الأقطار 1 -,1,2 - 





استخدم محاور الصفوفة 2-1 - كي تقرر ما إذا كان للمصفوفة ۸ قيم 
« إن سم د 2 

1 ۱ تست و 

داتیه اقل من 2 

235 3 0 


3 95 7 
8 ۶ 5 








۷-۳-۹ 


نس 


الصفو فات العر فة إيجابيا ۰۱ 


يبدأ برهان جبری لقانون العطالة بالتجهات الذاتية التعامدة النظامية 
بد..... ,× للمصفوفة 4 القابلة للقیم الذاتية ۸<0 » والتجهات الذاتية 
التعامدة النظامية ,....,,« للمصفوفة ۲2۸6 القابله للقیم الذاتية 0 > بل . 
۳( لبرهان آن CY. CY,‏ ,× ...× مستقله » نقرض کا طا شیاه با 
الصفر : 
.مثا 22) bq CY‏ + ... + )رطع و62 ... + 0۱1۱ 
اشت أن : 

242 = LAE ۵ < 0 


و کدذلكث 0 2و ...+ 2 = 2742 
0 


(ب) استنتج أن الأعداد » والأعداد ۸ أصفار (مبرهناً الاستقلال 
الخطي) . واستنتج من ذلك أن « > و+ م 

(ج) يؤدي التبرير نفسه من أجل الأعداد «السالبة التى عددها م - ۸و 
ال الموجبة التي عددها 4 - إلى «>4+5-«+م- » (نفرض أنه لاتوجد 
فيم ذاتية صفرية ‏ وهو مايناقش بشكل منفصل). أثبت أن = و + م 
م وهكذا فإن العدد م للقيم 2 الموجبة يساوي العدد ۰4: للقيم نا 
الوسبة_ وهو قائون العطالة. 

اذا کانت #غير شاذة» ين أن للمصفوفتین 4و 740 الرتبة نفسها. 
(یکن الرجوع إلى البند 1-۳). لذاء فإن لهما العدد نفسه من القیم 
الذاتية الصف ية . 

آوجد. بالتجریب عدد القیم الذاتية الوجبة والسالبة والصفرية 
للمصفو فة : 


1 : 


0 بر =4 


0\1 اخبر اخطی و تطبیقاته 


حيث الكتلة # (من الرتبة ل ) غير شاذة . 
۹-۳ هل محقق ۸و 7۸40 قانون العطالة دوماً حینما تکون 6 غير مر بعة ؟ 
٠١1١-5-1‏ في المثال الحلول حيث ١‏ -,:” و 2-,. تحقق من أن النموذج النظامي 
متعامد بوساطة ۸ : 34-0 ۲۲ . إذا أزيحت الكتلتان معا عقدار 
وحدة الابعاد لم اطلقتا بسرعتین ابتدائیتن درس ادحو فأو جد 
العاملات ,ه في الحركة المحصلة 
,> 00,1 6۵,6۵5 + ۵1 0,603 = ». ماهو بعد الكتلة الاولی الاعظمي عن 
وضع التوازن (عندما یکون جیبا التمام مساویین +۱ أو -١)؟‏ 
۱۱-۳-٦‏ أوجد لقیم الذاتية والتجهات الذاتية لا يلي : 








31١1-7-5‏ إذاكانت المصفوفتان ۸۷و ۰۸ اللتان من النوع ۰22 غير معرفتین فانه 
من الممكن ألا يكون للنظام ۸۰-۸۸۸ قيم ذاتية حقيقية . أوجد مثالا 


100/660 مبادیء النهاية الصغر ی ونسبة رايلي‎ ٤-٦ 

في هذا البند» سنتهرب في الفترة الأولى من العادلات الخطية. لن یعطی 
الجهول × کحل للنظام ۸۰-۵ أو ۸-22 بل سیتعین وفق مبدأ النهاية الصغری . 

من المدهش أنه يمكن التعبیر عن الکثیر من القوانین الطبيعية بمبدأ النهاية 
الصغری . في الواقع » هبوط السائل الثقیل إلى الأسفل ماهو إلا تصغیر لطاقته الکامنة . 
وأنت عندما تجلس على كرسي أو تستلقي على سرير» فان النوابض تعدل نفسها بحيث 
تنقص طاقتها . حنماء هناك العدید من الأمثلة العلمية العالية : البناء يشبه کر سا 
معقداً جداً يحمل ثقله الذاتى» وان المبدأ الأساسي فى هندسة البناء هو تصغیر الطاقة 
الكلية . في الفيزياء» يوجد « اللاغراجيان » « وتكامل الفعل» ؛ قشة على سطح الماء 


الصفوفات العرفة ایجابیا 0۱۳ 


تظهر ملتوية لان النور يريد أن يصل إلى عينيك باسرع مايمكن"" . 

يجب على أن أذكر أن هذه «الطاقات» ماهي إلا شكل تربيعي معرف إيجابياً . 
من الواضح أن مشتقة شكل تربيعي هي دالة خطية . لذاء فإن إيجاد النهاية الصغرى 
سيعيدنا إلى المعادلات الخطية العتادة» وذلك عندما نضع جميع مشتقات المرتبة الأولى 
مساوية الصفر . هدفنا الأول فى هذا البند هو إيجاد مبدأ النهاية الصغرى ا مكافىء 
للنظام ۸-۸ والآخ را مكافىء للنظام 7۰ -:۸. سنعمل في فضاء عدد آبعاده محدود 
غاماً كما نجري حسابات التحولات في مسألة متصلة » حيث جعل المشتقة الأولى صفراً 
يعطى معادلة تفاضلية (معادلة أويلر). في كل حالة سنكون أحراراً في البحث عن 
حل لنظام العادلات الخطية أو عن النهاية الصغرى للشكل التربيعي - وفي كثير من 
المسائل» كما يظهر ذلك في البند التالی» يجب أن لانتجاهل الاختيار الأخير . 

الخطوة الأولى» فعلاً» غير معقدة : نريد أن نجد القطع المكافىء ۶ الذي تقع 
نهايته الصغرى فى النقطة التي يكون فيها ۸۰-۸ . إذا كان 4 عدداً فالعمل سهل : 


dP 
dX 


يكون ذلك فى نهاية صغرى» فقط ‏ إذا كانت ۸ موجبة . إن القطع المكافىء 
مفتوح نحو الاعلی وال جعل | لشتقة الاولی صفراً يعطينا را عه (شكل 1-؟). 
فى المضاء ذى الأبعاد التعددة» ينقلب القطع المكافىء هذا إلى جسم قطع مکافیء 
ولكن يبقى القانون ذاته من أجل 5 ؛ ولتحقيق نهاية صغرى » هناك» أيضأء شرط 
الإيجاب . 


- 41-8 و‎ P(x) =1 Ax” - bx 


(۱) لدى قناعة أكيدة أن النبات والانسان يتطوران وفقاً لبدا النهاية الصغری. رما تكون الحضارة نفسها 
مبنية حسب قانون الفعل الأصغر. إن اكتشاف مغل هذه القوانين يعتبر الخطوة الرئيسية في الانتقال 


من الملاحظات إلى التفسيرات ولابد أن هناك ما يمكن اكتشافه في مجال علمي الاجتماع والحياة. 


اه اخبر اخطي وتطبيقاته 


٦‏ ح إذا كانت ۸ معرفة إيجابياً فان ط× - حم × + -() م يحقق نهايته الصغرى عند 


النقطة | التي يكون فيها م = ×4. عند تلك النقطة يكون و" BA4‏ داع ق 


ITI 


Ax -«‏ 3 < زيم 





() قطع مكافىء (ب) طاس ذي بعدین 
شكل (1 - 5). النهاية الصغرى لدالة تربيعية (*) م . 
البرهان لنفرض أن × هو حل 6 >4 . لأى متجه 6 نيحد : 


(۱ P(y) - با × ( - ۲« نوق « + > ريم‎ + 'b 


Ay - Ax + 2‏ ا 


(y-x ).‏ ۸ رم 1ه 


لا كانت ۸ معرفة إيجابياًء فانه لايمكن لهذه الكمية أن تکون سالبة أبداً وهى 
تساوی الصفرء فقطء عندما یکو ن 0= .¥Y-X‏ في جمیع النقاط الاخر يكون ر) م 
( آکبر من () م لذاء فإن النهاية الصغرى تقع عند ×. 


مثال : أوجد النهاية الصغرى للدالة عر 8 - x2-bx‏ 4 بز- ديوع () 2 . 


المصفوفات المعرفة إيجابيا هاه 


المعالجة المألوفة فى حساب التفاضل هی فى جعل المشتقات أصفاراً : 


0 = - + - بج << 0۳/۵2 
.0 = 62 - ۲ + [ 1 - = 0۳/92 


یکتب اخبر الخطى النتيجة نفسهاعلی ال لنحو ط= ×4 » يعين آولام 
بالصورة 


r 
X-X 5 


2 = 
1 2 








7 1 ت افع 5 [- 5 
او ا ال “ | هل 7 4م - ۱ 5 0 
و نقم لنهاية الصغرى حیث 


(۲( P qin = ÛL (Ab) A(A"b) - Ab)" b = 1 م ام‎ 


ظ 
: 

في التطبيقات ۸۰ تعني الطاقة الداخلية و 78د_هو العمل الخارجي . النظام 

الفيزيائي يسير بشكل طبيعي إلى د» نقطة التوازن حيث تأخذ الطاقة الكلية م 
فيمتها الصغرى . 

هدفنا الثاني هو إيجاد مسألة نهاية صغرى تكافىء × = ×4. إن ذلك ليس آمرا 

سهلاً . لايمكن للدالة التي سنجد نهايتها الصغرى أن تكون مجرد شكل تربيعي» كما 
أن اشتقاقها لن يؤدي إلى معادلات خطية ‏ مسألة القیم الذاتية هي بصو رة رئیسیهة ) 
ليست خطية . الحيلة هي النظر في نسبة شكلين تربیعیین» والنسبه التي نحتاجها تعرف 
باسم نسبة رايلي ۸چ ءاره : 


۲ 
R(x) < ZÛ AK 





نتتقل مباشرة إلى النظرية الأساسية : 
٦‏ ط مبدأ رايلي : تکون النسبة () ۸ فى نهايتها الصغری عند أول متجه ذاتی = × 
× وتكون هذه النهاية الصغری مساوية 2 آصغر القيم الذاتية : 


7 Ta 
3 ۱۸۸۰۲ XAK ۱ 
اس ر‎ 


T 
1 | ۷ | XX [ 


هندسياً» لنفرض آننا ثبتنا البسط عند القيمة (۱) وجعلنا القام أكبر ماهکن . یعرف 
البسط ۸۰-۱ مجسم قطع ناقص. على الاقل إذا كانت ۸ معرفة ٍیجابیا . المقام 


]۲) ۱ ( = 





۱ ۵ اخبر الخطی وتطبيقاته 


هو ”|| »اعد وهذا يعني أننا نبحث عن أبعد نقطة من مجسم القطع الناقص › 
عن نقطة الأصل_بقول آخر التجه + هو الأكبر طولاً. نتيجة لوصفنا من قريب لجسم 
القطع الناقص. نجد أن قطره الأكبر یتجه باتجاه التجه الذاتي الأول . 

جبرياً» من السهل أن نری ذلك (دون ضرورة للتعریف الایجابی) . نقطر ۸ 
مصفوفة قائمة : نجد ۸= 0'40 . بفرض 0 <۲ : 


(۳ 


ا 2-27 تست 


1[ _ ر (4)0 '(22) = روم 
2 رر (<0) (Oy)‏ 


تقع النهاية الصغری لهذ ۱ له النسة عتما عند النقطة التي یکون عندها = ,ر ۷ 
0= «=..... عند هذه النقطة تکون النسبة مساوية 2 وفی آی نقطة أخرى تکون 
النسية أكبر من ذلك ؛ 


2 2 2 2 2 2 + 
۸۱ 1 Ya F کو عع‎ (AY 1 1 ۸2 2 FE و + مب‎ 


إن نسبة رايلي لن تکون أقل من ,.:ولن تكون أكبرمن ۰۸ إن نهایتها الصغری ستکون 
عند المتجه الذاتی × ونهایتها العظمی عند ». اقب الذاتية الوسطی ثل نقاطاً 

إحدى النتائج الهمة هي . كل عدد قطري مثل 4 یفع بين ۸و A‏ تساوی 
نسبة رایلی , » عندما نختار المتجه (1,0,....0) -: . 


مبادیء أصغر النهایات العظمی التعلقة بالقیم الذاتية 

الصعوبة في النقط السرجية هي أننا لانعرف فيما إذا كان () #تقع فوقها أو 
تحتها . هذا يجعل إيجاد القيم الذاتية الوسطی ‏ «,........2 صعباً. فى التطبيقات يوجد 
مبداً مفید فخلا ۽ هو مبدأً النهاية | لصغرى أو العظمى . لذاء فإننا نبحث عن مثل هذا 


الصفو فات العر فة إيجابيا 8 


المبذأ واضعین نصب آعیننا أن النهاية الصغری أو العظمی ستتحقق عند التجه الذاتی + 
۱ 0 , ۱ = ال 


)1( 1 
. الفكرة الرئيسية تنبع من خاصة أساسية للمصفوفات المتناظرة : + متعامد مع 
بقية المتجهات الذاتية . 


كي لن تزيد النهاية الصغرى ل (×) ۸ الخاضعة لشرط واحد0 = 7× ٠»‏ آبدا على 
,2 . إذا كان ج هو المتجه الذاتى الأول» عندئذ تكون هذه النهاية الصغرى المقيدة ل 
8 مسأو به 4 
5 
A» Z2 min R(x)‏ 0 


x7 = )( 


Aa = max 
ر‎ 


111111 R(X) 
xz = 0 








هذا هو «مبداً النهاية العظمی» ل .۸ . إنه يعطينا طريقة لتقدير القيمة الذاتية الثانية دون 
معرفة القيمة الأولى . 


مثال : لو استبعدنا السطر الأخير والعمود الاخیر من أى مصفوفة متناظرة : 


2 ۱ 0 
aj 2 "1 3 ۳ 
أ‎ 1 = 


2 
1 








- [ 
2 
0 - | 


- [ 
2 


عندئذ ۰ تفوق القيمة الذاتية الثانية للمصفوفة ۸ آصغر قيمة ذاتية ل 8. (فی هذا 
المثال» العددان هما ۲و۱). أصغر قيمة ذاتية ل ۰۸ وهي 0.6 2-۷2 آقل من أصغر 


قيمة ذاتية ل 2 . 


البرهان : إن نسبة رایلی ل 8 تتطابق مع نسبة رايلي ل ۸ عندما ( 0, د , ) - د . هذه 
ھی 


HE 


)١‏ إن هذا الموضوع خاص بعض الشيء , وان ایجاد النهاية الصغری ل (×) 7 و (×) ۸ هو ماترتکز عليه 
طريقة العنصر المحدود. ليس هناك أي صعوية بالتحول إلى البند (*-۵). 


المتجهات التعامدة مع (0,0,1) »z=‏ ومن أجل هذه التجهات, نجد أن : ×8 "×= «۸ ۶ 

. النهاية الصغری على القیم «هذه » هى آصغر قيمة ذاتية (8) ۸. لايمكنها أن تقل 

عن آصغر قيمة ذاتية ل 4 لأنها النهاية الصغری على قيم × . الا أن (8) 2 سوف 

تکون أقل من القيمة الذاتية الثانية ل.4. السبب : هو أن أحد التراکیب الخطية للمتجهين 

الذاتيين الأولين ل 4 يتعامد مع 2. إذا عوضنا ذلك التركيب الخطى فى نسبة رايلى 

فإننا نحصل على عدد أقل من (۸,)۸وآکبر من (8) ۸ . لذاء فان (8) 2,)4(<13 . 
الصورة الكاملة هي حصر القيم الذاتية : 


Sl )8(> 2)۸(‏ ... >(22)8 > (ه) و۸ >(ظ) , 2 > (۸) ۸ )٥(‏ 


هندسیاً» لهذه التراجحات تفسیر طبيعي . لنفرض أن مجسم قطع ناقص فطع 
بستو مار من نقطة الأصل » سیکون القطع مجسم قطع ناقص عدد آبعاده آقل بواحد 
عن عدد آبعاد الا صلي . لايمكن أن يزيد طول الحور الکبیر لهذا القطع عن طول الحور 
لکبیر للمجسم الأصلي : (۸) 8(<2) 2 . الا أن المحور الکبیر للمقطع هو على 
الأقل» مساویاً طول الحور الثاني للمجسم الأصلی : ( 5,0۸( 2 . بشکل 
مشابه» الحور الصغیر للمقطع آصغر من الحور الثاني الأصلي وأکبر من الحور 
الصغیر الاصلي : (۸,)۸>() ,۸ >(۸) ,۸ . 

في إحدى الحالات الخاصة» عندما یکون الستوي القاطم متعامدا مع الحور 
الکبیر الأصلي› یکون (۸)8(=2)4 . بشکل عام إذا كان الستوي القاطع هو 
الستوي الافقی 0 فاننا نتوقع متراجحة . التجه العمودي على هذا الستوي القاطع 
هو (0,0,1) = ج ۰ وقد استبعدنا السطر الأخير والعمود الاخیر من ۸. 

یکننا أن نری الشيء ذاته في اليكانيك : لیکن لدینا نظام اهتزاز مکون من 
نوابض وکتل» لنفرض أن |حدی الکتل آجبرت أن تبقی في حالة سکون. حینئذ . 
یتزاید التواتر الأصغرء لکنه لن يزيد على ,2 . آما التواتر الاعظم فانه یتناقص ولکنه 
لن يقل عن ۸7 . 


۲۲۱۱۱2۵۲ axis of cross section 
11111101 5 
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۳ major axis of cross section 


شکل ( 2-5). مبدأ النهاية العظمی وأصغر النهایات العظمی 23 > 12> 22 > المإ > ۸1. 


حان الوقت لندور حول هذه النظریات کی نصل إلى مبد أ أصغر نهاية عظمی . 
يعني ذلك أن نجعل نسبة رایلی في نهایتها العظمى» ثم غيز النهاية الصغری الممكنة 
لهذه النهاية العظمى . 

هناك عدد من الطرائق للمعالحة یتعلق كل منها بالقيمة الذاتية التي نريدها. 
لإيجاد آکبر قيمة ذاتية ۰2 نجعل ()8 في نهايتها العظمى فنحصل عليها. لكن؛ 
لنفرض آننا نرید البقاء مع با . لا كانت نسبة رایلی تساوي : 


2 2 2 
YJ 202 For FY 


فان طريقة الحصول على 2 كنهاية عظمی هو أن نتطلب کون 0= «=...... = ,ر . هذه 
القيو د التى عددها 2- ۸ تترك فضاء ذا بعدين فقط » إنه الفضاء الجزئي المولد بالتجهین 
الذاتيين الأولين . على هذا الفضاء امحزئی ذي البعدین » تکون النهاية الصغری للنسبة 
(x (‏ ۸ هی ,2 لکن التجهان الذاتیان و 2 جزء من هذه المسألة و هما غير معلومين . 


۳ ۲ ۵ اخبر | نطی و تطبیقانه 


عندما حصلت هذه ا حالة لبداًالنهاية العظمی ۰ كانت الفكرة الأساسية هی 
لسعی إلى النهاية الصغری تحت قيد واحد هو ) - 7 × . لذا نحاکی هذه الفکرة 
وسعی ب (:)8 نحو نهایتها العظمى على فضاء جزئي اختياري ذي بعدین . لايمكننا 
أن نعرف ما إذا كان هذا الفضاء الجزئي حاوياً أي متجه ذاتی ؛ ان ذلك » فیا » بعد 
الاحتمال. على الرغم من ذلك» توجد متراجحة تتعلق بالنهاية العظمی . لقد كانت 
النهاية الصغرى سابقاً تحت القيد) = 7 "× » أصغر من ,۸ ؛ والآن ستكون النهاية 
الصغری على الفضاء اخزئی آکبر من ,2 ۰ ذا كان ,ك أي فضاء جزئی ذي بعدين من 
عو فان ؛ 

max R(X)S A» 

البرهان إذا كان د متجهاً من الفضاء الجزئي ومتعامداً مع التجه الذاتي الأول ×۰ فمن 
العلوم» من أجل هذا المتجه + الخاصء أن ,2< (۸ . ينتج عن ذلك مبدأ أصغر 
النهایات العظمی مباشرة : 
1 ك إذا جعلت () ۸ في نهايتها العظمی على کل فضاء جزئي مکن ذي بعدین 
,۰5 فان قيمة أصغر لنهایات العظمی هي ,1 : 


(3) 





۳ وب‎ = min | ۴ R(x) 
5 لايمكن للكمية الوجودة ضمن الحاضنتين أن تکون أصغر من , استناداً إلى‎ 
.3.. وتكون من أجل الفضاء الجزئى الخاص المولد بالتجهین الذاتيين الأولين مساوية‎ 
ننهي هذا البند بملاحظتين . أتمنى أن يدرك حدسكم أنهما صحيحتان دون براهين‎ 
يتوسع مبدأ أصغر نهاية عظمى من فضاء جزئي ذي بعدين إلى فضاء جزئی‎ ١ ملاحظة‎ 

دی زیعدا وینتج ۲ ْ 


المصفوفات العرفة إيجابيا o1‏ 


A. = min 
(A) و‎ 


۱ 


max R(x) 








1 في 5 
ملاحظة ۲ نبقی. في مسألة القیم الذاتية العممة ۰۸-20 جميع البادیء ذاتها 
صحيحة إذا جعلنا مقام نسبه رايلي ۰ عو ضا عن ««. إذا عو ضنا 5z‏ -+ ووضعنا 
التجهات الذاتية للمصفوفة 84 في أعمدة 5 فان (۸ تتبسط إلى الصورة 
ادع عد اي عفادن زج (۹( 


2 2 اتف 
x Mx 721 +... + 2+‏ 


لقد كانت هذه النقطة هی تقطیر الصفوفتین ۸و ۸ معا في البند (۳-۷). كل 


من الشکلین التربیعیین آصبح مجموع مربعات کاملة وکانت min  )(‏ = 2 مثلما 
كانت زج A‏ بالفعل ) عندما حعلنا فی نظام الاهتزاز دی الحتل: ۱ 


من الکتلتین ساكنة» فان التواتر الأصغر قد ازداد وتناقص التواتر الاعظم . 











el ۵۱۲ | 24 
-1[ عد ل‎ 1 || X> | | O 
0-1 21| اع‎ ۸ 








أنشىء الشکل التربيعي القابل ( 2 و رد و F(x‏ احسب المشتقات احز ثبة 


س وحقق أنها تنعدم عند الحل المطلوب . 

xX 

1 - ا - جر م هلا الثایت هو 
2 


(x -A 8 ( + const ۲-۶-۹‏ 3 و و 
ملأن الحد الذى قبله لايمكن أن یکون سالباً . (لاذا) ؟ 


"- ۳۲-6 او حد النهاية الصغرى 3 ادا و حلت 6 ان 33 ۱ لا = مول 


۸-٩ 


ابر ا خعطی 1۴ تطبيقاته 


1 3 م م طن 
3y‏ - ی ۳ .. ماهی المصفوفة الو افقة ل فو 


(x) < + ۳۳ bi << و۵ - رها‎ + bb, 


قارن © مع ۶ باهمال الثابت 2-۵ ماهي العادلات التي تصل إليها 
عند نهاية ۵ الصغری ؟ مادا كانت تسمی هذه الربعات في نظرية 
المربعات الأصغرية ؟ 

لكل مصفوفة متناظرة» احسب النسبة (×) ۸ من أجل الاختيار الخاص 
(1.....1) = × . ماهي العلاقة بين مجموع العناصر ‏ » مع ,۸و ۸؟ 
من أجل الصفوفة | 7 A=‏ أوجد اختياراً × يعطي أصغر قيمة 
ل () 7 بحیث ینتج الحد 2 > ۸ عن عناصر القطر . ما هي القيمة 
الااصغرية ل ()۲؟ 

إذا كانت 8 معرفة ٍیجابیاً» برهن. انطلاقاً من نسبة رايلى» أن أصغر 
قيمة ذاتية ل 8+ 4 آکبر من آصغر قيمة ذاتية ل 4 . 

إذا كانت ۸ أصغر قيمة ذاتية ل 4و + أصغر قيمة ذاتية ل 8» برهن أن 
أصغر قيمة ذاتية 0 8+مهي. على الأقل» أكبر من +۸ . (جرب 
المتجه الذاتي المقابل × في نسبة رايلي . ) 

تنبيه : يكن أن يكون هذان التمرينان أكثر نموذجية وأهم ماینتج عن 
مبدأ رايلي بسهولة» لكن ذلك ينتج بصعوبة من معادلات القيم الذاتية 
ذاتها . 

إذا كانت 4 معرفة إيجابياً » برهن انطلاقاً من مبدأ النهاية الصغرى 
للنهاية العظمى (۰)۷ أن القيمة الذاتية الثانية في الصغر تزداد 
باضافه 8 (A+B)> A (A)‏ ,2 . 


ق 


۱١-٤-٦ 


كمهت 


ا 


2-7 


۱۵--1 


المصفوفات المعرفة إيجابيا oY‏ 


إذا حذفت عمودين من ۰۸ ماهى التراجحة التى تتوقعها بين أصغر 
قيمة ذاتية در للمصفوفة الباقية والقيم الذاتية الأصلية ۸؟ 
أوجد القيم الأصغرية لكل ما يلي : 


2 2 2 ۱ ۳ 

د + دل رچ - وم د ۲ + دل و با س الى ويم 
د 3 2927 .. E od‏ 
5 7 22 دخ +4 [ 5 


برهن » انطلاقاً من (۳) أنه لايمكن أبداً ل (×) ۸ أن يكون أكبر من القيمة 
الذاتية 2. 
مبدأ النهاية الصغری للنهاية العظمی التعلق بالقيمة الذاتية ذات الترتیب 


Aj = mın ۱ 
5 


max R(X) 


x In 3 








() اذا كانت ۸ مو جبه » استنتج ال کل 5 يحوي متجها × يحقق 
R(x<)>0‏ . 


ت م 


۱ عب . ام ۱ 1 ۷ 

5 (y)=y' cACy /۷ ۲ <0 

(ج) استنتم أن القيمة الذاتية ال زللمصفوفة ۰6۸6 انطلاقاً من مبدأ 
النهاية الصغری للنهاية العظمی ۰ موجبة أيضا - نبرهن بذلك أيضا 
قانون العطاله (آقدم شکری حامعة مینیسوتا (Minnesot0‏ 

برهن أن آصغر قيمة ذاتية .ل ۸-74۸ ليست آکبر من النسبة ,0/۳ 
لعنصری القرنتین . 

يعطي القيمة الصغری ,2 ؟ بعبارة آخری» على أي ,5 تکون النهاية 


العظمی ل ( ×) ۸ مساو به A‏ 
۲-2-1 | بدون حساب للقیم الذاتية. فرر عدد الوجب والسالب والصفری من 


القيم الذاتية للمصفوفة 


0. Û [ 
js « 8 2 
A= g00 | 

1 2 . 0 


7 - ۵ طريقة العنصر الحدود 
لقد حوی البند السابق فکرتین أساسيتين : 

() حل النظام ۸۰-۸ يكافىء جعل ۸۲-8" -ر») م في نهایته الصغرى . 

(۲) حل النظام ١‏ مه يكافىء جعل ۸۲/۲ = ( ») ۸ في نهايته الصغرى . 
ريد الآن محاولة بیان كيف يكن تطبيق هاتين الفكرتين . 

القصة طويلة» لأن هذا التكافؤ معروف قبل أكثر من قرن. في بعض المسائل 
التقليدية » في هندسة البناء والفيزياء» مثل التواء صفيحة معدنية أو الحالات الدنيا 
للذرة (القيم الذاتية والدوال الذاتية) » كانت هذه النهايات الصغرى تستخدم للحصول 
على تقريبات ضعيفة الدقة للحل . فى بعض االات» يضطر قبولها ؛ كانت الأدوات 
الوحيدة المستخدمة هي القلم والورق وآلة صغيرة. لقد كانت المبادىء الرياضية 
موجودة ولكنها غير مطبقة . 

من الواضح أن الحواسيب الرقمية أدت إلى ثورة» لكن الخطوة الأولى لهذه 
الثورة كانت إهمال مبادىء النهاية الصغرى ؛ بدعوى أنها قديمة جداً وبطيئة جداً . لقد 
قفزت إلى الأمام طريقة الفروق الحدودة لأنه كان من السهل معرفة كيف يعطى 
لعادلة تفاضلية شكل منفصل . لقد رأينا سابقاً في البند (۷-۱) كيف عوضت كل 
مشتقه بنسبة فرقين . غطيت المنطقة الفيزيائية بشبكة وفي كل نقطة من خلية الشبكة 
كان ,۸= - »20+ »- . تمثل هذه المسألة بالمعادلة /-»4._ واهتم التحليل العددي 


الصفو فات المعر فة ااا ۵ ۳ ۵ 


في الخمسينات من هذا القرن بتطوير طرق سريعة لحل أنظمة ضخمة ومتناثرة. 

الشيء الذي لم ندركه تماماً هو أنه حتى مسائل الفروق المحدودة» تصبح معقدة 
بصورة لاتوصف من أجل مسائل هندسية فعلية مثل إجهاد طائرة أو التوتر الطبیعی 
محمجمة إنسان . الصعوبة ا حقيقية ليست في حل العادلاات بل بت یمهما . من أجل 
منطقة غير منتظمة» نحتاج إلى شبكة غير منتظمة مقسمة في وقت معا إلى مثلثات 
أو رباعيات أو رباعيات وجوه ثم نحتاج إلى طريقة نظامية لتقريب القوانين الفيزيائية 
الأساسية . بقول آخرء لایکتفی الحاسوب بالمساعدة في حل مسائل منفصلة بل يساعد 
أيضاً بصياغتها . 

بامكانك أن تخمر: كيف حدث ذلك . لقد عادت الطرائق القديمة من جديد 
ولکنها باسماء جديدة وافكار جديدة . الاسم الجديد هو طريقة العنصر الحدود 
والفكرة الجديدة جعلت من الممكن استخدام قدرة الحاسوب الآلى بصورة واسعة 
بتكوين تقريبات منفصلة وحلها واظهار النتائج-مثل أي تقنية أخرى في الحسابات 
العلمية . النقطة الأساسية . هي أن تظل الافكار الرياضية الأساسية بسيطة ؛ ومن الممكن 
أن تكون التطبيقات معقدة . انتقل تضخم هذه التطبيقات بعیداً من تصميم طائرة إلى 
دراسة آمان مفاعل ذری» ویجری الان نقاش عنیف لتمدید ذلك إلى ميكانيك 
السوائل . من أجل مسألة من هذا الستوی» الصعوبة غير التنازع فیها هي الکلفة - 
شيء رهیب ! بلغ التقدیر التحفظ للانفاق حتی الآن بلیون دولار . نأمل أن یهتم 
بعض القراء باتقان طريقة العنصر الحدود وآن یضعها فى الاستعمال الصحيح . 

لتوضیح هذه الطريقة ننطلق من مبدأ رايلي - ریتز ا۸ - #وزهار6التقليدي: 
ثم ندخل فكرة العناصر الحدودة الجديدة . يمكننا أن نعمل على العادلة التفاضلية 
ذاتها ()/< ۷۳ - بشروط البدء نفسها ۱(<0) = (0) ۰۷ وقد درست» من قريب :6 
بالفروق الحدودة. من الفروض آن هذه السألة ذات لانهاية من الابعاد» حیث 
استعیض عن التجه 5 بدالة وعن الصفوفة 4 بالمؤثر *:4*/۵-. إلا أنه يمكننا أن 








۳۹ الجبر الخطي و تطبیقاته 
نعمل بصورة مشابهة» ونظهر الشکل التربیعي الذي يطلب جعله فى نهایته الصغری › 
وذلك بتعویض الجداء الداخلی بتکامل : 

1 


| 
v رم‎ (-v" (Dax - | v() £ (0 ax 


11 





)۱( (۳ ب۸‎ -v "b= 1 
2 


على هذا التكامل أن يسعى إلى نهايته الصغرى على كل دالة «تحقق شروط الحدود» 
والدالة التي تعطي النهاية الصغرى التي ستكون ا حل » . لقد حولت المعادلة التفاضلية 
إلى مبدأ نهاية صغرى وبقي علينا أن نكامل بالتجزئة : 


1 
1 


۷) ۷۲ ( dx -| )۷( dx - نويه‎ 
(0) 





لذا عق ۷۶ | کر | = (۷)< 


۲) 
11 
0 


اد ؟ رر يساوي الصفر عند حدی التکامل و دلكث لآن 0-م هناك . التکامل 4 ۷ 1 


متناظر» مثل ×4 :۰ بالاضافة إلى کونه موجباً؛ لقد ضمنا الآن نهاية صغری . 

كيف وجدنا هذه النهاية الصغری ؟ حسابها بدقة یکافیء اما حل العادلة 
التفاضلية بدقة» إن هذه المسألة لانهائية الابعاد . ينتج مبدأ رایلی - ریتز مسألة ذات ۸ 
عدا باختیار « دالة تجربة» فقط ۷-...... ۰۰-۷ یقبل كل ترکیب من الصورة 

Vay V (+ V (¢)‏ ثم یحسب الت ركيب اللخاص 0 الذي یجعل () ۶ في 

نهايتها الصغری . لنعيد : الفكرة هي السعي إلى النهاية الصغرى على فضاء جزئي 
عوضاعن جميع الدوال « الممكنة» وجعل الدالة التي تعطي النهاية الصغرى ا بدلا 
من . 

إذا وضعنا ۷ عوضاً عن « » يأخذ التكامل الصورة : 


1 
1 ۱ ۱ 
JF dx.‏ م ۷ ۷ + وج مه ,۷ , ۷) - lx‏ يي 5 ۷ ۷ ت P(V)‏ )۲( 
۴ 5 5 0 ی ۳ ۱ 
لل ۱ الد ۱ ۷ ساب يس 3 : 7 : - 1 ۱ : ۰ 5 ۱ 


الصفو فات العر فة إيجابيا ۵۷ 
ااا ون متحه ۷ غ6 فان - 7y‏ د ( ۳۱۷۲ بظهر بأحد الاشکال التربيعية 


التی اعتدناها. عناصر المضفوفة 4 التی هی معاملات ول تساوی 
ٍ 1 8 5 ز 1 7 


۳ vy. fa E 
والركبة هي 7 | وهو معامل « . یکننا حتما ایجاد‎ | ۳:۲ ۸ 


لنهاية الصغری ل "ر - رر ؛ إن ذلك یکافیء حلط =«4 . بناء على 
(0) حساب امعاملات ۸و ظط )۳( جل النظام 0 - ۸۵ و )£( طبع اخل 
التقريبي ۷ ۷ + ... + ۴ كلا : 

کل شيء یتعلق با لخطوة الأولى . إذا لم تكن الدوال ۷ بسيطة جدا فان 
الخطوات الا خری ستکون فعلا مستحيلة . إذا لم يكن تركيب للدوال ۷ قريباً من الحل 
الصحیح »۰ فان هذه الخطوات لا نفع فیها . المسألة هي ترکیب الحساب مع الدقة 
والفکرة ال ساسية حعل طريقة العنصر الحدود ناجحة هي استخدام کثیرات ا حدود 
قطعة فقطعة کدوال تجرية ۷ . 

أبسط العناصر واکثرها استخداماً هو كثيرة الخطوط الخطية . نبدا بوضع عقد 
في النقاط ۸۸ = .... , 2۸,۰2 «قاماً مثل ما فعلنا سابقاً من أجل الفروق . فى 
النقطتن النهائلتن | -, ,0« تستدعي شروط البدء» أن تکون کل دالة ۷مساو به 
للصفر . لذاء فان الدالة ۷ هي داله سقف وهی تساوي الواحد عند العقدة «والصفر 
عند بقیه العقد (شکل 1-1 (4)). إنها متكائفة فى فترة صغيرة حول عقدتها وهی 
تساوي الصفر في أي موضع آخر . يجب أن يساوي کل ترکیب ,۷ «+....+ ۷۷ 
القيمة عند العقدة ز» لان بقية الدوال ۷ اصفار لذاء فان بیان هذا التركيب سهل 
الرسم (شكل ۹-1 -ب). 


۸ ۲ م ا حبر الخطي و د تطسقانه 


هذاینهی الخطوة الأولی . بعد ذلك» نحسب العاملات 47 ۷ ۷ + 


1 


فى (مصموفة الصلابة» ۸. الیل ۷ پساوی 1/١‏ فى الفترة الصغيرة الواقعة عن 
1 ۱ : 0 
تار «ويساوي ۴ - في الفترة الیمن 2 الا مر داته صحیح من أجل 7 قرب 





(a) (b) 


شکل( ٦‏ -1) الدوال العليا وتر كيباتها الخطية . 


عقدتها × وإذا لم يكن بين هاتين الفترتين اشتراك فان ا جداء ۷ ۷ يطابق الصفر . 
يقع هذا الاشتراك فقط عندما يكون : 


E 











او 


0 ۴ ۳ rir = 





۳ 1 
ارس و خت 2 
7 دا 


وعندئذ تکون مصفوفة الصلابة ثلاثية الأقطار فعلا : 


المصفوفات العر فة ایجابیا ۵:۳۹ 
1- 2 

-1 2 -[ 
-[ 2 
-1 


سب | 2۳ 


1- 
2 
2 | 
یظهر هذا. اما مثل حالة الفروق ! لقد آدی ذلك إلى ألف نقاش حو ل العلاقة بين 
هاتین الطریقتین . کثیر من مسائل العناصر الحدودة العقدة- کثیرات حدود من درجات 
علیا عرفت على مثلثات أو على رباعیات وجوه من أجل معادلات تفاضلية جزئية - 
قيعت أانقياء مصفوفات متنائرة ۸. يمكنك أن تعتبر أن طريقة العناصر الحدودة 
يقة نظامية لإنشاء معادلات فروق دقيقة على شبكات غير منتظمة» بحيث تقع طريقة 
العناصر المحدودة فى تقاطع طريقة رایلی - رايتز وطریقه الفروق المحدودة . الشی + 
الأساسي هو بساطة طريقة كثيرات الحدود قطعة فقطعة ؛ على كل فترة جزئية من السهل 
إن مركبات في الطرف الا هن جديدة . عوضا عن قيمة /عند ز× التي هي فرق 
محدود» أصبحت الآن متوسط /حول هذه النقطة : ۷۱/۵۲ | -5. ثم نحل في 
الخطوة (۳) النظام الثلاثى الأقطار ۸۰۶ الذي يعطى المعاملات فى دالة التجربة 
الخاصة ۷ بر+.....+ ۷ « = 0ا التي انهيت إلى نهايتها الصغرى . آخیرآ بالوصل بين 
هذه القيم العليا ربخط منكسر» نجد رسماً للحل التقريبي . 
مثال 2 “ی - بش ط بلء 0)>ت(1):* , 0 > (0) 2 الحل هو" موس ور .: سيستخدم التقريب 
ثلاث فترات ب + =۸ ودالتي سقف . المصفوفة 4 قد كونت من قبل» ويحتاج المتجه و 
إلى تكامل داله السقف مضروبه ب إعدة مر ات 1 عا آن << 6 فإن ذلك ينتح ضعفي 
المساحة الواقعة نحت السقف : 


ور 
| 


4 1 





ذم | نا ۵ | نیا 





جل 6 - ترم هو وک y=)‏ . للا فان أفضل ۷ هو + لا فى هذه الحالة . 


2۳ اخبر اخطي وتطبیقاته 


يتمق هذا ا حل مع ا حل الصحيح 2 د = » آو 5 - <) في نقطتي العين . 

في أمثلة أكثر تعقيداًء لن تكون التقريبات صحيحة عند العقد ‏ 
ولكنها قريبة بصورة ملاحظة . النظرية الأساسية مشروحة في كتاب للمؤلف : 47 
Analysis of the Finite Element Method‏ الذي كتب بالاشت اك مع Georges Fix‏ 
( 1973 1۵11 neم۶)‏ . تعطی كتب آخری تطبيقات هندسية وأنظمة حاسوب . لقد 
أصبح مو ضوع العناصر المحدودة جزء مهما من التعليم الهندسي ؛ وقدعولج 
بتوسع ابيز فى كتابي الحديد Introduction to applied Mathematics‏ 
Wellesley __ Cambrdge Presse 1986 (‏ ) . كما انتی ناقشت هناك معادلات تفاضلية 
جزئية » عندما جاءت الطريقة فعلاً بصورة مستقلة . 


مسائل القیم الذاتية 

إن فكرة رايلي - رایتز التي تستدعي السعی إلى النهاية الصغفری على مجموعة 
من الدوال ۷ ذات عدد منته من الابعاد» عوضاً عن جمیع الدوال المقبولة د مستخدمة 
في مسائل القیم الذاتية مثلما كانت مستخدمة في معادلات الحالات الثابتة . فى هذه 
ا لمرة ستکون نسبة رايلي هي التي تسعی نحو نهایتها الصغری . نهایتها الصغری الحقيقية 
هي التواتر الأساسي 4 وستزداد نهایتها الصغری التقريبية ۸ عندما نقصر صنف 
دوال التجربة « على الدوال ۷. ستکون المسألة التفصلة سهلة الانقیاد من جدید» 
ويمكن» فعلاء للمبدأ أن يطبق» وذلك فقط عندما تکون الدوال ۷ سهلة الحساب . 
ومع ذلك فان الرحلة التي آخذ فیها بهذا البد خلال الثلائین سنة الماضية» كانت 
طبيعية اما وحتمية : تطبیق آفکار العنصر الحدود احديدة على هذا الشکل التحولی 
لسألة القيم الذاتية الذي توطد منذ زمن طويل . 

أفضل مثال لذلك هو التالى وهو الأكثر بساطة : 

u (0) =u (1) =0 ب‎ - u" =u 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 05 


التجه الذاتى الأول هو 2 «نء =» ٠‏ المقابل للقيمة الذاتية "7 - ۸ . تعطى الدالة 
2 نو = « النهاية الصغرى فى نسبة رايلى المقابلةء 


۱ 1 
2م | عه ررم م | 2 2 ۶ 
تس پوت الى ي 


فيزيائياً» تلك هي النسبة بين الطاقة والقدرة احرکية» وهي متوازنة مع التجه 
الذاتی . عادة» يكن أن یکون هذا التجه الذاتی مجهولاً. ولتقریبه» نقبل» فقط ء 
الدالة الر شحة لذلك ,۱۷,۷+ ... + ,۷ ,اع ۷ : 
1 
E OER Ax‏ ,' ۱۷ ۷) | 


ی 
dx‏ م كذ ۱ ۷ ۱ ۷) | 
0 





نواجه الآن مسألة إنهاء النسبة ,"ر / رر إلى نهايتها الصغری . إذا كانت ۸١‏ 
مصفوفة الوحدة. فان ذلك يؤدي إلى مسألة القيم الذاتية المعتادة «2=«ه . لكن» 
يمكن لصفوفتنا أن تكون ثلائية الأقطارء وهذاهو الوضع الذي ظهرء فعلا في مسألة 
القيمة الذاتية ا معممة . قيمة النهاية الصغری ۸ هي آصغر قيمة ذاتية للنظام ۸-2 
+ ستكون قريبة من . التجه الذاتي المقابل « سيعطي تقریباً إلى الدالة الذاتية : = U‏ 


مثلما هو في مسألة الاحصاء يكن تلخيص الطريقة بأربع مراحل )١(‏ اختيار 
۷ ) حساب ۸ و ۸۷ (۳) حل ۱۷ د جم ¢ )٤(‏ اظهار و 2 لا آدري لماذا تبلغ 
الكلفة ملیارا. 


0۳ 


۱-۵-1 


عدم 


و 


استخدم ثلاث دوال سقف ب 2 = ۸ لحل 2 =“ 4 بفرضص 

1(=0) » - (0) » وتحقق من کون التقریب یتفق مع" + - + - » عند العقد . 
حل 7 “» - بفرض أن 0 - (1) ۷ -(0)» » ثمء حلها بالتقریب بدالتین 
سقفيتين وب < < ۸ . أين يقع الخطأ الأكبر ؟ 

نفرض أن 2=“ - بشرط بدء 0-(1)“ + ,0 (0)» . الشرط المفروض 
علی 82 (طبیعی ‏ ولا يفرض على دوال التجربة. ب - =۸ سیکون 
هناك دالة نصف - سقف ,۷إضافية تتحول من 0 إلى 1 بين ك =×و »× 


E 


۱ e 
و4 وحل - ۸ من أجل‎ — 1 210 {x 1 س‎ (۷ ) (x احسب‎ 


حل العنصر المحدود و ا ان 
حل 2= 4- بدالة سقفية واحدة ولکن ص عقدتها في 2 =× بدلا 


0 
د 


0« فارن تقر یب الى لعتص المحدود مع اخل الصحيح “د - برد با . 
تتطلق طريقة غالیر كن 00/6۳۷ ععادلة تفاضلية ( مثل (SF‏ 
بادلا من الس بالكل التربيعي ۶ إلى نهايته الصغری . یبقی 


= ۲ , (ار سم هذه الدالة ¥( بالشوط الابتدائى = (1) u‏ = (0) » 


حعل الفرق بين »و متعامدامع كل ¥ 


۷۵ ۶ | = عه rea) Vj‏ جاور راوج 


ی 


الصفو فات العر فة إيجابيا ۳۳ 


کامل بالتجزئة لتصل إلى ی =« مثبتاً بذلك أن طريقة 4 غالی رکین تعطي ۸ 
و ١‏ نفسهاكمافي طريقة رایلی - ریتز . 


P(y) = ۱ yJ AY : 0 ا : ( ۲ ۸ ۱۸0 (و 1 ۸ - 0 زر‎ 9 ۵ 1 


النهاية الصغرى الطلقة ل هي ها 4 - «. النهاية الصغری على الفضاء 
الجزئي لدوال التجربة هي « الأكثر قربا من ۸۱۸ لأن ذلك يجعل الحد 
الأول من الطرف الأمن صغيراً بقدرالأمكان.. (هذا هو آساس تقارب 
۷نحو ‏ . إذا كان 4-1و (۰۸<۲۱,0,0 فما هو مضاعف (۱.۱,۱) ۰۷ 
الذي یعطی آصغر قيمة ل ۲۲ 


۲ ف سوت ` ۳ ا ت ا ۱ کر را 3 5 
من اجل داله سقف واحدة متمركزة عند - = ×احسب dx‏ | ده 


A=A/ ۲ ۱ تعطي مسألة القيمة الذاتية ذات النوع‎ m= | vay 
هل هذه القيمة هى آکبر أو أصغر من القيمة الذاتية الحقيقية 7= ؟‎ ۸ 
۲2 20-2 من أجل دالتي السقف ,۷۰۷ المتمركزتين عند لك = 0= د و‎ 
اس & ,۷ |= مصفوفة الكتل ذات او 2وا‎ 
.)۱۱-۳-( مسألة القيم الذاتية 20/0 - ۸۰ الواردة في التمرین‎ 
ماهي مصفوفة الکتل ,۷:۷ | = #من أجل «دالة سقف‎ 


ب )1+ hn=1/(n؟‏ 








رفس (سیر 


حسابات بال مصفو فات 


۱-۷ تهید 

لد كان هدف هذا الكتاب تفسير بعض الأجزاء التطبيقية من نظرية المصفوفات . 
بمقارنة ذلك بالنصوص العتادة للجبر الخطي النظري. نلاحظ أن النظرية الأساسية لم 
تتغير بصورة جذرية ؛ هناك نقطة من أهم النقاط التعلقة بهذا الوضوع هي أن الجانب 
النظري أساسى حقاًء من أجل التطبيقات . الاختلاف الوحيد هو تغير النقاط التي 
يجري ابرازها وفق وجهة نظر جديدة . يُظهر الحذف أكثر من طريقة لايجاد أساس 
لفضاء الأسطرء كما أن طريقة غرام_شمیدت لم تعد مجرد برهان : لكل فضاء جزئي 
أساس نظامي متعامد . نحن» فعلا بحاجة لهذه الطرائق كما أننا بحاجة لوصف 
ملائم لعمل العلاقتين ATLAS OR‏ 

سیقدم هذا الفصل مزيداً من الخطوات في الاتجاه ذاته . نعتقد أن هذه ا لخطوات 
محكومة بالضرورة الحسابية» آکثر من الاناقة بالتعبيرء ولا ندری ماإذا كان من 
الضروری الاعتذار عن ذلك . إن ذلك يجعلها تظهر سطحية ولكن ذلك خطأ . إننا 
لانزال نتعامل مع آقدم وأهم المسائل الأساسية للموضوع ×4×»=2و ۸<۵. مع ذلك 
لايزال لكل من هاتين العلاقتين تقدير فعلي من قبل جيل الرياضيين الحالي . يوجد 
حالياًء في التحليل العددي نوع من انتقاء الاصلح» ونريد هنا وصف بعض الأفكار 
التي لاتزال حية حتى الآن . إنها تقع في ثلاث فئات : 


۵۳ ۵ 


0۳۹ اخبر اخطي وتطبيقاته 


۱-تقنیات لحل ١‏ - ۸۰. الحذف طريقة متازة للحل الا من أجل بعض السائل 
الخاصة التي لها خواص استثنائية- كما یحصل غالبا لأي مسألة . سنرکز مناقشتنا على 
الخاصة التناثرية حیث أكثر عناصر ۸ آصفار وعلی توسیع طريقة التکرا رآکثر من 
الطرائق ا مباشرة وذلك لحل النظام 6 = :۸ . إحدى الطرائق التكرارية هي «التصحیح 
الذاتي» التي تکرر التصحیح مرة بعد مرة . لن نصل أبداً إلى الجواب الصحیح ؛ ولکن 
هدفنا سیکون التقرب منه بسرعة آکبر من سرعة طريقة الحذف وسیکون ذلك مكنا في 
بعض السائل ؛ في كثير من السائل الأخرى» سیکون الحذف آکثر سلامة وإحكاماً 
فیما إذا استغل وجود الاصفار . لاتزال هذه الناقشة بعيدة عن نهایتها وسیکون هدفنا 
الأول تعیین الشروط التي تضمن لنا التقرب من الحل الصحیح و A‏ وما یتحکم 
بسرعة ذلك . سنطبق بعد ذلك هذه الشروط على طريقة زيادة الاستر خاء وغیرها من 
قواعد التکرار وذلك في البند (4-۷). 

۲- تقنیات حل النظام × = ×4. تعد مسألة القيم الذاتية إحدى آروع |نجازات 
التحلیل العددي» فقد عرفت بوضوح واصبحت آهمیتها جلية . لم یتمکن قبل زمن 
قلیل أحد من معرفة حلها. لقد اقترحت عشرات الطرائق وعما لاشك فيه أنه لا يكن 
ترتيبهاء من حيث الافضلية» ترتيباً صحیحا؛ الامر كله یتعلق باتساع الصفوفة ۸ 
وخواصها وبعدد القیم الذاتية التي نبحث عنها . بقول آخر» من الخطير جداً أن نطلب 
إلى مركز حسابات برنامجاً جزئياً للقیم الذاتية دون معرفة أي شىء عن محتواه. 
(طبعاً آمل أن لانحتاج إلى التحقق من کل تعبیر من تعابیر فورتران) . لقد اخترت 
فکرتین أو ثلاثا حلت محل کل ماسبقها تقريباً : طريقة 70 و جماعة طرائق القوی 
والطريقة التي تجعل مصفوفة متناظرة ثلائية الأقطار . 

الطریقتان ال ولیان تكراريتان والثالثة مباشرة . تقتضي مهمتها عدداً منتهياً من 
اخطوات ولکنها لاتنتهي بالقیم الذاتية ذاتها وإنما بمصفوفة آکثر تبسیطاً تستخدم في 
حطو ات التعر ار . 


۳ - العدد الشرطي لصفوفة . سیحاول البند (۲-۷) قياس حساسية ا حل : 
إذا حولت 4و #بصورة طفيفة فما حجم تأثير ذلك على ۶" 4= «. قبل الانطلاق فى 
هذه المسألة» نرید أن نظهر عقبة (من السهل التغلب علیها) . لقد وجدت طريقة لقياس 
التغیر 84 وتقدیر حجم 4 نفسه . لقد عرف سابقاً طول متجه ونحتاج الآن إلى تعریف 
نظیم مصفوفة > ثم العدد الشرطی وحساسية 4 الذین ینتجان مباشرة عن نظیم ۸و ۸ 
. إن مصفوفات هذا الباب مربعة . 


- ۲ نظيم المصفوفة وعددها الشرطي 
الخطأ والتخبط أمران مختلفان . الخطأ غلط بسيط من الحتمل أن يقع فيه رياضي 
أو حاسوب عتازان: التخبط آکثر خطورة وآکیر من جت القدر . عندما يدور خاس تبت 
عددا إلى الرتبة الثامنة العنوية» مثلا فان ذلك خطاً ؛ ولکن عندما تکون المسألة شديدة 
الحساسية بحیث أن خطأ التدویر هذا یغیر الحل كلياً فمن المؤكد أنه ارتکب تخبطاً. 
سيكون هدفنا في هذا البند تحليل تأثير الخطأ بحيث يمكننا عندئذ تحاشي التخبط . 
سنتابع الآن المناقشة التي بدأناها في الفصل الأول مع  :‏ 


0001 ۱ 


=| ۱ 


uid! ۱‏ 1 8 3 ۱ 
نتطلب أن تکون ۸ حسنة الشر وط وآن لاتکون بصورة خاصة » حساسة لأخطاء 
التدویر إلا إذا طبق الحذف بطريقة سيئة» فان الصفوفة تصبح عندئذ» شديدة 
الحساسية . من التخبط قبول 0001. أول محور وعلینا أن نصر على اختيار أكبر وآمن 
ودلك عبادلة بين سطري '4. عندما نجري «محورة جزئیة» فى طريقة امحذف» فان 
الحاسوب یبحث بصورة آلية عن الحور الكبيرء وعندئذ» لايمكن للمقاومة الطبيعية 
لأخطاء التدویر أن تسوی. ۱ 


۳۸ الجبر اخطي وتطبیقانه 


كيف نقیس هذه القاومة الطبيعية ونقرر متی تکون مصفوفة حسنة الشروط ومتی 
تکون سيئة الشروط ؟ إذا حصل تغییر طفیف في ۸ أو في ۸ فما هی ضخامة التغییر 
الذی يضيب ال ر 

نبدأ بإجراء تغییر على الطرف الأيمن وذلك من «الی ۶+80 . يكن لهذا الخطأ 
أن یکون ناتجاً عن معطیات التجربة أو عن التدویر؛ یکننا أن نفترض أن 80 صغیر 
ولکننا غير قادرین على معرفة اجاهه . یتغیر الحل بالقابل من + إلى ۵7 + : 


0 +م = (8 +) ۸ لذا نحد بالطرح 6 = A (6x)‏ 


هذه الحالة» بصورة خاصة سهلة؛ نعتبر 80 ممثلة لجميع الاضطرابات . تقدر 
الاضطرابات الناتجة عن ذلك ب 8 8-۸ . سیکون هناك تغییر کبیر فى الجواب 
عندما تکون ‏ ۸ ضخمة- 4شاذة تقر ا وسیک هذا التغییر» بصورة خاصة» كسا 
عندما یکون اتجاه التزاید 80 بحيث یتضخم كثيراً بوساطة ۸۲ . 


للبدء» نفرض أن ۸ متناظرة وقیمها الذاتية موجبة 2 > .2 2 2 >0 . إن آي 
متجه 85 سیکون تركيباً خطياً فى التجهات الذاتية الواحدية القابلة «..... « وان 
أسواً الا خطاء هو خطأ في اتجاه التجه الذاتی الأول «. العامل يعنى أن كلا من 80 
و ×0 صغير . 
إذا كان ,86 فإن كك - بق )01 
1 


يتضخم ا خطأ ذو الطول || 5|| با معامل .1/3 الذي ه وأكبر قيمة ذاتية للمصفوفة "۸ 
. سيكون التضخيم أكثر كب رأًعندما تكون ,۸ قريبة من الصفر فتكون الصفوفة القريبة 
من الشاذة هى الأكثر حساسية . 

هناك عائق واحد لقياس هذه الحساسية» وهو عائق خطير . لنفرض أننا ضربنا 
جميع عناصر 4 بالعدد ۰۱۰۰۰ فان ,2 تضرب بالف» أيضاًء ويمكن. عندتذ » أن 
بدو الصفوفة آقل شذوذاً . ان مثل هذا التدریج امحدید للقیاس غير قادر على جعل 


مصفوفة سيئة الشروط مصفوفة حسنة الشروط . صحیح أن ×ة قد صغر بمعدل ۱۰۰۰ 
ولکن احل ۶" ۸- سيكون کذلك . آما الخطأ النسبي || *|| 7 || ×ة|| فسیبقی كما 
كان قبل . العامل || ×|| امو جود في القام يسوي المسألة مقابل تغيير تافه في سلم القیاس . 
بالوقت ذاته» توجد تسوية مقابلة من أجل 8 : مسألتنا هی مقارنة التغیر اللسبي 
| ۱/۷ ذة| با خطا النسبي || ۰ / || +ة| . 

تظهر أسوأ حالة عندما يكون البسط || ×ة|| كبيراً يقع الاضطراب في اتجاه 
التجه الذاتی «-وعندما يكون القام || ×|| صغيراً. سيكون الحل غير الضطرب × 
صغيراً بقدر الامكان مقارنة ب 5 غير الضطرب . وهذا يعني أن ا مسألة الأصليةط= +۸ 
قد تكون في الوضع الأقصى الآخرء في اتجاه التجه الذاتي الأخير x‏ : 


20 ورك‎ ka 


إن هذا التركيب بين +ع -+8 و ×= ط سيجعل الخطأ النسبى كبيراً. هذه هي 
احالات القصوى فى المتراجحات التالية : 
7 -ألكل مصفوفة معرفة إيجابياًء يحقق الحل "4= + والخطأ ۸۵۵ = :8 دائما 


مایلی : 


ادا کان ,مدع هم فان 


أ > ءا ۲ افا < ابا (۳) 


لذلك يكون الخطأ النسبی محدوداً كما يلى : 


انها .2 < عدا 5 
اما 2٠‏ اما 











تدعى النسبة ۰ 73 <= ,۰<2,/2 بالعدد الشرطي للمصفوفة 4. 


MIX min 


o£.‏ اخبر اخطی وتطبيقاته 
مثال ١-‏ القيمتان الذاتيتان للمصفوفة : 

4 | 

8 - 1 1000١ ۱ 


هما بالتقریب ۰2-2 2/ "۸-10 . لذا یکون عددها الشرطی مقارباً للعدد 
0 =»» وعلینا أن نتوقع تغييراً فاضحاً في الحل ناتجاً عن تغیرات عادية جداً في 
العطیات . لقد قارنا فى الفصل الأول. المعادلتين ٠“‏ - “×4 و ط= :۸ : 
2 ح د بر ديم : u+v=2‏ 
ıı + ۱.0001۷ = 2: u + 1.0001: = 2.0001.‏ 
لقد تغير الطرف الاين بالمقدار 10 || طة|| »فقط. فتحول الجواب 
مخ اور 2ص إلى = هناك خطأ نسبی 


abl ا‎ axl _ ۱۱,۱۱ 2 
“`. ا‎ 


2. 10 ۱ ا‎ 
۱2, ol 2 


اھا 





بدون القيام بأي اختيار للاضطراب ( × و 0 یصنعان زاوية قدرها ٠٤٥‏ مع 
اخالات الخاطئة . التى تعتبر من أجل العدد 2 الضائع . واقعة ميث 210و الامکان 
الأقصى 0-410 فقد حصل تغيير ضخم في الحل . 

لنلاحظ أن العدد الشرطي ءلم يتأثر مباشرة بضخامة المصفوفة ؛ إذا كانت = ۸ 
١‏ أو حتی 21/10 4» فان العدد الشرطي هو 1- 722 2 -ه. بالمقارنة» تجد أن 
المحددة مقياس رهيب لسوء الشروط ۰ وذلك لأنه لاتتعلق» فقط » بتدريج المقياس 
بل بالمرتبة ” أيضاً؛ إذا كانت 1/10 4 فان محددة ۸ هی ”10 . فى الحقيقة» هذه 
الصفوفة شاذة تقريا » ولکنها جيدة الشر وط بقدر الامکان . 


حسابات بالصفوفات 13 


مثال ۲ لننظر في مصفوفة الفرق الحدود ذات النوع << , 
2 
[ - 
[ ساي بي 
| للم 1- 

إن أكبر قيمة ذاتية لهذه المصفوفة تقارب 4 = 2 وأصغر قيمة ذاتية لها تقارب ۸/ ۲ - ۸ . 
لذاء فإن عددها الشرطي يساوي تقريباً « + = ء » وفی هذه المرة» ستكون علاقة 
العدد ء بكبر « حقيقية . الافضل أن نقرب = “»- بزيادة عدد المجاهيل » والامر 
الصعب. هناء هو حساب القيمة التقريبية . إنها لاتكتفي بازدياد الطول بل سيزداد 
تأثرها بالتدویر . عند بعض نقاط التصالب. تودي الزيادة في ۸ . فعلا» إلى جواب 
ردیء . 

لحسن حظ الهندسین» یظهر هذا التصالب عندما تکون الدقة في الاصل إلى 
حد ماء جيدة. قد يقع حاسوب نموذجي » |ذا كان يعمل في حالة دقة فريدة» في خطأ 
تدوير من رتبة 10. إذا استخدم التقريب 2100 من المجاهيل» فان 5000 -م. 
وعندها يتضخم مثل هذا الخطأ برتبة لاتزيد على "10 »وهو مع ذلك» أكثر دقة من 
أي قياس معتاد . ولكن قد يقع اضطراب مع عشرة ألاف مجهول أو مع تقريب فروق 
محدود لمعادلة تفاضلية من مرتبة عالية مثل (+)م/- ۰۸۳/۲ حيث يكبر» من أجل 
ذلك» العدد الشرطی حتی الرتبة "". 

لم يستخدم محلیلنا: حتی الان» سوی الصفوفات التناظرة ذوات القیم الذاتية 
الوجبة . يمكننا بسهولة حذف كونها موجبة أو استخدام القيم المطلقة ؛ يصبح عندئذ 
العدد الشرطي 12.١‏ ۱۸۱/۸۷۰ يعههم-» . لكن أهمال فرضية التناظر » كما نريد أكيداً 
فعله ۰ يؤدي إلى تغيرات رئيسية . من السهولة رؤية ذلك على المصفوفتين : 
)0( 
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كل قيمة ذاتية لهاتين المصفوفتين تساوي الواحد . لكن من المؤكد إن التغير النسبي في 
د محدود بالتغیر النسبي في ۰۸ آمر غير صحیح ؛ لايعطى العدد الشرطی بالعلاقة 
1= #/ 7 . لنقارن الحلين : 


۳۳1/1 


ار 100 | _., |0 
| =× عدا | |= م 





مقابل تغير قدره /.١‏ في # حصل تغير يساوي مئة ضعف في × : معامل التضخيم هنا 
يساوي 100 . لما كان » يمثل الحد الأعلى للتضخيم» فان عليه أن يكون على الأقل . 
اوا 0 . الصعوبة التي تكمن في هاتين المصفوفتين هى کون وجود عنصر 
ضخم غير قطري في 4 يؤدي إلى وجود عنصر مائل في الضخامة في 4-الامر 
الخالف للتوقع الحدسي الذي یفرض أن على ۸ أن تزداد صغراً عندما تزداد ۸ كبراً. 
لایجاد تعریف خاص للعدد الشرطي » علینا أن نعيد النظر في العادلة (۳). 
لقد جربنا جعل × صغيراً و »۸ = ط كبيراً. (تظهر الحالة القصوی عند التجه الذاتي 
٠×‏ عندما تکون النسبة ۸7 مساوية فعلاً 2 . الشيء الوحید الختلف عندما 
لایکن أن تکون ۸ مصفوفة متناظرة هو : فد توجد النهاية العطمی للنسبة 
|| 7] × 4م ن أجل متجه × لايساوي متجهاً ذاتاً. تبقی هذه القيمة العظمى : 
مع ذلك. قیاسا ممتازاً حجم الصفوفة ۸ ؛ یسمی هذا العدد نظیم الصفوفة ويمثل 
بالرمز || 4 . 
۷ب نظیم الصفوفة ۸ هو العدد العرف كما يلى : 


اس م = زم 5 


ایا ”** 
بقول آخرء || 4|| يحدد «قوة تضخیم» المصفوفة : 
ادا ۸۱| > ااعهاا لكل متجه × )۷( 
تتحقق الساواة من أجل قيمة غير صفرية واحدة + على الأقل . 





حسابات بالمصقوفات o‏ 


سيكون للمصفوفتين 4و "۸ الواردتين فى المعادلة (5) نظيمان واقعان بين ۱۰۰ و 
۱ . بعد قلیل» سنحسب ذلك بالضبط . لكن نريد: آولا» آن نتتهی من الترابط 
بين النظیم والعدد الشرطي . لاکان +۸ مو 80 8-۸ فاننا نحد مباشرة من التعریف 
(۷ أت : 

lll > all |‏ و lla "ll lanl‏ > م2 )۸( 
إن ذلك تعويض للعلاقة (3) ۰ عندما تكون 4 غير متناظرة؛ في حالة التناظر يكون 
العدد || ۸/| مطایقاً و || ۸/| مطابقاًل ,۱/2 . التعويض الصحيح للنسبة 


۸ هو | 4| .|| 4 - الذي هو العدد الشرطي . 


۷ج العدد الشرطی للمصفوفة ههو ||"ه| اله|| = » ویحقق الخطأ النسبی : 


امه 5 |02 )۹( 


اما تا 


إذا احدثنا اضطراباً فى الصفوفة 4 عوضاً عن اضطراب الطرف الأيمن 6 » فسیکون 
anl‏ اقا 57 


اما اه +عا 











التر اجحة (9) صحيحة لكل ( ولكل 85 وهی ام جداء التراجحتین الواردتین في 
(8) . یلاحظ أن العدد الشرطی نفسه يظهر فى (10) ۰ عندما تکون الصفوفة ذاتها 
مضطربة : ادا كان 6 < ۸47۲ و 6 - ( 6 + (A +۵۸ ( (x‏ فانه پنتج بالطرح 3 


Ax = - 4 (QA) + و (جت‎ AQ + 0۸0+ û») = ) 


الضربت ب ۸ یضخم أي متجه با لايزيد على النظيم || ۱8۸ لذاء فان الضرب 
افو "یشم با ید علی ا وه 
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lla lÎ llaall llx + axl.‏ > ام 





۸۱ , = ||م2|| |۸۰۱۱ > اجه 


ام ام + |x‏ 

تعنى هاتان التراجحتان أن لخطأ التدوير مصدرین : الأول هو ال حساسية العتادة 
للمسألة التي تقاس بالعدد » . والثاني هو الخطأ الواقعى «5 أو 54 . لقد كان ذلك 
أساس تحليل الأخطاء لويلكينسن ١٥ء۷1۸1‏ . لما كانت طريقة الحذف تنتج 
» عادة عاملین تقریبیین هما “1و ۷ ریق و وروی بو 
- وا و 1[ = ۸ . لقد برهن أن الحورة 
اخزئية كافية لكى تبقى ۵4 تحت المراقبة ‏ انظر كتابه Rouinding Errors 1n Algebraic»‏ 

وه ۱۳۳۵- لذاء فإن العدد الشرطي © يتحمل خطأ التدوي ر كاملا . 


قانون للنظ, للنطيم 

يقيس نظيم ۸ أكبر تضخيم يصيب متجهاً (متجها ذاتياً أو غير ذاتي) بوساطة 
صرب مصهوفي : ) ۱ د / ۱ MAX ( | Ax‏ = ۱ ۳۸ . نظيم مصفوفة الو حدة يساوي 
الو احد. خساب «معامل التضخیم» هذاء بصورة عامة» نربع الطرفين : 








)1١١( ۳۹ وو‎ 
ma Ê يي‎ - 
۳۹۳ ا‎ 


یعید ذلك إلى الذاكرة تناظر ۸۸ ونسبة رایلی التعلقة بها . 


لاد نظيم 4 هوالجذر التربیعی لاکبر قيمة ذاتية للمصفوفة ۸۸ 
( 44 بر 22 "| ۰۱۸ عندماتکون ۸متناظرة فان "۸ = ۸۸ ویکون عندئذ 


النظیم أكبر قيمة ذاتية (بالقيمة الطلقة) : :2 ×" = || ۰۸ في کل حالة» یکون 
النجه الأکثر تضخماً هو التجه الذاتی للمصفوفة 4۸ القابل لذلك : 


۲ 1 
x A Ax 3 X (A max) 


1 1 
ان‎ 2 XX X1 


ملاحظة ١‏ ليس من المعتاد حساب النظ, لنظيم والعدد الشرطي لصفو فة ۸ في المسائل 
العملية» بل يقدر تقديراً. ليس هناك وقت لحل مسألة قيم ذاتية من أجل 
û OAR)‏ 


۳11 


4= ۸ 
All .‏ - پروون با = 





ملاحظة ۲ يطبق العدد الشرطي على المعادلة النظامية ۸ ۸ = ×۸4 في مسألة الربعات 
الأصغرية. العدد الشرطي ( ۸ ۰۸ هو مربع (۰)۸. قد یغیر تکوین ۸ ۸ مسألة 
سليمة إلى آخری معيبة» وسیکون من الضروري استخدام إما طريقة غرام ‏ شمیدت 
أو التحلیل وفق القيمة الشاذة ",2۵ 0 < ۸ . 

ملاحظة ۳ 0 عناصر الصفوفة القطرية :۰2 هي القیم الشاذة للمصفوفة ۸ وستکون 
مربعاتها هي القيم الذاتية للمصفوفة ۸۸ . لذلك سيكون 2 » < | 4|| قانوناً آخر 
للنظيم. تحافظ الصفوفتان © و ,9 القاتمتان علی الاطوال في 
| یه = ,0| = || حهلاء لذا فان آکبر معامل تضخیم هو آکبر الأعداد 6. 
ملاحظة 6 لایژثر خطأ التدویر فى العادلة ۸ = ۸۰ فقط بل يؤثر أيضاً في العادلة = ×۸ 
. إن ذلك يثير سؤالاً جديداً : ماهو «العدد الشرطی لمسألة القیم الذاتية» ؟ الجواب 
الذي يتبادر للذهن خاطىء؛ ليس هو العدد الشرطي للمصفوفة نفسهاء بل هو 
العدد الشرطي للمصفوفة المقطرّة 5 الذي يقيس حساسية القيم الذاتية . إذا كانت دا 
قيمة ذاتية للمصفوفة + ۸ فان بعدها عن إحدى القيم الذاتية للمصفوفه ۸ هو : 


اما ص ح اقا ا ااا > 2 با (؟١)‏ 
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في الحالة التي تكون فيها 5 مصفوفة قائمة ۰۵ تكون مسألة القيم الذاتية حسنة 
الشروط تماماً : 1= (0)ء» ون الفرق ۲-2 بين القيمتين الذاتیتین لن يكون آکبر من 
التغیر ٤‏ فى المصفوفة ۸. يحدث ذلك عندما تكون التجهات الذاتية نظامية متعامدة- 
إنها أعمدة 5. لذلك تكون أفضل الحالات عندماتكون ۸ متناظرة أو بصورة أعم 
عندما یکون 44 = ۸۸ . أي عندما تكون المصفوفة 4 نظامية» ومقطرتها 5 مصفو فة 
قائمة ©(البند )١-٠١‏ وقيمها الذاتية حسنة الشروط تاماً. يمكنك أن ترى وجود 5 فى 
قانون الاضطراب بصورة منفصلة» في کل قيمة ذاتية : إذا كان × العمود ذا الرقم » 
في 5و السطر ذا الرقم »في "5 فان : 
7 
حد من مرتبة ˆ || | + دا 2 ۸ - لا IT,‏ 
عملیا فان ٤×‏ « تقدير وافعي جيد لتغیر القيمة الذاتية . هدف أى طريقة 
جيدة هو أن تبقى مصفوفة الخطأ 2 أصغر ما يمكن ‏ عادة ‏ یحصل دلك بالا صرار 
كما تمعل 08 في البند التالی على المصفوفات القائمة فى كل من خطوات التکر ار . 


۱-۲-۷ إذاكانت ۸ مصفوفة قائمة ۰0 برهن أن 1 = | @|| وكذلك 1= (0)ء 
. المصفوفات القائمة (وكذلك مضاعفاتها 00) هي وحدها المصفوفات 
الحسنة الشروط بصورة كاملة . 

۷ ماهوالمتراجحةالشهيرةالتيتعطي 
| 8|) + | عها| > | × ( 8 + 4)||؟ ولماذاينتج عن (6) أن : 
١8لا‏ + اها > | ۸+2 


۳-۲-۷ فسرلاذا || | || | | ۱۸ > | عقم| واستنتج من (6) 


۱۰-۲۷ 


أن || ۱/2 .|| ۸۸| > || ۰۸8 برهن أن ذلك يؤدي» أيضاًء إلى 
.c(AB) > c(4) .c(B)‏ 

احسب من أجل المصفوفة العرفة إيجابياً 
la = ۱‏ 2= || ۸| و 2/< (4)ء . أوجد طرفاًأيمن و 
وافسظراما ##ابحبية يكوت نظا أسوا سا کین 
lax l/l l= ells ۱۸۸۱‏ 

برهن أنه إذا كانت 2 أيقيمة ذاتية للمصفوفة 4 وكان ×2 = ×4 فان 
| 4| > 2. 

أوجد النظيم الحقيقي للمصفوفتين الواردتين في (5) . 

برهن انطلاقاً من التمرين (۰-5-۵ أن |" 4| = || 4| وذلك 
بالمقارنة بين القيم الذاتية للمصفوفتين "4۸ و 4" أن || ”4| = | ۱۸ 
لكل مصفوفة 4 معرفة إيجابياً» يكون تفريق شولسكي هو = 2101 ۸ 
۸ حيث 57 5/- 8. برهن» منطلقاً مباشرة من (۷ د)ء أن العدد 
الشرطى للمصفوفة ۸ هو الجذر التربيعي للعدد الشرطي . ينتج عن ذلك 
أن طريقة غاوس لاتحتاج إلى مبادلة بين الأسطر في حالة مصفوفة معرفة 
إيجابياً؛ إن هذا الشرط غير سيء لأن (۸) (٥‏ ۸) -(4)» . 

برهن أن (وحتى ۱ لست نظيماً مر ضياً» وذلك بايجاد مثال 
معاکس من النوع 22 من أجل 8) 2 +(4) 2 > (4+8) ۸ 
(ومن أجل (8) 2 (4) ^ > (۸,48. 

نفرض آن || || تغیر من الطول الاقليدي ۷۶( ۶ +......+ 67 إلى 
«النظيم الاعظمي» أو «النظيم maxl x | : «E‏ = مه ادا . (مثال 
ذلك 2 = ||(2,1-,1)||) . احسب نظيم الصفوفة القابل : 


-[ 





: 2 | =4 كلا من 
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axl.‏ 20 - ۱۸/۰ إذا كان ظ یت 


أا ۰۶۳ 


18 
|3 4 


۱۱-۲-۷ 





= 8 هما 6 + القیمتان الشادتان 





0 ۳ 
ل ۸ . ارشاد جرب 8 
۱۲-۲۷ () هل ل ۸و "۸ العدد الشرطی »نفسه ؟ 
(ب) بصورة موازية للحد الاعلی (9) للخطأء برهن أن الحد الادنی 


هو : 

| ب | 8 

# Ar (أنظر و ی ۲ ضا + لي 2ت‎ . u 
آم » ۴ "۰ "گر في ا‎ 


لاتوجد طريقة مفضلة حساب القیم الذاتية لصفوفة . لکن . توجد ‏ حتماً 
»بعض الطرائق الرهيبة التي لم تجرب أبداً. كما توجد بعض الأفکار التي لاتزال 
تستحق مکانتها الدائمة . سنبدأ بوصف واحدة منها تتمیز بکونها تقريبية جداً وجاهزة 
للعمل ٠‏ إنها طريقة القوی التي تمتاز بان خواص تقاربها سهلة الفهم . سنتحرك بهدوء 
نحو طريقة متطورة جداً تنطلق من جعل مصفوفة تناظرية ثلائية الأقطار » وتنتهی بان 
مجعل منها مصفوفة قطرية . لقد قدمت مرحلتها الأخيرة من قبل غرام -شمیدت وقد 
عرفت بالرمز 07 . 

تعمل طريقة القوی العادية استناداً إلى مبدأ معادلة الفروق . تنطلق من تخمین 
آولي , ثم تکون على التوالی ۸= و ,۸ ري وبصورة عامة؛ ,۷ 24 ». 


تكوكن کل خطوة من ضرب مصفوفة بتجه . وبعد ۸ خطوة» ينتج أ4 - ۰۷ رغم أن 
الصفوفة “4 لن تظهر أبداً. فى الحقيقة فان الأمر الاساسی في ذلك هو أن یکون الضرب 
بالصفوفة 4 سهلاً_إذا كانت هذه المصفوفة كبيرة فانه من المفضل نثرها (جعل كثير من 
عناصر ها أصفاراً)_إذ أنه كثيراً مايكون التقارب نحو التجهات الذاتية بطيئاً جداً . إذا 
فرضنا أن للمصفوفة مجموعة كاملة من التجهات الذاتية + ..... × » فان المتجه / 
يعطى بالقانون المعتاد لمعادلة فروق : 


k k 
Uk SCA IX +... +E An Xo. 


لنتصور أن القيم الذاتية قد رقمت وفق قيمها الطلقة المتزايدة ولنفرض أن القيمة 


الذاتية العظمی وحيدة وهذا یعنی أنه لاتوجد قيمة عظمى من القدر ذاته وآن ۸ غير 


مكررة» آي | ۱ >..... > |2| > ابا . لذا مادام التخمين الا صلی يحوي إحدى 


۲1 
مر كبات المتجه الذاتي د آي آن #0 «c‏ فان هذه المركبة ستصبح بالتدریح مهيمنة 


k 
X [ وس عل ا‎ 


| ۸ 


رس 
ا ۱ [ - نط 
۰ + ۱ و ات 








(۱ ۸ ۱ 


۱ < سس 
۸ 
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یتقرب التجه » بدقة آکثر فاکثر نحو اتجاه × ویکون معامل التقارب هو 
النسبة | ۱/۱۶۸ ۱2- + . إن ذلك مشابه تماماً للتقارب نحو الوضعية الثابتة التي 
درسناها من أجل عملیات مارکوف. باستثناء کون القيمة الذاتية العظمی ١‏ لايمكنها. 
هناء أن تساوي الواحد. في الحقيقة» نحن لانعرف معامل القیاس 26 في (1) ! 
لكن » لابد من إدخال معامل قياس في هذه العادلة؛ من ناحية آخری يكن ل »أن 
يصبح كبيراً جداً أو صغيراً جداً وفق ال حالتين 1 < | ۱۸ أو ١‏ > ۱ .12 . يمكننا عادة أن 
نقسم مباشرة كل »على مركبته الأولى ,» قبل أن نقوم بالخطوة التالية ؛ بتغيير القياس 
البسيط هذاء تصبح طريقة القوى من الصورة » / :4 - . ۰۷ وتتقارب نحو مضاعف 
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A. 
+ ع د‎ 


۲1 


مثال (من کالیفورنیا) حيث » متقارب من التجه الذاتي 0 
لقدكانت مصفو فة انتقال السکان ا 


UH = 


7 ار 
| 253. 9 ۲ 


ا - 53 | ای 
وا AF‏ عر نيه 








| 1 
ارا 





التحديد الأكثر أهمية واضح في هذا المثال : إذا كان م قريباً من الواحد فان 
التقارب سيكون بطيئا . في كثير من التطبیقات ‏ يكون او ع ضرح وهذا يعني أننا نحتاج 
إلى أكثر من ۲۰ من التكرارات لتخفيض ۳( ۸,/2) بمعامل يساوي عشرة. (فی المثال» 
كان 7. = ٣‏ ولقد كان بطيئاً جدا) . طبعاً . إذا كان 1 -+ فذلك يعني أن ١-121‏ ۱2 
ولايمكن عندئذ للتقارب أن يقع أبداً. هناك العديد من الطرائق للوصول إلى جوار 

(0) طريقة قوى الکتل تعمل على عدد من المتجهات فى أن واحد» بدلاً من 
متجه واحد »۰ إذا انطلقنا ب من التجهات التعامدة النظامية وضربنا كلاً منها 
بالمصفوفة ۸ نم طبقنا طريقة عرام - شمیدت لحعلها. من حدید ‏ متعامدة_ هذه 
خطوة واحدة من الطريقة_فستكون النتيجة تصغير نسبة التقارب إلى *, 
38 2۱۸. علاوة على ذلك سنحصل. في وقت معاًء على تقريبات للقيم 
الذاتية ال م المختلفة ولمتجهاتها الذاتية . 

(۲) طريقة القوى العكسية تعمل على ' 4 عوضاً عن ۸. خطوة واحدة من 

ووه هد ل ی و R=‏ مت ی 
معادلة الفر وق ی ۸= «تعني ان علينا أن نحل نظاما خطيا ۷= «ه(ونحافظ 
على العاملین 1و 17 !). النظرية هنا تضمن تقارباً نحو القيمة الذاتية الصغری . 


(۱) یتقارب عوامل التدرج , © أيضا ؛ انها تقرب .۸ 


شرط أن یکون معامل التقارب | ,۱/۱۸ ۱7-*:آصغر من الواحد . كثيراً ما تکون في 
التطبيقات» القيمة الذاتية الصغری هي الطلوبة» لذاء یکون التکرار العکوس هو 
الاختیار البدهي . 

(۳) طريقة يقة القوی العکسية الحورة هی آفضل من کل ذلك . لنفرض أن نه - 4 
فل EN E‏ ۸ لذا فان جمیع القیم الذاتية ۸ قد تحولت بالقدار » ذاته كما أن 
معامل التقارب للطريقة العکسية قد قول إلى اع ةا ۱2-0۱ ۳۳ ذا اختیر 0 
بحیث یکون تقريباً جيداً ل 2 فان ۲۳ سیکون صغيراً جداً ویتسارع التقارب بصورة 
هائلة . كل مرحلة من هذه الطريقة محل النظام , ۷۹ wr‏ ( 0 - ۸) وستکون معادلة 
الفروق هذه محققة ب : 


1 . | و ) رو‎ n 
ٍ 1 . . مت جه‎ 


0 : dase Ga 


إذا اشترطنا » قريبة من ۸ فان سس متسیس 
لذاء فان حطوة أو خطوتين تکفیان حعل اد الأول مهیمناً . بصورة خاصة إذا حسبنا 
۸ مسبقاً بطريقة أخرى (مثل EE‏ » ستکون هذه القيمة الحسوبة . الطريقة 
القياسية هي حلیل ۸-0 إلى r‏ فا لین ۱ = ×0 بالتعويض التر اجعی . 
إذا لم تكن ۸ قد قربت مسبقاً بطريقة يقة مستقلة » فان الطر يقة الحورة ستو جد 
اختيارها الخاص ل »-أو » با أنه يمكننا تحويل التحوير فى كل خطوة إذا أردنا ذلك» 
فانه يجب اختيار »الداخلة في + - . «(4-07). إن أبسط إمكان هو العمل مع 
عامل القياس الذي يعيد کل « إلى حجم معقول. لكن» هناك طرق أخرى 
أفضل من هذه. فى حالة التناظر ۸ = ۸ يبدو أن أدق اختيار هو نسبة رايلي : 





(۱) بظهر أن ذلك سيء الشروط جداًء » لأن نمه - ۸ قريبة جداً من أن تكون شاذة وبامكاننا اعتبارها 
كذلك . خسن الحظ الخطأ قريب جداً من امجاه التجه الذاتي . بما أن کل مضاعف لتجه ذاتي هو 


اا متجه ذاتى » فان علينا آن نرب الحساب فى هذا الامجاه فقط 


۲ ۵ ۵ اخبر الخطي وتطبيقاته 


1 
5 ۲۷ A ۲ 
Cr < Rw) 55 بح‎ - 





ی 
لقد عرفنا سابقاً أن لهذه النسبة نهاية صغری عند التجه الذاتي الصحیح - مشتقة ۸ 
تساوي الصفر وبیانها يشبه آسفل قطع مکافیء. لذا فان الخطأ » -۰۸ في القيمة 
لذاتية» يساوي تقريباً مربع الخطأ في التجه الذاتی . لقد تغير عامل التقارب 
امه ,0۱/۱2 کاس اي كل راء وبالفسل دا 9 سین ای 
التيجة الأخيرة» نسبة رايلى هذه الحورة من قارب کی ` ر ,0 نحو را 


الغلاشة ۷ قطار وأشكال نفيسئير: غ Hessenberg‏ 

تعد طريقة القوی معقولة في حالة مصفوفة ضخمة ومتناثرة . عندما یکون معظم 
عناصرها غير صفرية» یکون اختیار هذه الطريقة أمرأً خاطئاً . مع ذلك » نتساءل ما إذا 
كانت توجد طريقة سهلة لایجاد آصفار ضمن هذه العناصر . إن ذلك هو هدف البند 
العالى . 

يمكننا القول» مند البداية : بعد حساب مصفوفة مشابهة 40م 0 تحوى 
اکر مت ۸ فإننا لن نعود إلى طريقة القو ی ومسي ووو و يو 
وإن أفضلها طريقة 0# . (سيكون لطريقة القوى العكسية المحورة مكانها في النهاية 
عندما نريد إيجاد التجهات الذاتية . ) في كل الاحوال» ستكون أول خطوة هي إيجاد 
أكبر عدد مکن من الاصفار وأن يجري ذلك بالسرعة الممكنة . إن القيد الوحيد للسرعة 
هو استخدامنا التحويل الواحدي (أو القائم) الذي يحافظ على التناظر والطول . اذا 


ا سس 


( التقارب الخطي يعني أن في كل خطوة يضرب الخطأ بعامل ثابت 1 > ۲ . التقارب التربيعى 
يعني بم آنا اا ی براقي کل خطوة کم قی س ایی ر 077 وماك دی مين أجل 
حل 0 = (۲)/. التقارب التكعيبي يعني أن الخطأ يتكعب فى كل خطوة منتقلاً من ٠١‏ ' إلى 


۱ ۱ الی۰ ۱۹ 


كانت ۸ متناظرة فان 07۸0 کذلك ولن یصبح بعض العناصر كبيراً بصورة خطرة . 

للانتقال من 4 إلى ۰۷/۸0 یوجد» على الاقل» إمكانان رئیسیان : یکننا 
بكل منهما أن نوجد صفراً واحداً فى كل خطوة (مثل طريقة امحذف) » أو يمكننا أن 
نعمل بعمود کامل دفعة واحدة . من أجل صفر واحد یکفی أن نستخدم دورانا مستوياً 
كما هو موضح با معادلة (۷) آدناه ؛ یقع 0 :»و ۵ 1ء في الكتلة ذات النوع 2<2. لذا 
يمكنناء بالتنقل خلال جمیع العناصر الواقعة تحت القطر » أن نختار في کل خطوة 
دوراناً مناسباً بحیث نحصل على صفر + هذا هو مبدأ طريقة جاكويي . لسوء الحظ . 
سیتضاء ل إمكان تقطیر ۸ بعد عدد من الدورانات وذلك لأن الأصفار التي آنجز ایجادها 
ني امخطوات الاول يكن آن یقضی علیها عند ٍیجاد أصفار آخری فیما بعد. 

للمحافظة على هذه الاصفار والتوقف عند ظهورهاء علینا أن ننهی» على 
الاقلء شكلاً مثلثياً واحداً؛ نقبل قطراً واحداً غير صفري تحت القطر الرئيسي . هذا 
مايسمى شكل هيسنبرغ 11055680678 . إذا كانت المصفوفة متناظرة» فان على الجزء 
المثلثي العلوي أن يكون نسخة مطابقة للجزء المثلثي السفلي وستكون المصفوفة ثلاثية 
الأقطار . 

للحصول على كل من هذين الشكلين نستخدم سلسلة من الدورانات في 
المستوي اللائم . إنها فعالة جداً. ولكن هاوسهولدر «60106ى,:ه8 قد اوجد طريقة 
جديدة للقيام بهذا الامر بصورة كاملة . تعطی فكرته «الخطوة التحضيرية ية لطر ية ۱ oR‏ 

. تحویل هاوسهولدر أو العاكس الأولي» هو مصفوفة من الصورة : 


TE uv 
۳19 


(۱) قدترغب تحاشى هذا التحضیر والذهاب مباشرة إلى طريقة ۸© . هذا التحضیر هو حاجتا" 


9 احبر الخطي وتطبیقاته 


فى الغالب ؛ ینظم التجه « لیصبح متجه وحدة ۱ u =v» / || v‏ و عندئد ) تخل 

الصفوفة ‏ الصورة 2 -1. فى هاتين الحالتين تکون 87 متناظرة و قائمة معاً : 
4uu uu’ =1.‏ + "مه - 1= 2uu")‏ - ايوج - HTH = J‏ 

وهکذایکون 1 = ۶ = #. فى الحالة المركبة» تكون المصفوفة القابلة ۱-2 
بالوقت ذاته » هرميتية وواحدية . إن مخطط هاوسهولدر هو إيجاد أصفار بوساطة 
هذه المصفوفات» ويتعلق نجاح هذا الخطط بالمتطابقة التالية : 
۷ هر ادا فزضتتا 7 المتحه العمود (1,0,....0) و | عدأ = 6 و 62 + ×=۷» فان 
(0,.... 0, 6-) ع ج 6 -- 7 . 


البرهان : 





(۳( 1 OE. 
f للك بر‎ =X - ) + 62( لس‎ E 
«| (x + 02( (x + OZ) 
× - + (لأن 2م < مه (ه‎ 
= - Oz. 


يكن استخدام هذه التطابقة مباشرة . ننطلق من العمود الأول من 4 ونتذكر أن الشكل 
عامة). لذاء فان ۰-1 فقطء من العناصر الواقعة حت القطر ستستخدم : 


(۳) 21 - ى‎ 
X= ا3‎ ۱ Hx = 0 1 
0۱ () 





حتى هذه النقطة 5 2 فة هاوسهولدر مرتبة تساوی | - 7 فقط. لد فانها وافعة فى 


القر نة الیمنی والدنبا من المصفوفة دات الحجم الكامل U‏ : 


حسابات بالمصفوفات 000 





MEME‏ وج 
بد FF FF‏ 
1 - ۱ 1- 
Ural, = 0 #* ۲ # ۷ <‏ 
۷ ۷ #۷ 0 
# 4 4 * () 


بسیب کون العدد (۱) واقعاً في الزاوية الیسری والعلیا للمصفوفة ,7 ۰ فانها تترك 
العنصر , » كما هو-والاهم من ذلك. آنها لاس الا صفار التي تظهر في (۳) . بذلك 
تکون الخطوة الأولى قد تمت و حصلت ۸0 8 على العمود الأول الطلوب . 

المرحلة الثانية مشابهة : «یتکون من العناصر ال 2 - 7 الاخيرة من العمود 
الثاني 2 هو التجه الا حدائي الواحدي و ,11 من الرتبه ۸-2 . عندما توضع هذه 
الصفوفه في ,ا فانه ينتج : 


|| 
سب ج هت ۵ ت 
ا مرا واه 
ت ت 
بلس 
لیب 
e‏ ت 
FF 3‏ 


U, U ولا(,۱۸۷)‎ =| ) 


جم جم بل 


سے 


U2 


ه احم 
عو # عد بح بس 
اډ حل بل لد اليد 


+3 "3 ې خد عد 
+ # عد عد عد 





آخیر تهتم المصفوفة ,0 بالعمود الثالث» ومن أجل مصفوفة من النوع 5 ۰5 ينتهى 
هنا شکل هیسنبرغ . بصورة عامة تکون | جداء الصفوفات , ا....,, ویکون عدد 
العملیات الضروری سابها من مرتبة ۸ . 

مثال : 


حل 
|| 





سم نم ري 








يوضع 8 في ‏ » تكون النتيجة مصفوفة ثلاثية الأقطار : 
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بح 
|| 





س اتب ت 





مب تب نسم 
| 
ن س اس 
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۷ مصفوفة مستعدة لاظهار قيمها الذاتية ‏ طريقة 08 مهيئة للابتداء ‏ ولكننا 
سننحرف عن الموضوع لفترة لنقدم تطبيقين آخرين لتحويل هاوسهولدر . 

)١(‏ التحليل 08 =4 . لقد كان ذلك اختزالاً لطريقة غرام ‏ شميدت الواردة 
فى الفصل الثالث . يمكن الآن تنفيذ ذلك ببساطة آکثر وثبات آکبر . لنذکر آن #كانت 
مثلثية عليا ‏ لم يعد بامکاننا قبول عنصر اضافي غير صفري واقع تحت القطرالرتيسي 
لأنه لن يكون هناك ضرب من اليمين بمصفوفات من الشكل ا أومن الشكل 4 (كما 
في 4 ]) الامر الذي كان يؤدي إلى حذف الأصفار التى أوجدت سابقاً. لذلك» 
فان المرحلة الأولى في تكوين © هو العمل مع العمود الأول من 4 كاملا : 








2 ۳ 
43 ۱) ۱ VV 
۲ رج 11 = ا وی‎ - 2 "E 
۰ vl 
1 [ 0 ۱ 


العمود الأول من ۸ 7 مطابق تماما لا هو مرغوب ويساوي 2 || «/|-؛ عناصره الواقعة 
تحت القطر الرئيسي آصفار » وهو العمود الأول في 8 . الرحلة الثانية تتعامل مع العمود 
الثاني من ۰11۸ اجو مح تنس ونحو الادنى» فینتج 1,1۸ التى نحوى أصفاراً 
تحت الحور . (الطريقة كاملة تشبه» اما طريقة الحذف وهي بالفعل بديل بطيء 
وهزيل لها . ) تعطی نتيجة 1 -: من الخطوات من جدید» مصفوفة مثلثية عليا ۰8 
ولكن المصفوفة التي تمثل هذه المراحل ليست مثلثية دنيا :۰1 بل هي الجداء- © 
. ...88 الذي يمكن تخزينه بهذه الصورة التحليلية والتي لم تحسب أبداً بصورة 
صريحة . وهذا ماينهي طريقة غرام - شمیدت . 

(۲) التحليل وفق القيمة الشاذة 8 -,40 © . سيبين الملحق كيف یعطی هذا 


حسابات با لصفو فات 00¥ 


التحليل الحل الامثل × لأى مسألة مربعات أصغرية  .‏ مصفوفة قطرية من شکل ۸ 
نفسه عناصرها (القیم الشاذة) هي الجذور التربيعية للقیم الذاتية للمصفوفة ۸۸ . لم 
كانت تحویلات هاوسهولدر قادرة» فقط » على التحضیر لمسألة القیم الذاتية » دون أن 
تحلهاء فانه لايمكننا أن نتوقع منها إيجاد الصفوفة النهائية < . عوضاً عن ذلك. فانها 
تنتج مصفوفة بقطرين جميع عناصرها أصفار » عدا عناصر القطر الرئيسي والذي فوقه . 
طبعاً هذه القدمة للعملية مستقرة حسابياً لأن الصفو فة #قائمة . 

الخطوة الأولى مطابقة لا هي في 0# الواردة آعلاه : «هو العمود الأول في ۸ 
وهو قات قافا بد لعي اقا الخطوة التالية هى الضرب من الیمین 
بالمصفوفة 7 التي ستنتج آصفارا كما ذكرناء على طول السطر الأول : 
ع + # *] )£( 


EEE‏ ا 
۴ # 2 () 





.| * * * 0 | يرمع جه 


۷ ۴ 0 0 





وهکذا. فان اثنين من حویلات هاوسهولدر تنهیان الوضوع : 





, | * * 0 0 ۰. 
0 0 * * 10 0 2 











وهذه هي الصفوفة ثنائية القطر التي نريدها وهي توضح» من جديد» الطریق السریم 
الذی يمكن به تکوین آصفار بتحویلات هاوسهو لدر . 
ايقة 07 
هذه الطريقة سهلة بصورة سحرية» فهي تنطلق من المصفوفة ,4 محللة 
بطريقة غرام-شمیدت إلى الشکل ,0۸ ومن ثم تعکس وضع العاملین : ۸ 
0 -. هذهالمصفوفةالجديدة مشابهةللمصفوفةالأصلية. 
2۰۱ م© (0180) ۵20 = ,402 ۰۵ وتتابع الطريقة دون أي تغيير بالقيم الذاتية : 


۵۸ اخبر ا خطی و تطبیقانه 


۱ < ۸ ومن ثم نوع 2 ۸+۱ (۵( 
تصف هذه المعادلة طريقة OR‏ غير الحورة التی هی طريقة متقاربة فى احالات العامة 
اللائمة : ۸ تتقارب من شكل مثلثي › لذلك» فان عناصرها القطرية تتقارب من 

55 3 1 )01 
قیمها الذاتية التی هی » ایضك القیم الذاتبه لمصفوفة البدء ۸ . 
يبدو أن هذه الطريقة جيدة ولکنها ليست جيدة جداً . لجعلها متميزة تحتاج إلى 
عملیتی تهذيب : ([) علينا أن نأخذ بعين الاعتبار تغيرات نقطة الاصل ؛ (ب) علينا أن 
نضمن أن التحليل 0۸ سريع » حقاً »فى كل مرحلة . 
42 الطريقة المحورة . إذا كان العدد © قريباً من قيمة ذاتية فان الخطوة (5) 
ستتحور مباشرة إلى : 
۱ < ۵1 ۸ ومن ثم CI‏ + 2۱۵۱ ربمق )1( 
فاق دلك کون , 4 مشابهه ل ۸ : 


AOL =O OR, ODOC رش‎ 


الامر الذي يقع عملياً هو أن العنصر ,K(‏ ۸) من 4 الواقع في الزاوية الدنیا والیمنی - 
سيكون أول عنصر يتقرب نحو قيمة ذاتية . لذا» فان هذا المدخل هو أبسط وأكثر 
الا ختیارات غا للتخویر 9 یکون عادة تأثیر دلك انتاج تقارب تربيعي. وفی 
احالة التناظرية» سیکون تقارباً تكعيبياً نحو أصغر القيم الذاتية . قد تبدو الصفوفة 4 
بعد ثلاث أو آربع خطوات للطريقة الحورة مشابهة للمصفوفة : 


(۱) 4 تعنی | لمصفوفة التی ابتدأت بها الصفوفة 08 . إذا كان هناك عدة طرق للحصول» عن طريق 
تقر قات اور ال كل ثلاثي الأقطار. فان .4 مرتبطة بالمصعوفة الاصلية 
بالعلاقة 4= ۸۷ . 





نقبل القيمة المحسوبة "۸ کتقریب جبد للقيمة الحقيقية ۸ . لایجاد القيمة الذاتية التالية» 
تتابع الطريقة 08 بالمصفوفة الصغری ( 3 × 3 في التوضیح السابق) الواقعة في القرنة 
العلیا اليسارية . لقد اختزلت عناصر قطرها الجزئى قلیلاً بتأثیر الخطوة الأولى من ۰07 
وإن خطوتین أخريين کافیتان لایجاد ,^ . إن ذلك يعطي طريقة نظامية لایجاد جمیم 
القیم الذاتية . في الواقع » آصبحت الآن طريقة 0# معروفة تماماً . بقی علینا فقط أن 
نتو صل إلى التجهات الذاتية_إن ذلك خطوة فوة عكسية فریدة_والاستفادة من الا صفار 
التي آو جدتها طريقة هاوسهو در . 

(ب) الهدف من حویلات هاوسهولدر التحضيرية التي تضع ,۸ بصورة ثلاثية 
الاقطار أو بشکل هيسنبرغ . هی جعل كل خطوة من خطوات 8 سريعة حقاً. حتاج . 
طريقة غرام - شمیدت ‏ عادة» (التى هي طريقة ۴ ) إلى ( ) 0 عملية . ولكن ذلك 
يصبح » من أجل مصفوفة هيسنبرغ » ( )0 ومن أجل مصفوفة ثلاثية الاقطارء (0)7 
فقط . بدون هذه التحسينات» ستكون هذه الطريقة بطيئة بصورة لاتطاق» وإذا لم 
تكن كل مصفو فة جديدة الك مصموفة هیسنبرغ أو ذات أقطار ثلاثة» فان التحسيتات 
ستطبق فقط فى الخطوة الأولى وستكون غير مفيدة . 

لحسن الحظ » هذا الامر لايقع . لتوضيح أن ل ,4 شكل ,4 نفسه. انظر إلى : 


E 29 E 2‏ 
با غو يه ناا | 
و بل #* :]۴ مان ف ع وني 
8 ۴ 1 0 


چد بد بد عد 
1# السب ا کے 
ک۱ لمكم 





2 أن متأ كد بسهو له أن الضرب يبقى فی 0 اللاصمار الثلاثة التى كانت فى 
4 ذاتها؛ تظهر ,0 بشکل مصفوفه هیسنبرغ . لذا تتکون ,۸ بعکس ترتیب العاملین : 


Bt.‏ اخبر الخطي وتطبيقاته 





| عاد عن + Hk xk‏ عله 
ب باه | * * () 0 = وني وا > A,‏ 
98 * 0 0 0 


وكذلك تظهر هنا الا صفار الثلاثة نه نعسها من جديد فى حاصل الضرب؟ تکون ۸ 
مصفوفة مت د کر .#كذلك . الحالة التناظرية أفضلء لأن- ۸ 
2 تبقی متناظرة : 

61 ۵۵۸ 006: (۲ So Ao SA, 


بهذه المحاكمة التي انهيناهاء يظهر أن ۸ مصفوفة هیسنبرغ أيضاً . لذاء بسبب کون ۸ 
مععاظ وع شیاه شائها اة قار . یی عون 
از تاقوا فانه ای كلمن الةو فات التالية.. 
أي أن کل خطوة من خطوات 98 تبدأ بصفوفة ثلائية الأقطار . 
النقطة الأخيرة التى سنوضحهاء هي التحلیل ذاته الذي یو جد ,0 و ,8 من 
المصغوفة الا صلية ,۸ (و و #من كل ۸ آو فى الحقيقة . من (1 06 - 4) ). فكتنا 
آن نستخدم طريقة هاوسهولدر من جدید ولکن» من الاسهل» جعل کل عنصر في 
القطر الجزتئى صفر على التوالي» بدوران في الستوي. الأول منها هو : 
)¥( 


0 5 12  F# 
cos ©  - رد‎ 0 1۱۱ 
٩18 0 cos 0 diy FF * 
PaAo = 2 ۱ 
3 ید ود عه‎ 
۱ 0 


+ * 0 0 | ۱ 
العنصر (2,1) فى هذا احداء هو 6050 , © + 0 Sin‏ 6 ۰ وعلننا آن نختار الزاوية ۵ 


بحیث یکون هذا الترکیب صفراً. ثم نختار ,م بطريقة مشابهة وذلك بجعل العنصر 
(3,2) من 4,۸ قرا بعد ۸-1 من هذه الدورانات الاو لبة » تکون النتيجة الا خيرة 
هی المصفوفة المثلثية العلیا ۸ : 


حسابات بالصفو فات 0 


(A) Ko من 2 5ت‎ ... Ppa A0: 


هذا أقصى مانقدر قوله في هذا الامر -هناك أشياء آخری فى كتب ابر الخطي العددي 
حول واحدة من آهم الطرائق في الحسابات العلمية . 
نشير إلى واحدة منها ‏ طريقة sه2٠14۸-تتعلق‏ بالصفو فات المتناثرة . إنها تقوم 


متتالمة Krylov‏ وهی ا ۸ نك , 1 4 وهی واردة فين المراجع 5 
ا 


۲-۳-۷ 


4-۳-۷ 





ا ع د lak‏ ف 3 i‏ وله 
طبق من أجل الصفوفة | 2 5 | <۸ذات | 
3 ۸ طريقة القوى 41 - r‏ ثلاث مرات انطلاقاً من التخمين الأول 


لكا تجن [ ۸و 


۱ ۱ = » . ماهو المتجه الحدي 


(۱) ثلاث خطوات في طريقة القوی العکسية . 


+ 14۱ 5 ت أ م - 1 + tk‏ 





(۲) خطوة محورة فريدة (A - al) u‏ = » حيث ما ۵ 4 دين 
المتجه الحدي »هو الآن مضاعف المتجه الذاتي الأخير (1,1). 

برهن أن أى أختيار <«- ×=« لمتجهين مختلفين من طول واحد 

| ا = | «]* يودي إلى واحد من تمويلات هاوسهولدر مثل =۲ 


. Hy= x و‎ 


من اجل : 


۵-۲-۷ 


٩۳-۲ 


پا 


۸-۳-۷ 


4_1 





4 ۰ *-0[ 


احسب 2 + ۲ < ۷« , | || = »6 ومصفوفة هاوسهو لدر #7 القابلة . محمقق 
من أن 57 - = ۳1۲ . 
باستخدام 4-۳-۷ ۰ أوجد المصفوفة ثلائية الاقطار ۸0 النانجة عن 











1 

3 اج 

4 
برهن انه إذا انطلقنا من =۸ فان الطريقة غير المحورة © نتج 
فخ أ اله وي E‏ 3- 14 |1 
فقط التحسين المتواضع 6 م1 = 





طبق مرة واحدة 8 علی : 


cos 6 sin 8 
sin Û 0 


بالتحوير .. ۾ - 0 الذي یعنی فى هذه الحالة دون تحوير لأن 0= 4 . 
برهن آن العناصر غير القطرية تتحول من 0 sin‏ الو 0 ` sii‏ € وتا ان 
برهن أن المصفوفة الثلائية الأقطار | | ©| =4 لاتتغير بأي مرحلة من 
مراحل الطريقة ۰08 لذاء فهى واحد (نادر) من الامثلة المعاكسة 
للتقارب . تتحول من جدید بادخال محویر اختياري . 
برهن بالتراجع (بالاستقراء) وبدون حویل أن : ( 0...... 0,2) 
۱ ۰ 5 و ET‏ ا ۱ ۱ عد | + بر و 5 lı‏ ت 
(,,.... ) هي فعلا » خحلیل 0۸ للمصفوفة 4. تربط هذه المتطابقة 
8 بطريقة القوة وهی تؤدي إلى تفسير لتقاربها؛ |ذا كانت 
| با ج ايا < اا فان هذه القيم الذاتية ستظهر بالتدرج. 
بتر تیب هابط » على القطر الر ئ يسو ل 4. 








۷- 5 الطرائق التكرارية لحل 5 = ×۸ 

خلافاً للقيم الذاتية» عندما لم يكن هناك خيار » لم نكن حتماً بحاجة إلى طريقة 
تكرارية لحل النظام ۶ = :۸. تنتهي طريقة الحذف إلى العدد « بعل عدد منته من 
الخطوات» ومادام هذا العدد معقولا فليس هناك مشكلة . من ناحية ثانية » عندما يكون 
العدد 73 ضخماء فإنه يمكننا أن نعتمد قيمة تقريبية * » ویکننا أن نحصل علیها 
بسرعة ‏ وهذا غير مستخدم لاجتياز جزء من الطريق » خلال احذف. ثم التوقف . 
هدفنا تقديم طريقة تنطلق من أي قيمة تخمينية أولية ,× لانتاج تقريب محسن ,. « من 
تقريب سابق + ويمكن إنهاء ذلك عندما نريد . 

يكن ابتكار مثل هذه الطريقة بسهولة وذلك بتجزئة المصفوفة 4. إذا كانت = ۸ 
5-7 » فان المعادلة ۵ 4۰ مطابقة للمعادلة 7+۶ -+5. لذلك» عکننا أن نختبر 
التكرار : 


ظ .م + 1104 ت وق 9 





طبعاًء لايوجد مايؤكد أن هذه الطريقة جيدة كما أن تتابع التجزئة يحتاج إلى تحقيق 
۱۱ ات قالش ۱ ان . لزلا ۴ 4 0 5 
)١(‏ أن یکون التجه اخدید ,. ×سهل الحساب . لذلك يجب أن تکون ٩‏ 
مصفوفة بسيطة (وقابلة للعکس !) ؛ يكن أن تکون قطرية أو مثلثية . 
(۲) على التتالية « آن تتقارب نحو حل صحیح :. إذا طرحنا التکرار (1) من 
المعادلة الصححة + = 5 فان انا قانون یتضمن اخطا × ×= ای فقط : 
Se = 12+‏ 
هذه معادلة فروق فعلية تنطلق من خطأ أولى . » وبعد ۸ من الخطوات» یتکون الخطأ 
الجديد »(5۱7 )= ». مسألة التقارب هي تامأ مثل مسألة الاستقرار : 


3 افا غا 0( © . 
ا ا 


۷و نکون الطريقة التکرارية (1) متقاربة إذا وإذا فقط كانت کل قيمة ذاتية 2 للمصفوفة 
1 محققة للعلاقة 1 > ۱۸۱ . یتعلق معدل تقاربها بالقيمة العظمی ل 2۱ االتی 
تعرف باسم نصف القطر الطيفي ل 7 5 : 


f pS 35 - ۱0 


وا ا قاو من کف یه سای ۱ 
لنتذکر أن حلا مو ذحبا للمعادلة Te,‏ وھ هو 





(£) e Se KRE سايم‎ 

من الواضح أن العدد الاکبر من 2۱ اسيكون فعلاً مهیمناً وسيكون متحکما معدل 
تقارب » نحو الصفر . 

لتطلبي التکرار نطاق تعارض . في حالة قصوی أولى» يمكننا إنهاء تقارب مباشر 
د 5-4و 7۲-0 ؛ الخطوة الا ولي والوحيدة للتکرار ستكون ۰۸,۵ في هذه الحالة. 
ستکون مصفوفة الخطأ 7 5 صفرآً قیمها الذاتية ونصف قطرها الطیفی أصفارء 
ومعدل التقارب (العرف عادة ب م 102 -) مالانهاية . طبعاًء قد لایکون من السهل 
عکس 5-۸ ومذا هو السبب الاساسی للتجزة . مایلفت النظر کون اختیار بسیط 
ل 5 يودي إلى جاح باهر» وسنناقش ثلاثة امکانات : 

١‏ - 5 - مصفوفة جزء قطري من ۸(طريقة جاکوبی) 

۲- 5 = مصفوفة جزء مثلئی من ۸ (طريقة غاوس -سایدل) 

۳- 5 = ترکیب ل ١‏ و ۲ (زیادات متتالية من الاستر خاءات 508 ) . 
تدعی 5 مکیفة مسقا وان اختیارها حاسماً في التحلیل العددي . 


مثال ۱- (جاکوبی) 





حسابات بالصفوفات 5 


ادا کات مر کیتا رهما سرا فان خطوة جاکوبی ۵ 2 ي ۱ 


۷ 
WH 


امم > 


k + | 











Î 1ı 


Oly] B2Î ع‎ 2+ 2۷۱ +۱ 
W |k 2+ ۱ = VK + b2 


او | ورین |* 








ا ۱ 


۱ اعت ا ی ات اد ۱ له برل* 1 ۱ : ی ۱۰ اي 1 ف فا ي 
للمصفوفة الحاسمة 7 5 القيمتان الذاتیتان - + 5 الا مر الذي يعني أن الخطأ قد انخفضص 


إلى النصف (رقم ثنائي إضافي يصبح صحیحا) في كل خطوة . فى هذا المثال الذي هو 
أصغر من أن يعتبر ثموذجياًء يكون التقارب سريعا. 

إذا حاولنا تصور مصفوفة 4 أكبر من ذلك ۰ فستكون هناك صعوبة عملية حقيقية 
في التكرار الجاكوبي . يتطلب ذلك منا الاحتفاظ بجميع مركبات «حتى الانتهاء من 
حساب ,, ×. هناك فكرة مألوفة أكثر من ذلك تتطلب» فقط » مالايزيد عن نصف 
التخزین » هي أن ننطلق مستخدمین کل مر كبة للمتجه الجديد , * عندما ننتهي من 
انها , #ديأخذ مكان × مركبة من كل مرة. لذاء فإنه يكن ل × آن يختفي 
بالسرعة ذاتها التي يوجد فيها ,. × . إن ذلك يعني أن المعادلة الأولى تبقى كما سبق : 





تعمل الخطوة التالية مباشرة مع هذه القيمة الحديدة ل .2 
P2.‏ + وج وذدووك -) + 1+ (X1 Dk‏ روه - ربع( 2) d2‏ 
ستسخدم المعادلة الأخيرة من خطوة التكرار قيماً جديدة حصراً 


dan ربع( وخا‎ = (RIX OG هت امو و ما و‎ ۳ he 


تدعى هذه الطريقة طريقة غاوس -سایدل Gauss - Seidel‏ « رعم آنها لم تكن » غلی 
مایظهر ‏ معروفة من قبل غاوس ولم ينصح بها سايدل . لدذكر آنه عندما تتحرك 
جمیع اخدود,, «نحو اخهة الیسری. فان الصفوفة دستکون» متا ا جزء السفلي 
ا مثلئي للمصفوفة ۸ . تقع في الطرف الاين » مصفوفة التجزئة الأخرى» وهی مصفوفة 





مثال ۲ (غاوس - سایدل) 








خطوة واحدة من خطوات غاوس - سایدل تدخل المركبتين لأا تتفي : 


۱ 


4 ۱ 5۲ 1 1 2+۱ EWL +b; 
۴ © 0 0 


او 5+ م 3 
1 د + | + AW k + | = Hk‏ ر 3 2 1 





القيمتان الذاتيتان للمصفوفة حاسمتان وهما 1/4 و 0 . يقسم اخطا على أربعة في كل 
مرة) و فان خطوة غاوس -سایدل واحدة تعادل ائنتین من خطوات 
ورب . با کانت کلتا الطریقتین تتطلب العدد نفسه مرن العملیات لقف است‌خدمنا 
منذ قليل» القيمة الجديدة عوضاً عن القديمة التى هی حالياً فى المخزن ‏ فان طريقة 
غاوس - سایدل أفضل . 

هناك» مع ذلك» طريقة لجعلها أفضل من قبل . لقد اکتشف خلال فترة 
الحاسبات اليدوية (ولعل ذلك كان صدفة) أن التقارب سیکون آکثر سرعة فیما |ذا 
تجاوزنا تصحيح غاوس - سایدل ا . نقول بصورة مجملة. ان الطريقة العتادة 
تتقارب برتابة ؛ تبقى القيمة التقريبية * بالجهة ذاتها بالنسبة للحل ×. مع ذلك» فمن 
الطبیعی أن نحاول إدخال عامل زيادة استرخاء « وذلك لتتحرك بقرب أكثر من 


(١)هذه‏ القاعدة صحيحة في عدد كبير من التطبیقات» ومع ذلك فمن الممكن تكوين أمثلة تكون 
فيها طريقة جاکوبی متقاربة» بینما تفشل طريقة غاوس - سایدل (والعكس). حالة التناظر هي 
٣‏ اا : إذا كان 0< . » فان طريقة غاوس_سايدل تتقارب إذا وإذا فقط كانت 4 معرفة 

11 


حسابات بالصموفات ۰۷ 


ا لحل . إذا كان 1 -ه فاننا نعود إلى طريقة غاوس -سایدل؛ آما إذا كان 1< ۵ فان 
الطر يقة تدعی . عندئذ الاسترخاء‌ات المتنابعة (508). الاختیار الفضل ل © يتعلق 
بالسألة ذانها» ولکنه لایتجاوز البتة العدد (۲) ؛ وکثیرا ما یکون مجاوراً ۱,۹ . 
لعرض هذه الطريقة» بصورة آکثر وضوحاً» نفرض آن 1,9 على الترتیب 
الصفوفة القطرية والجزءان المثلثيان الأدنى والاعلی بالعنی الدقیق (بدون القطر) 
للمصفو فة ۰۸ (ليس لهذه التجزئة أى علاقة بمصفوفة احذف 00 = 4» وبالفعل 
فان لدینا هنا 0 +( +1 = 4). فى طريقة جاكوبي» یقم د = 5 في الطرف الایسر 
ویفع 
ا - 1 - -7 في الطرف الأيمن» في حين أن طريقة غاوس - سایدل تختار التجزئة 
2+7 5 و ن - - 7 . والآن» لتسریع التقارب نتقل إلى العلاقة : 
Ux, + mb‏ - صزه - 1( = )٥( [D+ oL]x«,,‏ 
لنذکر أنه من أجل 1=« » لايوجد تسارع ونعود عندئذ إلى طريقة غاوس - سايدل . 
لكن بصرف النظر عن ۰0 فان الصفوفة الواقعة في الیسار مثلثية دنيا والصفوفة الواقعة 
في الطرف الأيمن مثلثية عليا. وهکذا يكن ل , « آن يحل محل *» مركبة مقابل 
مرکبة» مباشرة بعد حسابها؛ اليك خطوة مودجیه : 
]۲ ۷( و۵ - .۰ CAK‏ + جر زر 8 ۰ (Xi), + 0 )- ۸ KI‏ - نان 
صادف أن الاختبار القدیم × منطبق على الحل الصحیح : فان الاختیار الجديد × 
. یبقی نفسه وان الکمية الوجودة داخل الحاضنتين ستنعدم . 








مثال ۳ من أجل الصفوفة | 4 7 - 4ذاتهاء فان کل خطوة من 50۸ هي 
Bl | 2)1- @( © | <‏ 2 
FE‏ 0 (0 - 2)1 0 - ۱ 2 00 





إذا قسمنا على ه فان هاتين المصفوفتين تصبحان 5و 1 فى التجزئة 5-7 < ۸ 
۱ ۱ مر ع كار و ۱۶۳۰ + ع پیر 1“ ن 
یعود التکرار إلى 07 حت 9% 8 وهكذا نجد أن المصفوفة ااه 7 3 التی تتحکم 


01۸ اخبر اح خطي وتطبيقاته 


ن - 1 
"۵ ل +ه - | ((6 = 6()1 7 (@ - 2)1 0 2 )- 








00 سا 19 2 





1 


الا ختبار الفضل ل »هو ذلك الذي یجعل القيمة الذاتية العظمى للمصفوفة L‏ 
. (بقول آخر نصف قطرها الطيفي) أصغر ما يمكن . إن الغرض الکلی من زيادة 
الا سترخاء هو اكتشاف هذه القيمة ا مفضلة ل ۵ . جداء القيم الذاتية يساوي الحددة- 
وإذا نظرنا إلى الصفو فتين المثلثيتين التين جداؤهما يساوي + » نلاحظ أن المحددة 
الأولى تساوي 1/4 (بعد القلب) والمحددة الثانية تساوي (ه -4)1. لذاء فان 





“زم لك و = ویر 


هذه قاعدة عامة» وهي أن المصفوفة الأولى '(.اه +0) تسهم في "< »۸ 
وذلك لأن 1 تقع تحت القطر وأن المصفوفة الثانية تسهم في 0( -1) de‏ لأن ل تقع 
فوق القطر. جداژ هماء في الحالة ”× ۰۰ هو (۵ -1) - ۵601 . (إن ذلك يفسر 
ماقلناه سابقاً من أننا لن نتخطی 0-2 أبداً . يكون جداء القيم الذاتية كبيراً جداً بقدر ما 
تسمح به كل العلاقات ۱ > 2۱| ويمكن للتكرار أن لا يكون متقارباً. ) . لقد حصلنا 
على مفتاح لاكتشاف سلوك القيم الذاتية وهو : عند 1=« تكون القيمتان الذاتيتان 
في طريقة غاوس - سايدل هما 0 و ۰۱/4 وإذا ما زادت « فان إحدى هاتين القيمتين 


EEE‏ یت تتقرت و الثانية : غد الم بمب ۱ ۹ ۳ زر [ل) تكون هاتان لشم ال فتاه بخ و تساو بان 


1 ۱ )۱( 
1 - ۰0 ذلك لکی یکون جداؤهما مساوياً قيمة الحددة . من السهل حساب قيمة ده 


 نيقفارتم عللاوة على ذلك» ادا ازدادت 40 فان القیمتن الذاتتن تصبحان عددین مر كبين‎ ) ١ 
یحقق كل منهما ۰۱2۱-2۵-1 وبالتالی» يبقى جداؤهما مساوياً "(۵-1) وتزداد قيمتهما المطلقة‎ 
تىعا ل رں‎ 


ل 1 0 5 الك ال د سنا» ل 5 : ل + 
هل وذلك لآن مجموع لقيم لذاتية يتطابق دوما مع مجموع عناصر القطر (أثر ) 
وهكذا يتعين أفضل وسيط « بالعلاقة : 


1 
3- 


05) ۸ + را‎ = Mop = 1) + ۱۵ .وى‎ = 1( = 2 - Moo + ِ oni + 


تعطی هذه المعادلة التر بیعیه 1.07 - ( ۹۷3 - 2) 4 = ر . لذا» تساوي القيمتان 
الذاتیتان التساویتان تقریباً 07.= 1 -0» وذلك اختصار کبیر لقيمتى غاوس-سایدل۸ 
۵4 - عند 0-1 . فى هذا الثال الاختیار الفضل ل © قد ضاعف من جدید معدل 
التقارب . ذلك لأن ۰07 (۱/4). 

لقد ظهر اکتشاف هذا التحسین بصورة سهلة جدأً تکاد أن تکون سحرية» وکانت 
نقطة الا نطلاق لعشرین سنة من نشاط ضخم في التحلیل العددي . كانت المسألة الاولی 
هي |ظهار وتوسیع نظرية الا سترخاء وقد حوت رسالة 10/74 التى ظهرت عام ۱۹۵۰ 
الحل وهو قانون بسيط يعطي م الفضلة . كانت اخطوة الرئيسية في هذه الرسالة هي 
إيجاد الرابطة بين القيم الذاتية۸ للمصفوفة 1 والقيم الذاتية دا لمصفوفة جاكوبي 
الأصلية ( 1ا -: -)' 2. يعبر عن هذه الرابطة بالمعادلة : 


(۷) 1 =F - “مام‎ u. 


إن ذلك صحيح من أجل صنف واسع من مصفوفات الفروق المنتهية» وإذا اخترنا 
| -0 (طريقة غاوس ‏ سايدل) فان ذلك يؤدي إلى ی 5 لاساو ١ Te‏ 
لقد تأكد ذلك بالمثالين السابقين (۱) و (۲) » حيث - + در و .۸0,2 . فعلا 
إن هذا الوضع نموذجی. ام للعلاقة الكائنة بين طريقة جاكوبي وطريقة غاوس - 
سايدل : جميع مصفوفات صنف يونغ تقبل ۸ قيمة ذاتية تظهر بالاشارتين زائد - 
ناقص» وبذلك تبرهن العلاقة (۷) أن قيمتى 2 الموافقتين هما 0و م . باستخدام 
القيمة التقريبية الاخيرة ل ده نكون قد ضاعفنا معدل التقارب . 

الامر المهم هو العمل بصورة أفضل أيضاً؛ نريد أن نختار ‏ بحيث تصبح القيمة 


oV.‏ ابر اخطي وتطبيقاته 


الذاتية الکبری 2 أصغرية . لحسن الحظ» قد حلت هذه المسألة سابقاً. ليست معادلة 
يونغ سوى معادلة ميزة لمثال من المصفوفة من النوع 2 » وقد كانت افضل قيمة 
لد هی تلك التی تجعل احذرین 2 مساویین 6-1 . اما كباق (5)حبت کان د لا 
4 . يؤدى ذلك إلى : 


Z21 =¥ 


چ 
كن 2-3 (1 = + (1 بو او ) ا 
7 


0 - 


نقطة الاختلاف الوحيدة أنه» في حالة مصفوفة ضخمة » يجب أن يتكرر هذا 
النمط لعدد من الأزواج الختلفة +-ویکننا أن نقوم باختیار فرید فقط ‏ ل ۵. 
يعطي أضخم هذه الازواج قيمة جاكوبي الذاتية العظمی ۰ ۰ ويعطي. أيضاًء القمة 
العظمی ل ده وكذلك من أجل 20-1 . لذلك» ولا كان هدفنا جعل ۰ 2 آصغر ما 
یکن» فان الزوج الأقصى هو الذي يعين الاختيار الفضل 6 : 

9 2(1 -1/1 - max ( 
lg SU OT ی‎ [aaa 
ل‎ max 

هذا هو قانون يونغ لمعامل زيادة الاسترخاء الفضل . 

من أجل مصفوفة الفروق المنتهية ۸ بعناصرها 1-,1,2- الواقعة على الأقطار 
الرئيسية الثلاثة» يمكننا أن نحسب التحسین الذي تقدمه ». في مثالناء كانت الصفوفة 
من النوع 22 ؛ لنفرض الان أنها من النوع ”× ۸ » تقابل عين شبكة عرضها/1 = ۸ 
(1+ . إن قيمة جاكوبي الذاتية العظمى الملائمة للتمرين (۷--۰)۳ هي = | 
7 605 . لذاء فان القيمة الذاتية العظمى » حسب غاوس -سایدل ۰ هی 005 = لل 
7 ونستخرج القيمة العظمی الذاتية لطريقة 508 بالتعویض في (۸) : 


( فاحل رز ©#هنة - 201 د‎ rh)” _ 1 - sin rth 
ق‎ ٩ رو ی حا‎ EEE 


2 7 : : 
© 05 7h 005 7 1 + 1 27 


يكن |دراك ذلك بثال . لنفرض أن 4 من الرتبة (۰)۲۱ وهی مرتبة معتدلة جداء لذا 
یکون 99. ۸۸ دم , ۱/22 = ۸. تکون. عندئد» طريقة جاکوبی بطيئة ؛ إن = cos rh‏ 
8 يعني أن طريقة غاوس-سایدل آبضاً تتطلب تکرارات کثيرة. لکن. لا كان 

sin 7 - 1/02 - 4‏ ۰ فانه سبکون لطريقة زيادة الاسترخاء الفضله معامل 
التقارب : 


Û opı = [ + A max = 5 حيث‎ i - لست‎ = 5 


يهبط الخطأ معدل ۸۲۵ في كل خطوة وان خطوة واحدة من 50۸ تكافىء ثلاثين 
خطوة من خطوات جاكوبي : 75. - (99.) . 

إن ذلك نتيجة مدهشة لثل هذه الفكرة البسيطة . تطبيقاتها ا حقيقية ليست في 
المسائل ذوات البعد الواحد (معادلات تفاضلية عادية) + لقد أصبح حل نظام ذي ثلاثة 
أقطار أمراًسهلاً . موضعها فى أبعاد آکثر» من أجل المعادلات التفاضلية الجزئية. 
حيث زيادة الاسترخاء أكثر أهمية . إذا استعضنا عن فترة الوحدة | > 05 بمربع الوحدة 
0 :> 0 وانتقلنا من المعادلة رت بود إلى المعادلة ت > u‏ فان الفرق المحدود 
الطبیعی هو «مخطط خمس نقاط» . تترکب العناصر 1-,1.2- الواقعة على محور مع 
العناصر 1-.1,2- الواقعة على الحور « لتعطی قطراً أساسياً بالعدد 4+ واربعة عناصر 
غير قطرية ب 1- . لكن» لم يعد للمصفوفة عرض حزام يساوي 5 . لم يعد هناك 
سبيل لتعداد ال ۸ من نقاط عين الشبكة في مربع» بحيث تبقى كل نقطة قريبة من 
النقاط الأربع المجاورة . 

إذا حصل الترتيب على سطر في كل مرة» فان على كل نقطة أن تنتظر على طول 
سطر كامل من الجوار يقع فوقها وذلك لكي تتحرر_١‏ ويكون لمصفوفة النقاط الخمسة' 
حزام من العرض × : 
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لقد استرعت هذه الصفوفة كثيراً من الاهتمام وهوجمت من طرق مختلفه اکا 
من أي معادلة خطية أخرى = ۸۰ . اعتقد أن الاتجاه الآن خلفی إلى الطرائق الباشرة 
القائمة على أفكار ۸ و /7/00 ؛ يمكن لبعض الصفوفات الخاصة أن تقع جانباً 
عندما تهبط الطريق الصحيح . (يشبه ذلك تحويل فوريه السريع . ) قبل أن يصل ذلك 
إلى طرائق التکرارلاجاهات بديلة » حيث التقسيم يفصل المصفوفة ذات الأقطار الثلاثة 
في اتجاه دعن الأخرى المتعلقة باتجاه «» وقبل أن نصل إلى زيادة الاسترخاء» بسبب 
کون قيمة جاكوبي الذاتية 0575# - .ل مساوية ماكانت عليه في مسائل البعد 
الواحد. وكذلك الامر من أجل معامل زيادة الاستر خاء .0 . في كل حالة» تكمن 
الصعوبة في الانتقال من مسألة نموذجية إلى السائل الواقعية» ولکل من هذه الطرائق 
امکاناتها الخاصة للعمل بنجاح مع معادلات آکثر عمومية من =f‏ »- »-» وأکثر 
عمومية» من الناحية الهندسية» من المربع . ' 

لايمكننا أن ننهى هذا الوضوع دون أن نذكر طريقة التدرجات التوافقة التي 
اعتبرت ميتة ولكنهاء في الدراسة» لاتزال » فعلاً » حية؛ إنها أكثر مباشرة من التكرار 
لكنها أقل من الحذف حيث يمكنها أن تتوقف في أي جزء من الطريق . ليس من الضروری 
أن نزعم أن على فكرة جديدة أن تبقى ظاهرة ومستهواة . لكن يظهر أنه من الجميل 
القول أن التحول من 99. إلى 75. كان له آثر فوري فى حل ١‏ - ۸ . 


: آوجد من أجل الصفوفة‎ ١-٤-۷ 








ذات القیم الذاتية 2.2+۷2, ۰2-۷2 مصفوفة جاكوبي نا -,1-) 2 
( وقیمها الذاتية ومصفوفة غاوس - سایدل ( ۷ -) (,1 + () وقیمها 
الذاتية وكذلك العددين و ٠‏ «المتعلقين ب 50۸ . لست بحاجه 
خساب المصفوفة ۰1 

: 7 ×” من أجل الصفوفة ذات الشکل‎ ۲-٤-۷ 


صف مصفوفة جاکوبی (۷-/-) "22 1. برهن أن التجه 
TA + sin 27 ,....,Sin n 1101 (‏ 3۳ ( = × متجه تون للمصفوفة ل متعلق 
بالقيمة الذاترة )1+ cos Th =cosR/ (n‏ - ۸ : 
۳-٤-۷‏ من أجل المصفوفة 4 ذاتهاء برهن أن التجه: 
x = (sin 0 + sin 2K 78 ,.... , sin nk th )‏ 
متیحه داتي . اضرب « بالمصفوفة 4 لتحصل على القيمة الذاتبه المقابلة 
ه. تحقق مر أنه فم حالة مصفو فة من النوع 3×3 ۰ تکون القيم الذانية 
0 حمق من نه كن مصفوفة من النوع » تکون القيم بيك 


لاس ع ۲ 
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eT ل‎ EET 

ملاحظة : القيم الذاتية لصفوفة جاکوبی ۸ 1 - 1 - ( تا - .سا -) 1/2 - ل 
وم = کک "ON 1 ۳ ۳۹ bl‏ بل ۳۹-۵ 

هی 7۳ ۸ cos‏ 0 1 = ۸ . تظهر هذه القیم أزواجا بزائد-ناقص 


وتکون 2 مساوية 21 و0 . 
MOK‏ 

التمارين التالية لي انظرية دائرة») Gershgorin‏ . كل شيمة ذاتية 
للمصفوفة 4 تفع ۰ على الاقل 3 داخل دائرة واحدة من الدوائر ©....... 3 
حيث يقع مركز © في موضع العنصر القطري . 4 ويساوي نصف 
قطر ها ایا جر ف القيم المطلقة لبقية عناضر البظور 
او افق 
البرهان 2۳ = ×4 يؤدي إلى : 
۱ اذك © 3 > Or 2 5 aii‏ دزن = ز ۷( (A - ii‏ 

x:‏ تسا 


1# 1۴1 ۱ ۱ 








إذا كانت المركبة العظمی للمتجه «هي :فان النسبة الاخيرة تکون 


أصغر آو تساوی الواحد و هدا| یعنی أن ۸ تقع في الدائرة دات الرقم 


aê lz ۶ 
11 1 


تدعى المصفوفة : 


حلم 
| 








نيا ج ۲۵ 
ب لد انم 


سے سم ور 


مسيطرة قطرياً . ذلك لأن كل 7 < ۱ ۰۱ برهن أنه لايمكن للصفر أن 
يقع في أي دائرة من الدوائر واستنتج أن المصفوفة 4 غير شاذة . 

استخرج مصفوفة جاكوبي 7 لهذه المصفوفة المسيطرة قطرياً ۸ وأوجد 
دوائر جيرشغورين الثلاث المتعلقة بالمصفوفة J‏ . برهن أن جميع أنصاف 


حسابات بالصفوفات 2۷۵ 


آقطارها تتحقق 1 > » وفسر لاذا یکون تکرار جاكوبي متقارب . 

ا لحل الصحیح للنظام ۵ = ×4 مختلف قليلاً عن حل الحذف لط = »لا 
4 2 - ۸ - نخسر صفرابسیب التدویر . أحد الامکانات هو عمل کل 
شيء بدقة ثنائية » لکن الطریق الافضل والاسرع هو تنقية تکرارية : 
احسب متجهاً واحداً فقط +4 - 5 ١=‏ بدقة ثنائية» حل ۷۲ ۰ ثم 
اجمع التصحيح «ل × . مسألة : اضرب «ر+ ×= ×ب ۰10 واكتب 
الناتج بشكل مجزأ # + ×1 = ندى وفسر لاذا 7صغيرة جدا. هذه الخطوة 
الفريدة تنقلنا دوماً وتماماً نحو ×. 

من أجل مصفوفة عامة من النوع 2 <2 

a 21 


تت كنم 
dd‏ ع 





أو جد مصفوفة تكرار جاکوبی (0+) "2 - ع 5 وقیمها الذاتية ‏ 
ر اوح اقا سان قاس ندل قاوس £ (خ+ص) رها الذاية ۸ 


وقرر ما |ذا کان ”س 


1۳۱۹ ۳۳۱۹۹ 








(شمی (لناس 


البر مجة الخطبة و نظرية اللعب 


۱-۸ التر اجحات الخطية 

جرت العادة أن ینظر للفرق بين ابر والتحلیل على آنه» إلى حد ما» مشل 
الفرق بين العادلات والتراجحات . ولقد بدا الخط الفاصل بينهما واضحاً بشکل دائم . 
ولكن». تحقق لي أخيراً أن البرمجة الخطية تمثل مثالا معاكساً :اد ا عا 
بالتراجحات ولكنهاء بدون نزاع » جزء من الجبر اخطي . إنها مفيدة جداً ‏ تلاشم 
البرمجة الخطية قرارات الاعمال أكثر من المحددات والقيم الذاتية . هناك ثلاث طرائق 
لمعالجة الرياضيات الاساسية : إما بطريقة حدسية من خلال الهندسة أو بطريقة حسابية 
بوساطة الافراد أو جبرياً بالاعتماد على نظرية الثنوية . سنوضح هذه الطرائق في هذا 
البند والبندين ۲-۸ و ۳-۸ . وستكون الفقرة 4-۸ متعلقة بالمسائل التى حلولها أعداد 
صحيحة مثل مسألة الزواج . وفي النهاية» سنوضح نظرية أصغر النهايات العظمى 
( :«ه:”1:1:) ونبين علاقتها بنظرية الثنوية في البرمجة الخطية . 

توجد بعض الاشياء الجديدة في البند ۲-۸ من هذه الطبعة الثالثة . لقد أصبحت 
الآن طريقة الإفراد في منافسة مفعمة بالحياة مع طريقة مختلفة جدأ باسلوب التخمین» 
إنها تدعى طريقة كارماركار 507:00 . لقد نالت هذه الفكرة كثيراً من الدعاية لأن 
التقرير الأولي يدعي آنها أسرع بخمسين مرة من طريقة الافراد . الادعاء لايزال قائماًء 


OY 
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ولکن هذه الطريقة لم تطبق في جمیع السائل . یظهر أن الطريقة الجديدة فعالة فى 
السائل الکبيرة غير الكثيفة - عندما تکون الصفوفة ۸ ذات بنية ملائمة .لکن طريقة 
الافراد تبقی في القمة من أجل كثير من المسائل الأخرى . الأمر لیس بعد واضحاً بصورة 
کاملة» فالنظام لایزال قید الدرس والتطویر في مخابر 861 47 ۸۲ ولایزال سرياً. 
(البرمجة الخطية واسعة الانتشار وذات آهمية كبيرة وذات وضع تجاري خحطیر إن 
ذلك وضع غير موجود في الحساب العلمي) . محسن الحظ» إن مباده‌ها الاساسية 
أصبحت مشاعة ويمكننا توضيح مبادىء طريقة كارماركار في البند (۲-۸). 





شكل (۱ ,۸) . معادلات ومتراجحات . 


كان من الممكن أن يأتي هذا الفصل في أي مكان بعد الفصل الثاني . إنه يحوي 
مصفو فات مستطيلة . إلا أنه ليس کل شيء هو معادلات خطية . فى اخقیقة احدی 
أسس هذا الباب كامنة في فهم العنی الهندسي للمتراجحات الخطية تقسم متراجحة 
فضاء ذا ” بعداً » إلى نصفی فضاء تکون التراجحة فى آحدهما محققة ولاتکون 
كذلك في الاخر . کمثال نموذجي على ذلك نأخذ التراجحة 4 < «2 + ×. الحد 





البرمجة الخطية ونظرية اللعب ۹ 


۱ 7 )۱( د 
الفاصل بين نصفي الفضاء هو الستقیم 22-4 + .يقع فوق هذا الستقیم نصف 


الفضاء المظلل في الشکل (۱-۸) ؛ يقع تحته نصف الفضاء القابل حیث التراجحة غير 
محققة . ستکون الصورة فى الفضاء ذي الابعاد الثلاثة مائله ؛ فاد الفاصل هو مستو 
مثل 2-4 +20 + يكون فوقه نصف الفضاء 4 < 2+ ر2+×. وفي فضاء ذي هنا 
سنستمر بتسمية اخد الفاصل الذي عدد آبعاده 48-1 مستویاً. 

بالاضافة إلى متراجحات من هذا النوع هناك قيود أساسية في البررمجة الخطية : 
تطلب من المتغيرين ۲« أن یکونا غير سالبين هذا القيد ذاته مكون من متراجحتين < « 
0و 0 < + . وبذا فان هناك نصفي فضاء آخرين يقع حداهما على المحورين 
الاحداثيين. جميع النقاط الواقعة على المستقيم 0 - + وعن يينه » حقق المتراجحة< × 
0. أما نصف الفضاء الآخر الذي يحقق المتراجحة 0 < « قمکون من نقاط المستقيم ۲ 
0 - والنقاط الواقعة فوقه . 


المجموعة الملائمة ودالة التكلفة 

تتف تقطدوة الاولی إلى تحشیق التراجحات الثلاث الآتية 
آنياً: 0 < بر,0< ×,4< (2+ ×. من ناحية هندسية » تتركب هذه المتراجحات الثلاث 
معاً لتنشىء المنطقة المظللة في الشكل (/-7). يمكنك اعتبار هذه المنطقة انصاف 
فضاء الثلاثة» إنها ليست نصف فضاء لكنها هي ما جرت العادة على تسميتها في 
البر مجة الخطية ا منطقة ا ملائمة وبصورة أوضح.» يكن القول إن المنطقة الملائمة مكونة 
من مجموعة ال حلول الانية لمجموعة متراجحات خطية . 

يصف النظام ۶ - × ذو ال « معادلة وال « مجهولاً» تقاطع من المستويات 
الختلفة مستو واحد لكل معادلة . (عندما یکون =١‏ ”وتكون الستویات مستقلت 
فان تقاطعها سیکون نقطة واحدة قشل ال : ۵" هدم) . بصورة مشابهة یتکون نظام 
مثل ۶ < ×4 من « متراجحة يمثل تقاطع من انصاف فضاء وإذا اشترطنا فوق ذلك 











7 كا (۲ ۸ المجموعة الملائمة ودالة التكلفة 33+ 2 . 


أن تكون جميع مركبات «غير سالبة (وهو مانعبّر عنه بالمتراجحة المتجهة 0 < ب) 
فان ذلك يضيف إلى ماسبق «من أنصاف الفضاء نفسه . وكلما كثرت الشروط التي 
نفرضها كلما صغرت المنطقة الملائمة . 

من الممكن أن تكون المنطقة الملائمة مجموعة محدودة أوحتى خالية . فاذا حولنا 
مثالنا إلىى نصف الفضاء 4 > ر2 + × مع المحافظة على 0 < ×و 0 < « فاننا نحصل 
على الثلث 048 . يتركيب التراجحتین 4 < 2 +:و 4 > بز3+ع معا تتقلص 
المجموعة إلى مستقیم ستيب زد اف شین الشرطين مسا یدیا معأ إلى س با . وإذا 
اضفنا شرطاً مناقضاً مثل 2- > «2 + فان المجموعة الملائمة تصبح خالية . 

إن جبر المنتراجحات الخطية (أو المجموعات الملائمة) هو جزء من موضوعنا . 
مع لك يوجد في البرمجة الخطية أمر آخر اساسي : إننا لانهتم بمجموعة النقاط 
ا ملائمة بقدر مانهتم بتلك النقطة التي تجعل «دالة تكلفة» أعظمية أو أصغرية . نضيف 
إلى مثالنا 0 < «,0 < ×,4 < ر2 + دالة التكلفة (دالة الهدف) «3 ++2. وبذاء 


)۱( اتود تقاط مش كاين تصرف الفضاء 2- > 2 + ۶ وبين الربع الأول 0 < « SÛ‏ 
(المترجم). 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب مه 


تكون المسألة الحقيقية في البرمجة الخطية هي إيجاد النقطة ۰,1 التي تقع في ا مجموعة 
ا ملائمة وتجعل التكلفة أقل مايمكن . 

المسألة موضحة هندسياً بالشكل (۲-۸). إن جماعة التكاليف «3 +2 تقابلها 
جماعة من المستقيمات التوازية وعلينا أن نجد أصغر تكلفة» بقول آخرء أول مستقيم 
يتقاطع مع المنطقة الملائمة . ومن الواضح أن هذا التقاطع يحصل عند النقطة 8. 
حيث 0= ×و 2= «وتکون التكلفة الاصغرية مساوية 6= «3 + +2. يدعى التجه 
(0.2) متجهاً ملائماً لأنه ينتمي للمنطقة الملائمة» وهو الأمثل لأنه يجعل دالة التكلفة 
أصغرية. وهذه القيمة التي هي 6 تدعى خبرة البرنامج . سنمیز المتجه الامثل بنجمة 
تعلوه . 

یکنك أن تلاحظ أن النجه الأمثل يظهر عند أحد رؤوس ا منطقة ا ملائمة . يتأكد 
ذلك هندسيآء إذ أن المستقيمات المقابلة لذالة التكلفة (أو المستويات عندما يكون عدد 
الجاهیل أكبر) تتحرك إلى أن تتقاطع مع المنطقة الملائمة . ينبغي أن يحدث أول تماس 
عند الحدود . تبقى طريقة الا فراد » على هذه الحدود» متنقلة من قرنة من المنطقة الملائمة 
إلى التي تليها إلى أن تجد القرنة التى تكون فيها التكلفة أخفض ما يمكن . بالقابل 
تتقرب طريقة كارماكار من الحل الأمثل من داعل الجموعة الملائمة . 
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شکل(۸-۳. حالات خاصة : النقاط من ۸ إلى8 تصغر (2 + ×؛ قيمة 23 - × الصغرى هي" . 


2۸۲ اخبر الخطي وتطبیقانه 


ملاحظة‌قد لایکون التقاطع » من أجل دالة تكلفة آخری. نقطة واحدة : فلو كانت 
دالة التكلفة هي ۰+2 لكانت نقاط الضلع الذي یقع بين ۸ و 8 هی نقاط تقاطع في 
وقت معاء وسيكون هناك عدد غير منته من التجهات المثلى على طول هذا الضلع. 
الشكل (۳-۸). تبقى قيمة البرنامج وحيدة ( «2 + + تساوي + لكل هذه المتجهات 
المثلى ) ويكون لمسألة القيم الصغرى جواب محدد . من ناحية أخرى» ليس لمسألة 
القيمة العظمى حل + ففى منطقتنا الملائمة» يكن لل 
وهكذاء فان التكلفة العظمى غير منتهية . ويمكن النظر لذلك بطريقة آخری. مع البقاء 
ضمن مسائل الا صغرية» وذلك بان نعکس اشارة التكلفة لتصبح «2 - « فتكون 
القيمة الصغرى ۰ - كما هو ظاهر في الشكل (۰)۳-۸ ولايوجد» حينئذ» حل . تقع 
أي مسألة برنامج خطي في واحد من اصناف ثلاثة : 

(۱) اللجموعة اللائمة خالية . 

(۲) دالة عل الجموعة اللائمة غیر محدودة , 

(۳) للتكلفة نهایة صغری (أو عظمی) على مجموعة التكلفة . 

الحالتان الأوليان غير مألوفتين من أجل مسألة حقيقية في الاقتصاد أو الهندسة . 





فة أن تزداد بدون حدود» 





المتحولات المتراخية 

توجد طريقة سهلة لتغيير قيد على شكل متراجحة إلى معادلة » وذلك بإدخال 
ا متغير ا متراخي 4- «2 + ×= «. يتحول القيد القديم 4 < «2 ++ إلى 0< وهو شرط 
يلائم القيود الأخرى 0 < «,0 < × . وستبدأ طريقة الإفراد» تاماً» على هذا النحو 
مستخدمة متغيراً متراخياً لكل متراجحة» وذلك لكي نحصل على معادلات» فقط 
وقيود بسيطة تجعل المتغيرات غير سالبة . تصبح المسألة الاساسية في البرمجة الخطية : 

جعل :» في نهايته الصغرى خاضعاً ل « ۸۰ وه < × 
المتجه السطري يحوي التكلفة ؛ في مثالنا | 3 2 |-۰. يحوي الجهول : التغیرات 


الاضلية والمتغيرات التراخية . یسحب الشرط 0 < ×المسألة إلى النطقة غير السالبة فى 
فضاء دی ا ونتداخل هده المتراجحات 2 الحذف الغاوسی ‏ ومن الضروری 
(یجاد طريقة جديدة ماما 


تفسیر المسألة ومرافقتها 

نرید أن نعود إلى مثالنا الاصلی حیث دالة التكلفة هي 3 +۰27 لصیاغته 
بالکلمات . إنه توضیح لمسألة الحمية في البررمجة الخطية حیث یتوفر مصدران للبروتین 
مثلاً اللحم وزبدة الفول السوداني . كل رطل من الزبدة يعطى وحدة من البروتین 
وکل رطل من اللحم یعطی وحدتين . ویتطلب من الوجبة أن تحتوي على آربع وحدات 
من البروتین على الاقل . فاذا كانت الوجبة تحتوي على «رطلاً من الزبدة و «رطلا 
من اللحم فانها تکون مقيدة بالشروط الاتية : 
4 < 2 +:,0 < رو 0 < (لایکننا أن نحصل على كمية سالبة من اللحم آو 
الزيدة) . هذه هی المجموعة الملائمة» والمسألة هی البحث عن التكلفة الاصغرية . إذا 
كان ثمن رطل الزبدة دولارين وثمن رطل اللحم ثلاثة دولارات فان تكلفة الوجبة 
الكاملة هی ٠‏ ر3 + :2 لجسن الحظء فان الوجبة المثلى هي اللحم : 2 - ر 0= . 

لكل برنامج خطيء با في ذلك ال مثال السابق» برنامج مرافق . إذا كانت المسألة 
الاصلية هی البحث عن الاصغر فان البرنامج المرافق يبحث عن الاعظم . حل إحدى 
هاتين المسألتين يؤدي مباشرة إلى الأخرى . في الحقيقة» يجب أن تکون القيمة 
الاصغرية فى البرنامج الاصلي هي القيمة العظمى للمسألة المرافقة . وهذه» فعلاء 
هی النتيجة الاساسية في نظرية البرمجة الخطية؛ وستتضح في البند (۳-۸). سنبقى 
الآن مع مسألة الحمية وسنحاول تفسير مرافقتها . 

عوضاً عن أن يبحث الشاري أمر الاختيار بين اللحم والزبدة ليحصل على كمية 
البروتين المطلوبة بأقل تكلفة» فان المسألة المرافقة تواجه صيدلياً يبيع بروتيناً صناعياً . 


oA‏ اخبر الخطي و تطبيقاته 


إنه يعتزم منافسة اللحم والزبدة . سنقابل مباشرة هذين المر كبين فى مسألة بر مجة خطية 
غوذجية : إنه يريد احصول على آعلی سعر م ولكن هذا السعر خاضم لقيود خطية . 
آولا يجب على البروتین الصناعي ألا يكلف أكثر من بروتين الزبدة (الذی هو دولاران 
للوحدة) أو بروتين اللحم (الذي هو ۳ دولارات للوحدتین) . بالوقت نفسه» يجب 
الا یکو ن السعر مالا أو أن الصيدلي لن يبيع . لا كانت الوجبة تتطلب آربع وحدات 
من البروتین فإن دخل الصيدلي هو «4. والسألة الرافقة هي فعلاً ما يلي : إيجاد 
قیمة عظمی للدالة م4 ا خاضعة للقیود : 3 > 2:27 > مو0 <م. هذا مثال تکون ف 
المسألة الرافقة آسهل حلا من المسألة الاصلية. فهي ذات مجهول واحد . من الواضح 
أن القيد 3 > م2 هو الوحید الفعال وسیکون السعر الأعلى للبروتین الصناعي هو 
دولار ونصف ؛ وبذلك یکون الدخل 56 - م4 . 

کاتت التكلفة الدنیا للمسألة الاصلية ست دولارات وسينتهي الشاري بدفع 
البلغ ذاته سواء من أجل البروتين الطبيعي أو البروتين الصناعي . إن ذلك يعني أن 
نظرية الثنوية هي : النهاية العظمی تساوي النهاية الصغری . 


تطبيقات نموذجية 

سوف نولي اهتمامناء في البند التالي» حل البرامج الخطية . وقد حان الوقت 
كي نستعرض بعض الحالات العملية التي ينبثق منها السؤال الرياضي المهم الاتي : 
إيجاد النهاية الصغرى أو العظمى لدالة تكلفة خطية خاضعة لشروط خطية . 
(۱) تخطیط الانتاج. لنفرض أن شركة جنرال موتورز تربح ۱۰۰ دولار عند بيع 
سیارة شفرولية و ۲۰۰ دولار لكل بويك و ۰۰ دولار لكل کادیلاك . تستهلك هذه 
السیارات غالوناً لكل عشرین ميلاً» ۱۷ ميلاً» ۱4 ميلاً على التوالی . ولکن الکونغرس 
یشترط أن یکون العدل هو ۱۸ ميلاً لكل غالون . تقوم الشركة بتجمیع سیارة شفرو لیه 


البرمجة الخطية و نظر به اللعب ۵ ۸ ۵ 


واحدة فى كل دقيقة وسيارة بويك في كل دقيقتين وسيارة كاديلاك في كل ثلاث دقائق . 
ماهو أعظم ربح للشسركة خملل یوم دې ۸ سباعاتت 1 
ا مسألة : أوجد القيمة العظمى للدالة 4002+ :200+ ۰۱00 ضمن الشروط 2 بر × 


: 0 


(۲) اختيار سندات. نفرض أن هناك ثلاثة أنواع من السندات : سندات اتحادية 
تعطی ربحاً قدره ۵./ وععدل ۰۸ سندات إدارة محلية تعطی 1 ./ معدل ۰8 وسندات 
شركة الیورانیوم تعطي 4/ وبمعدل ©. يمكننا أن نوظف في ذلك على الترتیب 3:2 
بحيث لايزيد الجموع على 1000005 . المسألة هي إيجاد النهاية العظمى للربح تحت 
القیدین : 

(۱) لايمكن توظيف أكثر من 8 20000 في اليورانيوم . 

(۲) يجب أن يكون معدل الانواع المختلفة على الاقل 8 . 
سالة : أوجد النهاية العظمی ل 6+92 +5 تحت الشروط : 


x =y+z 2 100,000 , ج‎ >< 20,000 , 2 SX جد‎ ۷ +: 2 0 
تمارين‎ 


۱-۱-۸ خطط المنطقة الملائمة الخاضعة للقيود 
20 ب« ,20 26,۲ ۲+ 2 , 26 2۲ + xX‏ . ما هی النقاط الوافعه في فرنات 
هذه المجموعة . 

۲-۱-۸ (ينصح به) فى المجموعة الملائمة السابقة . ماهي القيمة اللاصغرية لدالة 
التكلفة + ؟ ارسم الستقیم » = « + × عندما يمس الجموعه اللائمة 
لاول مر ۵ . 


۸ 


۷-۱-۸ 
۸-۱-۸ 


اخبر اخطی و تطبيقاته 
ماهي النقاط التى تجعل دالة التكلفة +37 أو (- :دفي نهایتها الصغری؟ 
برهن أن المجموعة الملائمة المقيدة بالشروط التالية مجموعة خالية ۱ 
| - 2 بر8+ ع 3 ,3ح بر5 + 0,22 < x‏ 


برهن أن السالة التالية ملائمة ولکنهاغیر محدودة لذ فليس 
لها حل آمثل : اجعل « ++ فى نهايتها العظمی تحت القبود : 


> بر - + با - © 3+2 -+ ,20 20,۷۲ x‏ 


ت 


اضف قیداً واعذا على شکل متراجحة إلى 0 50.7 ست 
لا حوی المجموعة اللائمة سوی نقطة واحدة. 

ماهو شكل الجموعءة اللائمة 2<1+(+۲, 0 < ج, 0< ر,0< بي 
وماهى القيمة العظمى لدالة التكلفة 32 + ر2 ++ ؟ 

حل مسألة السندات الواردة قبل هذه التمارین . 

فى الجموعة الواتية لشركة جنرال موتورز» نجد أن الشرط 0 < 2× 
یبقی من الفضاء الثلائي ثمنه (الثمن الوجب) . كيف يقطع هذا الثمن 
من قبل الستویین الناشئین عن القیدین وماهو شکل الجموعة الواتية ۴ 
كيف تبين قرنات هذا الشکل أن الحل الامثل یتضمن. تحت هذين 
القیدین» نوعين فقط من السيارات . 

مسألة النقل : لنفترض أن تکساس» كاليفورنيا وألاسكا تنتج كل منها 
مليون برميل من البترول وأن شیکاغو التى تبعد عن أماكن الانتاج هذه 
بقدار ۱۰۰۰ میل» ۲۰۰۰ میل. ۳۰۰۰ ميل علی التوالي» حتاج إلى 
۰ آلف برمیل وأن نیوانخلند التي تبعد عن اماکن الانتاج بمقدار 
۰ پل ۲۰۰۰ ميل ۳۷۰۰ میل على التوالي» عام إلى 
۰ برمیل . |ذا فرضنا آن نقل البرمیل الواحد لسافة ميل واحد 


لبررمجة الخطية ونظرية اللعب 2۸۷ 


يكلف دولاراً واحداً فماهو البرنامج الخطي التضمن خمس معادلات 
قیود والذی يجب حله کی تکون تكلفة النقل الا جمالية أصفر ما يكن . 


۸ - ۲ طريقة الافراد وطريقة کارمارکار 

یتعلق هذا البند بالبررمجة الخطية التي يساوي عدد مجاهیلها ” وعدد القبود 
يساوي «. لقد كان في البند السابق 8-2 و1 -” » وکان هناك متغیران غير 
سالبين وقيد وحبد هو 4 < «2 ++ . ليس من الصعب شرح الحالة العامة وإن كان 
حلها ليس سهلاً حقاً. 

إن أفضل طريقة هي وضع المسألة في الشكل المصفوفي مباشرة . لدينا : 

771 7 مصفوفة 4 من النوع‎ )١( 

(۲) متجه عمود ١‏ ذو 7 مركبة 

(۳) متجه سطر » ذو ” مركبة . 
على المتجه «الملائم» + أن يحقق 0< دو 5< ×4 . التجه الامثل هو التجه الملائم الذي 





يحفىن, اصعر تكلفقة 2 التكلمة هي 5 35 ره CX‏ ا 


ما القیمة الصغری: جد الشيسة الصغری للدالة »۰ ضمن الشروط 
0 عو هه AE‏ 

تفسیر الهندسی واضح. فالشرط الأول 0< «یقصر التجه على المنطقة 
الوجبة فى الفضاء النوني ‏ هذه هي النطقة الشتركة بين جميع انصاف الفضاء 
0 ×. وهی بالنسبة للفضاء الثتاتی » تمثل ربع الستوي؛ وبالنسبة للفضاء الثلائی 
قثل ثمنه . بشکل عام للمتجه فرصة واحدة من بين "2 کی یکون غير سالب . آما 
القیود الأخرى التى عددها « فهي تنشیء انصاف فضاء اضافية عددها ۷. وتکون 
التجهات اللائمة هی تلك التى تحقق ال ۸+ شرطاً إنها تقع في المنطقة 0< × وتحقق› 





في الوقت نفسه» ( < ×4 . بقول آخر إن الجموعة الملائمة هي تقاطع انصاف الفضاء 
هذه والتى عددها 1 771 . وهي ربا تکون محدودة أو غير محدودة وقد تكون خالبة . 

دالة التكلفة «» ترافق المسألة بجماعة من المستويات التوازية . أحد عناصر هذه 
الجماعة هو المستوى الذي يمر بنقطة الاصل 0= هه . إذا حقق × هذه المعادلة فانه يمثل 
متجهاً ذا تكلفة أصغرية . المستويات الأخرى :0»-7 تعطي جميع التكاليف الممكنة . 
مع تغيير قيمة التكلفة » نجد أن هذه المستويات تمسح الفضاء النوني بأكمله ويقع التجه 
الامثل »عند أول نقطة تماس مع المجموعة الملائمة . التجه “دملائم ودالة التكلفة 
عنده مه هي أقل قيمة مكنة ضمن المجموعة الملائمة . إنه حل مسألة التصغير في 
البرمجة الخطية . 

آحد آهداف هذا البند هو حساب + . يكن أن نتوصل إلى ذلك (من حیث 
المبدأ) بایجاد جمیع قرنات الجموعة اللائمة وحساب التكلفة عندها ؛ تدعی القرنة 
التي تکون عندها دالة التكلفة أصغرية قرنة مثلی . من ناحية عملية یعتبر مثل هذا العمل 
مستحیلا» فهناك بلایین من القرن ولایسعنا حسابها جميعاً . بدلاً من ذلك فاننا نلتفت 
إلى طريقة الإفراد التي تعدء بحق» آنجح فكرة في الریاضیات الحاسوبية المعاصرة . 
لقد طورت من قبل 26/14 دانتزك كطريقة نظامية لحل البرامج الخطية» وسواء كان 
اکتشافها صدفة أو نتيجة عبقرية فانها نجاح مدهش . لقد اجملت خطوات هذه الطريقة 
مو هرا إلا آننا ستحاول آولا تفسی ها ثم نصف الطريقة الحديدة المقدمة من قبل 
كارماركار . 


الهندسة : التحرك على الأضلاع 

اعتقد أن التوضیح الهندسی هو الذي یکشف سر هذه الطريقة . تحدد الخطوة 
الاولی ببساطة إحدى قرنات المجموعة اللائمة . هذه هي الرحلة ٩۱۸‏ التي نفترض 
آنها قد تمت . آما لب الطريقة فیکمن في مر حلتها الثانية التي تنتقل من قرنة إلى قرنة . 
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على أضلاع الجموعة ا ملائمة . عند قرنة من القرن» یکنا أن نختار ضلعاً من بين « 

من الاضلاع التي قد يبتعد بعضها عن القرنة الثلی ‏ بينما يقترب البعض الآخر 
منها . لقد اختار دانتزك السير على ضلع بالاتجاه الذي تنقص عليه التكلفة . يؤدي هذا 
الضلع إلى قرنة جديدة ذات تكلفة أقل وليس هناك احتمال للعودة إلى نقطة ذات 
تكلفة أكبر . وفي النهاية نصل إلى نقطة معينة؛ الاتجاه منها على جميع الخطوط المارة 
منها يؤدي إلى زيادة فى التكلفة» تكون التكلفة عندها أصغرية . هذه القرنة هی المتجه 
الامثل» وتتوقف الطريقة . 


3 0 0 ا 
ی : 


ا ۳ 
و 
171۳ 





شکل (8-5 ) . قرنات الجموعة اللائمة وأضلاعها . 


تکمن المشكلة احقيقية في كيفية صياغة هذه الفكرة باسلوب اجبر الخطي . في 
البداية» سوف نفسر كلمتي قرنة و ضلع في الفضاء النوني . القرنة نقطة تلاقي عدد 
من الستویات الختلفة» كل منها معطی عادلة وحیدة- اما كما تتلاقی ثلاثة 
مستویات لتکون نقطة في الفضاء الثلائی . لنتذکر أن الجموعة اللائمة في البرمجة 
الخطية تتحدد بالتراجحات 5< ۸۲ التى عددها ‏ والتراجحات 0< :التی عددها ”. 
تتولد كل قرنة لهذه الجموعة من تحویل :من هذه التراجحات التي عددها ۶+" إلى 
معادلات ‏ ثم إيجاد نقطة تقاطع الستویات المثلة لها. بشکل خاص. إحدى 
امکانات اختار هذه العادلات هي 0= د.... 0= ۲ التي تتلافی عند نقطه الا صل . 


. 69 اخبر اخطی وتطبيقاته 


كبقية الاختیارات الاخری. فان نقطة التقاطع هذه تكوّن نسخة قرنة أصيلة » إذاحققت 
القيود الأخرى وإلافانها لاتنتمى إلى المجموعة الملائمة وتكون مزيفة تماماً. مثال 
ذلك التمرين ۱-۱-۸ الذي یحتوی على متغيرين (2<) وعلی قيدين (2 <7) ؛ 
وهناك ست نقاط تقاطع ممكنة موضحة في الشكل (8 - 54)» ثلاث منها هي 
فرنات فى المجموعة اللائمة ولقد رمزنا لها ب ۰۵,8 وهي : (6,0) , (2,2) , (0,6) 
. واحدة منها لابد أن تمثل المتجه الامثل (ما لم تكن التكلفة الصغرى هي مه - ) أما 
الثلاث الأخر با فيها نقطة الاصل فهي مزيفة . 

بصورة عامة هناك ۱/۸۱۲۱( + ) نقطة تقاطع مکنة» ذلك هو عدد الطرائق 
التی يتم بها اختیار « مستویاً م فان سعويات عددها 9 . إذا كانت المجموعة 
املائمة خالية» عندئذ» لن تکون أي نقطة من نقاط التقاطم قرنة أصيلة . عمل الر حلة 
الاولی عر ناد قرنة اصیلة أو العاکذ عن آنها مجضموعة غالک سرف تم شرق 
آننا قد وجدنا احدی قرنات الجموعة. 

والان إلى ضلع من الاضلاع : لتفرض أن آحد الستویات التقاطعة التى عددها 
م قد حذف فیبقی لدینا ۱- :من العادلات . ولذاء فهناك درجة واحدة من الحرية. 
النقاط التي تحقق العادلات التى عددها 7-1 تکوّن ضلعاً يمر بالقرنة . هندسياًء هذا 
الضلع هو تقاطع الستویات التي عددها ۰-۱ . تجبرنا البرمجة الخطية على أن نبقی 
ضمن الجموعة اللائمة. لذاء فليس لنا اختیار في اتجاه التحرك على طول الضلم . 
اختیار واحد فقط یکون ملائماً . الا آن هناك ” من الاختیارات المختلفة بين الأضلاع 
ومهمة المرحلة الثانية هی إيجاد هذا الا ختیار . 

لكي نشرح هذه الرحلة» علینا أن نعيد كتابة المتراجحات 0< × با یتلائم مع 


(۱) إن هذا العدد الكبير يوضح السبب في کون إيجاد جميع القرنات إجراء غير عملى عندما يكون 
اقلا د كير ١‏ . 


البرمجه الخطية ونظرية اللعب 2۹۱ 


القیو د البسيطة 20 اه هذا هو دور ا متغيرات المتراخية ۸-8 < ۷ . 


القبو د حم التی عد‌دها 7 ) صح لاح ای cw ZÛ‏ متغیر و احد متراخ لكل 
سطر من الصفوفة ۸. تأخذ العادلة ط- ×4= « أو - ۸۰-۷ الشکل الصفوفی الاتي 


دع | ۱ 1- ۸ 


تتحدد المجموعة الملائمة من خلال العادلاات التي عددها 7 والتر اححات البسيطة 
0 > ۷ , 0 < × التی عددها + 11 . لدینا الآن قیود معادلات وقیود عدم السلبية . 

ولكي نجعل التغییر تامأء سوف لن ندع أي اختلاف یذکر بين التغیر الأساسي 
والمتغير الستحدث «. لن تشهد طريقة الإفراد أي اختلاف بذلك . ولذا» لن يبقى 
ستاك هيرة لل شري : 





[ 1- 4| و ۳4 

لذاء فإننا نعید تسمية المصفوفة الوسعة ۸ وكذلك النجه الوسع ‏ . تصبح 
ات القیود = ×4 ۰ آما التراجحات البسيطة التي عددها «+, فتصبح < × 
0 .یحتاج متجه التكلفة الاصلي للتوسعة أيضاًء وذلك باضافة مرکبات جديدة 
عددها ۰ جمیعها آصفار ؛ تبقی دالة التكلفة *نفسها حتی بعد إجراء التعدیلات 
على ×و » . الاثر الوحید الذي یبقی للمتغیر التراخي « هو أن الصفوفة الجديدة ۸ 
قد آصبحت من النوع (4+0) × ,و آن المتجه الجديد × قد آصبح بر کبات عددها 7+ 
. سنحتفظ بهذه الزيادة من الرموز الأصلية تارکین و دون تغيير لتکون تذكرة لا 
قد حصل . وتصبح ال مسألة آوجد القيمة الصغری للدالة «» ضمن الشروط : 0< × 
۸۰-۵ . لاحظ أن الصفو فة ۸ مستطيلة . 


(۱) من الطبيعي أن یزودنا رجال الاقتصاد أو الهندسون ععادلات شروط منذ البداية . فى هذه 
الحالة تبداً طريقة الافر اد بالعادلات =× دوغا حاجة إلى التغیرات التر اخية . 
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مثال في المسألة الوضحة فى )٤-۸(‏ بالقيود 6 < ر+ 6,2٨‏ < «2 ++ ودالة التكلفة × 
( + » يكون النظام اخدید 
0 0 1 ذاعم و | ۶ ]-ه ار )من 

بهذا التغیر إلى قيود معادلات » يمكن لطريقة الافراد أن تبداً . تذکر أن الر حلة 
الاولی قد وجدت قرنة من قرنات الجموعة اللائمة التي هی مکان التقاء الستویات 
التى عددها : لقد حولت من التراجحات الاصلية 0< دو 5< دف (العروفة بس 
0 ) إلى معادلات . بقول آخر القرنة هي نقطة تنعدم من أجلها ١‏ من مرکبات التجه 
ا جديد ۰( ۰ القديمة و «). في نظام العادلات ۸:6 هذه الرکبات ال ل دهي 
التغیرات ا حرة» والمتغيرات الباقية التي عددها :هي المتغيرات الأساسية . بجعل 
المتغيرات الحرة» أصفاراً» تعين العادلات =× التي عددها :”ال ”متغيراً أساسياً . 
ندعو الحل الذي نحصل عليه أساساً وذلك لتأكيد ارتباطه التام بهذه المتغيرات . إنه 
اخل الخاص الوارد في البند ۲-۲ . ولسوف يكون قرنة (حقيقية) إذا كانت جميع 
المركبات التي عددها « موجبة. لذاء فإنها تقع في المجموعة الملائمة . 


۸ إن قرنات النطقة الملائمة هي تاماً» ا حلول الأساسية ا ملائمة للنظام ۸۰ 
م=: يكون الحل أساسياً إذا كانت ”مركبة من مركباته التي يبلغ عددها «,+: مساوية 
الصفرء ويكون الحل ملائماً إذا حقق الشرط 0< ×. تكتشف الخطوة الأولى من 
طريقة الإفراد حلا أساسياً ملائماًء بینما تتحرك المرحلة الثانية خطوة خطوة نحو الحل 
الامثل . 


مثال القرنة م الظاهرة في الشکل (4-۸) هي تقاطع 0 مع 2-6-0 +۰2 ولذاء 
فان مرکبتین من مرکبات × تساویان الصفر والر کبتان الأخريان تساویان 6؛ انه حل 
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لایزال القرار الحاسم بحاجة إلى تکوین : أي قرنة ستکون التالية ؟ لقد وجدنا إحدى 
القرن حيث 2 -:” مركبة من مرکبات × موجبة آما الباقی فأصفار . نود الانتقال على 
أحد أضلاع الجموعة اللائمة إلى قرنة مجاورة . حقيقة کون قرنتین متجاورتین تعني 
أن ۱ - 7 من التغیرات الاساسية التي عددها سوف تبق ی أساسية ویصبح متغیر 
واحد فقط حرا (صفراً). في الوقت نفسه» سوف یصبح أحد التغیرات الذي كان 
حرا ی | اساسا وسوف تزداد قیمته انطلاقاً من الصفرو تتغیر قیم التغیرات 
الأخرى الاساسية التي عددها ۰-1 لكنها تبقى موجبة. القرار الحقيقى هو في 
معرفة المتغير الذي يجب استبعاده من المتغيرات الأساسية وأيها يجب ضمه إليها ؛ فى 
حالة معرفتنا أي المتغيرات أساسية بالنسبة للقرنة الجديدة» فاننا نحصل عليها بحل 
النظام = ×4 مع بقاء المركبات الباقية للمتغير × مساوية الصفر . 

مثال لتغیرات داخلة ومتغيرات باقية 

أوجد القيمة الصغرى للدالة التالية ضمن الشروط الآتية : 


2X5 > 8‏ + پ 6۲ + ویر + 1 


Ê : 8‏ 
ضع 325 - 4× - وعم بشرط 


یر 


نبداً من القرنة التي یکون فیها 8= ×و 9= ×(هذان هما التغیران الاساسیان) 
و 0=,×= ,×= ». إن القیود محققة ولکن قد لاتکون دالة التكلفة أصغرية. في 
احقيقة » فان دالة التكلفة هي التي تعين التغیرات الحرة التي يجب أن تنتقل إلى 
الاساس . إنه من الحماقة أن نجعل ,× موجبة إذ إن معامله يساوي 7+ ونحن نسعی إلى 


تقلیل التكلفة . آحد التغیرین ×أو «مناسب وسوف نختار ×لأن معامله 3- أكثر 
سالبية » التغیر الداخل هو × . 

بادخال ,إلى الاساس لابد من اخراج ,أو ,«منه . في العادلة الأولى. 
نزید من قيمة + وننقص من قيمة + بحيث بحافظ على العادلة 8 - ×2 + + . وعندما 
تصل قيمة × إلى 4 فان × يصل إلى الصفر ؛ المعادلة الثانية تبقى = 3+ × 
9 هنا يمكن ل ,دأن تتزايد حتى 3 وعندها تصبح 0-,+ ؛ لوتعدت ,+ العدد 3 
لاصبحت × سالبة . بذاء تكون القرنة الحديدة قد حددت حيث 3- ,0 -+ » ومن 
العادلة الأولى نجدأن 2 - :. المتغير الباقى هو ,× وتهبط التكلفة إلى 9- . 

ملاحظة : في القيود » خذ نسب الاطراف اليمنى إلى معاملات المتغير الداخل» 
,+ . تدلنا النسبة الصغرى على المتغير الذي سيبقى . تأخذ هذه القاعدة النسب 
الوجبه» فقط » بعین الاعتبار اذ انه لو كان معامل هو 3 - بدلا من 3+ لادی 
ازدياد قيمة ,× إلى زيادة ,+ في الوقت نفسه (بجعل 10 = ,× ستعطي العادلة الثانية =× 
9 ولن یصبح عندئذ × مساوياً الصفر . إذا كانت جمیع معاملات ,+ سالبة» وهذه 
هی احالة غیر الحدودة : إن قيمة التغیر × قد تصبح كبيرة بقدر ما نشاء ما یجعل دالة 
التكلفة تژول إلى ٠ه‏ - . ولکن النسبة الثانية فى هذا الثال توحی لنا أن التغیر الثاني 
سیبقی» وهي تعطي 3 2 ,. 

انتهت الخطوة الحالية عند القرنة 0,53 ×= ×= ×,2= + . على کل حال؛ 
فان الخطوة التالية تكون سهلة إذا كان للمعادلات شكل مناسب_ ببقاء المتغيرات 
الاساسية على نحو ما کانت علیه » ع د لذاء ري عملية الحورة بحل العادلة 
الثانية من أجل ,× ونعوض الناتح في دالة التكلفة وفي العادلة الأولى ,× -,×-3×,=9 
وتصبح المسألة امحديدة انطلاقاً من القرنة الجديدة هي : ایجاد القيمة الصغری للدالة : 
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صعر 9- ,<< - 825 + و2۷ (۷ - ر ×- 9) - و* - 1۷5 شرل 


- و61 + ×ل + واگ - و 
1 3 

2 + + + ۸ ٩ = 3. 
3 تك1‎ 


تعدا لخطوة التالية سهلة . العامل السالب الوحید في دالة التکلفة يعني أن,» 
يجب أن يكوت التغیر الداخل . النسبتان 3/0,2/6-وهما الطرفان الایهنان 
مقسومان على معامل × - تعنیان أن هو التغیر الخارج . القرنة الجديدة هي × 
3= 1/3 0 برع بر وقيمة التکلفة هي أ 9 - وهي قيمة مثلى . 

فى مسألة كبيرة» يمكن لتغیر خارح أن یعود ثانية . ولکن با أن دالة التكلفة في 
تناقص مستمر - ماعدا الحالة المتردية ‏ لذا فانه لن يحدث أن تبقی التغیرات الا ساسية 
(التى عددها ) هی نفسها كما كانت . لن نعود انية إلى قرنة سابقة» وسوف تتوقف 
الطريقة عند القرنة الثلی . (آو عند هه - ٠‏ إذا كانت دالة التکلفة غير محدودة) . وثما 
یلفت النظر سرعة الوصول إلى اخل الا مثل . 

ملخص تدد الاعداد 3-, 1-,7 في القرنة الأولى والاعداد 1-. 1,8 في القرنة 
الثانية التغیرات الداخلة . (تذهب هذه الاعداد إلى التجه ۰۲ التجه الحاسم العرف 
آدناه . عندما تکون هذه الاعداد موجبة نتوقف) . تعين النسب التغیرات الباقية . 

ملاحظه حول ا حالة ا متردية تدعی قرنة من القر نات متردية إذا زاد عدد المركبات 
الصفرية العتادة ل دعن «. أكثر من « مستویاً يمر من القرنة فتنعدم بعض التغیرات 
الاساسية . یتضح ذلك» بعد الحوروة بظهور صفر في الطرف الا ین للمعادلات . 
التسب التي تحدد التغیر الخارج قد تتضمن أصفاراً» ویکن أن یتغیر الاساس دون 
مغادرة القرنة . نظرياًء يمكن أن ندور إلى الابد فى اختیار الاساس . 

لحسن احظ هذا الدوران لن یحدث . من النادر جداً أن يجهل ذلك نظام 
تجاري . لسوء احظ ‏ فإن التردي معتاد بکثرة فى التطبیقات إذا طبعت التكلفة بعد 


کل خطوة إفراد» فانك ستری أن الافراد سیکرر مرات عديدة قبل أن یجد الضلع 
الجيد. ثم تتناقص التكلفة من جدید . 
احدول 

تتضمن کل خطوة من خطوات الا فراد فرارات وعملیات سطرية_إذ يجب 
اختیار التغیرات الداخلة والباقة وآن نجعلها تأتی وتذهب . إحدى الطرائق لتنظیم 
الخطوات هي ملاءمة العطیات ووضعها في مصفوفة كبيرة أو جدول . لكي نستطیم 
شرح العملیات. نبدأ باظهارها بلغة الصفوفات بهدف الوصول إلى صيغة لدالة التكلفة 
(وكذلك للتوصل إلى اختبار التوقف الذي يكن أن يتحقق» فقط . عند بلوغ القرنة 
المثلى . ) لدينا المصفوفة 4 والطرف الأيمن « ومتجه التكلفة » والجدول الابتدائى هو 
ماما كما يلى : 


الجدول من النوع (1++2”) × (۱+ )۰ بعمود وسطر إضافيين . في البدء» ریا 
تختلط التغیرات الاساسية مع غیرها» وتهدف الخطوة الأولى للحصول على متغیر 
اساسي واحد في كل سطر ؛ وحینثذ» یسهل اتخاذ القرارات . نعيد الترقیم إن لزم 
لام نفترض أن :.... هي التغیرات الأساسية بالنسبة للقرنة احالية» وأن بقية 
التغیرات + حرة (آصفار) . لذاء فان الاعمدة ال 7 الأوائل من الصفوفة ۸ تکون 
مصفوفة مربعة 8 (الصفوفة الأساسية لهذه القرنة)» بینما تکون الأعمدة الأحرى 
مصفوفة ۷من النوع «< ۰" . بشكل مشابه ‏ يجزئ متجه التكلفة »كما يلي | بر c8‏ 
والمجهول × إلى "| «* و وعند القرنة نفسها نجد 0= ×. بازالة المتغيرات الحرة» 
تأخذ العادلة ۸-۶ الشكل 5 - ,×8 وتعين المتغيرات الاساسية ,د. تصبح دالة 
التكلفة ,× ,»= ». ولكي يتم التعامل مع امحدول. فإننا نتصوره موزعاً على النحو 
التالى : 
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7 / ۷ ۳ ۱ 
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۱ نظهر المتغيرات الاساسية وحيدة» إذا أمكن الحصول على مصفوفة الوحدة في موضع 
1اه ها فه 2 . ان دلك بعتی > اما خطوات الحدف العادية (عملیات سطر ) لنصل 
إلى : 


2 ۸ 7 / ا 7 


CH ۸ (0 

المصفوفة التي تحول المصفوفة 8 إلى 1هي ۰8 بالرغم من أنها لم تظهر بشکل 

(في الحقيقة» لقد قمنا بخطوة غاوس ‏ جوردان ؛ لقد قسمت المحاور لتعطى وحداناً 

على القطر الرئیسی . وقد کونت أصفار فوق القطر كما حدث ذلك تحته . ) ولکی 
لنتهي . نطرح جداء . في الجزء العلوي من الجزء السفلى : 





1 9۸ 8-18 
0 Cw - CpB ۸ - لمح‎ / ۱ 


ڪا 
یعتبر الآن الحدول جاهزا اذا ما آحسنا تفسير خو اضه. لقد كانت سسالا هی تصغیر 
×ء خاضعاً ل - »4 ,0< ×. ضرینا العادلة 5 - مه بالصفوفة "8 لنحصل على : 
وز “ييحم Ha HEN‏ )۱( 
وأخذت دالة التكلفة جه جرد الشكل : 
یط و رن او )۲( 
النقطة الاساسية هي أن كل كمية ذات آهمية تظهر في الجدول . فى أقصى الطرف 
الا » جحد التغیرات الا شاه 0 x =B‏ (التغیرات الحرة هي 0 - . أما دالة 
التكلفة الحالية فهي 80 .© -:» وهي موجودة في القرنة السفلی باشارة سالبة . الأمر 
الأهم هو أنه يمكننا أن نقرر ما إذا كانت القرنة مثلى » وذلك بالنظر إلى الت ركيب =٠‏ , 
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CB N‏ الواقع في منتصف السطر السفلي . إذا كانت عناصر في سالىة» فانه 
يبقى من المکن تخفيض قيمة دالة التكلفة . يمكننا جعل 0 > × في المعادلة (۲) 6 
من جهة آخحری إذا کان 0 < فان القرنة المثلى تکون قد وجدت . هذا هو شرط 
الأمثلية أو اعتبار التوقف . 


۸ب إذا كان المتجه 8۸۷ ء- =١‏ غير سالب» عندئذ» لايمكننا تخفيض التكلفة : 
تكون القرنة مثلى مسبقاًء والقيمة الصغرى لدالة التكلفة هی 878 ۰. لذاء فإن< , 
۵ هو اختبار التوقف . عندما يفشل هذا الشرط فان أى مركبة سالبة للمتجه + تقابل 

ضلعاً يكن تنخفض التكلفة عليه. الخطة المعتادة هی اختيار مركبة ‏ الاکثر سلبية . 

مرکبات ١‏ هي التكاليف ا مخفضة ‏ ماذا يكلف استخدام متغير حر مطروحاً 
منه ماتوفر . إذا كانت التكلفة المباشرة (في .©) أقل من الوفر (الناتح عن عدم استخدام 
التغیرات الاساسية) فيمكن الدفع من أجل تجربة هذا التغیر الحر. لنفرض أن أقل 
تكلفة سالبة هي 7. لذا يكن لمركبة ×ذات الرقم :أن تصبح موجبة . إنها ا متحول 
الداخل الذى يزداد من الصفر إلى قيمة موجبة » . 

ماهي » ؟ إنها تتعين بنهاية الضلع . لما كانت المركبة + الداخلة متزايدة فان على 
بقية مركبات * أن تتناقص (وذلك لكي تبقى 6-:۸). تصبح المركبة الأولى »التي 
تتناقص إلى الصفر » هي ا منغي ر الباقي - يتحول من أساسي إلى حر . نصل إلى القرنة 
التالية عندما تصل إحدى مركبات × إلى الصفر . 

عند تلك النقطة» نكون قد توصلنا إلى × جديدة أساسية ملائمة . إنها ملائمة 
لأن 0< +وهي أساسية إذ أن لدينا من جديد ۸ مركبة مساوية الصفر . إن المركبة : 
للمتجه ب التي تغيرت من الصفر إلى 9 » سوف تحل محل المركبة #للمعجه. ,واي 
تناقصت إلى الصفر . أما المركبات الأخرى للمتجه ,×فقد تغيرت لكنها بقيت موجبة . 
المركبة التي تناقصت إلى الصفر هي التي تعطي النسبة الااصغرية في (۳) . Ae.‏ 
نفرض آنها العدد ۸. 





الم ةو يه ال ا 


۸ ج لنفرض أن »هو العمود : للمصفوفة ۷ . حيث يكون «المتخير الداخل - قد 
اختیر للانتقال من حر إلى أساسي . لذاء فان مركبته في القرنة الجديدة هي النهاية 
الصغرى للنسبة : 

(Bb); _ (Bb 


Û = 11 
)8 ۲۱ (B ب‎ 


(۳) 








آخذت هذه القيمة الصغرى فقط على المركبات الوجبة للمتجه »" 8 . إذالم تكن 
هتاك مركبات موجبة + فان القرنة التالية سوف تکون بعيدة جداً ویکن جعل التكلفة 
صغيرة إلى آبعد حد» القيمة الصغری للتكلفة هی ١‏ - . والا فان العمود القدي » 
3 للمصفو فة 8 سوف يترك الاساس و يدخل العمود الجديد 4 . 


إن العمودین ۷ ۸,8 8 موجودان فى الجدول الاخیر ( 8هو عمود في 
۸ 8 وهو موجود فوق العنصر الا کثر سالبية فى السطر الاسفل )١‏ . تتلخص خطوات 
الافراد بعد مثال وتبداً عندها الطريقة من جدید من القرنة الجديدة . 
مثال بدالة التكلمة «+-والشرطین 6= - ر2+×, 6= ب- برد 2 اللدین 
وجدناهما من قریب. نجد الحدول الأول : 








نم سم سب 
بت ه ۰ 
ه ‏ ه 
هنو ه 


إذا انطلقنا من القرنة نفسها م في الشکل (8 - 5) حيث یتقاطع 0= ×مع 
6- «+ +2 (یعنی أن 0= ۰6 فان المتغيرين الاساسيين هما «و « . ولكي ننظم 
الأمورع نجري عملية مبادلة بين العمودين الأول والثالث وذلك لكي نضع المتغيرات 
الأساسية قبل المتغيرات الحرة : 





نم 
|| 
بم بحم چم 
لب 
جه = ص 


إن عملية الحذف تضرب السطر الأول ب 1 - كي نحصل على محور قيمته واحد» ثم 
نستخدم السطر الثاني كي نحصل على آصفار فى العمود الثانی : 





۲ Û 3 لد‎ 6 
TIO 1I ZF a 9 با‎ 
0 0 -[ | -6 





ننظ رأولا إلى [ ۱ -١‏ ] = م في السطر الأسفل . إنه يحوي عنصراً سالباً. وعلی هذا 
فان القرنة الحالية 6= «= « وكذلك التكلفة الحالية +1 ليست مثلی . العنصر السالب 
موجود في العمود الثالث» لذاء فان التغیر الثالث سوف يدخل الاساس . العمود 
الواقع فوق العنصر السالب هو *[2 3] = » "8 ؛ إن نسب العمود الأخير إلى هذا 
العمود هي +  .‏ وبا أن النسبة الأولى هي الأصغرء لذاء فإن الجهول الأول ٠‏ 
(والعمود الأول من الجدول) سوف یخرج من الأساس . 

الجدول الجديد یبادل بين العمودین الأول والثالث» وباجراء اللحورة بو ساطة تطبیق 
عملية ادف مد : 





۱ ۱ [| Û بل‎ e لیا‎ | 
4 1 1 AZ 6 : ۱ 
2 ۱ 0 -1 6 | 0 با‎ 2 . 3 2 3 
-1 )( Û 1] -6 ۱ 0 0 1 ۲ إو‎ 
3 3 





أصبح الان | ؟ + |= موجباً و حقق اختبار التوقف . القرنة 2= ر=+والتكلفة 
عتدعاك الى تساوی 4+ هما مثلیان . 
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تنظيم خطوة الم فراد 

لقد انهينا الانتقال من الهندسة التابعة لطريقة الافراد إلى الجبر من لغة «القرناتا 
إلى «احلول الاساسية اللائمة. ونحن نعلم الآن أن معرفة المتجه , والنسبة » آمر 
حاسم» ونود أن نعيد النظر في طريقة حسابهما. هذا هو قلب طريقة الإفراد التي 
يكن تنظيمها بثلاثة طرق مختلفة : 

)١(‏ بجدول 

(۲) بحساب 8 ثم تعديلها عندما نستبدل بالعمود من 8 العمود :من × . 

(۳) بحساب 8-187 ثم تعديل هذين العاملين بدلا من تعديل "8 . 

هذه القائمة هي في الحقيقة التاريخ المختصر لطريقة الإفراد. من بعض النواحي. 
كانت المرحلة الباهرة هي الاولی -امحدول الذي كان مهيمناً لسنوات عديدة . لقد 
جلب لأغلبنا هالة من غموض البرمجة الخطية» خصوصاً لأنها تجنبت رموز المصفوفات 
بشكل كامل تقريباً (بالطريقة الماهرة في كتابة المصفوفات كاملة !) إلا أنه» بالنسبة 
للحسابات فان أيام الجدول ماعدا بعض المسائل الصغيرة في الكتب الدراسية ‏ قد 
انتهت . 

لعرفة السبب » تذکر آنه بعد حساب وبعد أن حددت مر کته الاکثر سالبية 
وهو العمود الذي سیدخل الاساس. فانه لن یستخدم أي عمود غير ۲ . لقد كان 
حسابها مضيعة للوقت . في السائل الكبيرة» هناك مثات من النقاط التى يجب حسابها 
مرة بعدمرة منتظرة دورها لدخول الاساس . إن اجراء عملیات الحذف بشکل کامل 
یجعل النظرية واضحة الا أن ذلك لایکن تبريره عملياً. 

نحن مستعدون لترك الجدول جانباً. سیکون النظر فى طريقة الافراد وا محسابات 
التي تحتاجهاء فعلاء هو الأسرع وفي النهاية هو الابسط . كل خطوة تبادل بين عمود 
من ۸۷ وعمود من 8 وعلینا أن نقرر (من خلال و ») أي أعمدة نختار . إن هذه 


چ 
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3 
. 1, 2 b الحالي‎ 


جدول ۸ - ۱ إحدى مراحل طريقة الإفراد 
(۱) احسب متجه السطر "8 ۸-6 والتكلفة المختزلة 7-6-2۸ 
(۲) إذا کان 0 < مفاننا نتوقف : : الحل الحالي أمشلء والاه 
فاذا كانت ”هي آکثر الرکبات سالبية فاننا نختار العمود :من ۷ لیدخل 
الااساس ونرمز له د 4 . 
(۳) نحسب التجه ۷2۲۷ . 
)٤(‏ نحسب نسب 6 8 إلى ©" 8 » نقبل » فقط . الرکبات الوجبة 
للمتجه ۷" 8. إذا لم يكن هناك أية مركبة موجبة فالتكلفة الصغرى هي هه -. 
أما إذا تكونت النسبة الصغرى عند المركبة فان العمود ۸ للمصفوفة الحالية 8 
سوف يغادر . 
(0) نعدل الصفوفة 8 (آو 8) وكذلك الحل 76 7-۶ ثم نعود 
للخطو ة (۱) . 
هذه اخطوات تدعی. آحیان] بطريقة الافراد العدلة لتمییزهاعن العملیات 
الوجودة في الجدول . إنهاء في الحقيقة» مطابقة لطريقة الافراد ذاتها الا أنها 
ننهی هذه المناقشة عندما نقرر كيف نحسب الخطوات (۱) و (۳) و (۵) : 
xg=B'b.‏ و )٤( A=cpB', v=B'u,‏ 
الأسلوب الأكثر تداولا هو العمل مباشرة بالصفوفة " ۰8 حسابها بالتفصيل فى القرنة 
الاولی . وبعدئذ» تکون عملية الحورة عند القرنات التتالية بسيطة . عندمانعوضص 
العمود © من ق الوحدة بالعمود ‏ فان العمود)من ' 8یعوض ب» 8 دن 
. لكي نستعید مصفوفة الوحدة. یضرب الحذف الصفوفة القديمة 2 بایلی : 


5۱ 1 ۷" 1 0 1 - ۷ [ ۸ ۱ 
۳-1 = ۷ | 2 ۱/۷ ۱ 
ù ۱ - ۷ ۷ | 


يستخدم كثير من آنظمة الإفر اد « الشكل الضربي للمعكوس» الذي يحافظ 
على المصفوفة السهلة " 7 عوضاً عن تعديل ‏ 8 مباشرة . عند الضرورة يطبق ذلك 
على #و فی فترة نظامية (رعا * # خطوة بسیطة) یعاد كباب وق E‏ 
سيجري تحقيق العادلة (۵) في التمرین (4۹-۲-۸. 

هناك أسلوب جدید یستدعی استخدام الطرائق العتادة في ابر الخطي العددي 
معتبرین (6) ثلاث معادلات تشترك بمصفوفة العاملات 8 : 


1 ۸۳8 ابرح يري جع‎ Exp =D 


لذا فان التحلیل القیاسی 11 -8 (آو 1.17- 88 مع السماح بتغییرات سطرية 
بهدف الاستقرار). سوف يؤدى ذلك إلى الحلول الثلاثة . یگ تعدیل ةو ا عوضا 
عن حسابها من جديد . 

هناك أمر آخر : كم عدد خطوات الإفراد التي يجب أن نجريها؟ هذا سؤال 
تستحيل الإجابة عنه منذ البداية . تبين الخبرة أن الطريقة تمس حوالي 7 آو 37/2 قرنة 
مختلفة فقط » يعنى ذلك أن العملية تحتاج إلى حوالي ۰۸ خطوة وهو ما يمكن مقارنته 
بطريقة الحذف المعتادة لحل النظام ٠‏ = :۰۸ وهذا هو السبب في نجاح طريقة الإفراد. 
لكن الرياضيات ثبين أن طول الطريق لا يحد أبداً بأي مضاعف ثابت للعدد ‏ أو أي 
قوة له . يكن لمجموعة ملائمة سيئة أن تفرض على طريقة الإفراد بتجربة كل قرنة . 
حتى الوقت الحالي» لم يكن معروفاًماإذا كانت برمجة خطية واقعة في 
الصنف الجيد ۶ -قابلة للحل بكثيرة حدود زمنية - أو فى الصنف الرهيب 7 
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مثل مسألة البائع التجول . إن مسائل ۶ موئوقة ولكن لم يبرهن أن كل الطرائق 
الحتمية تحتاج إلى زمن دالة أسية لتنتهی (وكذلك فى الحالة الاكثر سوءاً) . 

لقد برهنت طريقة 4۸ آنه یکن حل برنامج خطي بزمن كثيرة حدود . 
إنها تبقى داخل المجموعة الملائمة وتفوز با لحل من خلال سلسلة مجسمات قطوع 
ظ : نکمشهة . لذاء فان طريقة کارما رکار الموصوفة أدناه لم تكن في وضع منافسة 
مع الجانب النظري فقط . بل مع العملي أيضاً. مع ذلك بقيت طريقة الإفراد» فى كل 
هذا الزمن» تقوم بهذا العمل - بمعدل زمنى» برهن حالياًء (من طريقة مختلفة عن 
الطريقة المستعملة) بأنه زمن كثيرة حدود . من أجل سبب ما مختف وراء هندسة كثيرات 
الوجوه ذوات الابعاد الكثيرة» كانت المجموعة الملائمة السيئة نادرة وتبقى طريقة الإف اد 
محظو ظة . 





طريقة کار مار کار Karmarkar‏ 

نصل الآن إلى الحادثة الاكثر إثارة في تاريخ البرمجة الخطية الحديث. عرض 
کارمار کار طريقة قائمة على فكرتين بسيطتين تغلبت فى تجاربها على طريقة الافراد . 
في تجارب أخرى ومسائل أخرى» لم يحصل ذلك . إن اختبار المسألة وتفصيلات 
النظام أمران حاسمان» وسيبقى الجدال قائماً . لكن الافكار الاساسية طبيعية» فعات 
وملائمه بصورة تامة لبنية ابر الخطي التطبيقي . بحيث يمكن شرحها بفقرات قليلة . 
یکننی الانطلاق ۱ إضافة الوسيلة التى أجازت لكارماركار أن يبرهن التقارب 


في زمن كثيرة حدود 





(۱) عدد العملیات محدود بقوی ل ”7 و 7 كما هواخال في الحذف وفي طريقة غرام- شمیدت . 
من أجل برنامج کامل وتحلیل إلى عوامل أولية» یعلم الكل أن العملية تأخذ طول دالة أسية في 
امحالات السيئة ‏ المسألة الشهيرة «- ۸۷۴ 2» تثبت أنه فى مثل هذه المسائل لايمكن أن توجد 
طريقة كثيرة حدود. ۱ 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب في 


الفكرة الاولی هي الانطلاق من نقطة واقعة داخل المجموعة الملائمة - 
لش خی أنها (1,1....1) د" + والتجرك في الإتجاه الذي تنخفض فيه التكلفة . بجا 
أن التكلفة هي :۰ فان الاتجاه المفضل هو نحو »- . يقودنا ذلك عادة» إلى خارج 
المجموعة الملائمة ؛ إذ أن السير في هذا الاتجاه لايحافظ على ط=×4. إذا كان م - ۸۲ 
و < ۸ فان على ':- :- مد أن يحقق 0-حذ ۸ . على ا خطوة ×۸ أن تبقى في 
الفضاء الصفري ل ۸ . لذلك نسقط » - على الفضاء الصفري لنحصل على الاتجاه 
الملائم الاكثر قرباً من الاتجاه المفضل . إن ذلك أمر طبيعي ولكنها خطوة كثيرة التكلفة 
فى طريقة كارماركار . 

لقد كان الإسقاط على الفضاء الصفري موضوع التمرين (۲۰-۳-۳). 
المصفوفة المسقطة : 





(17) ۲-۰ A ۸ ۸ 

هي التي تضع كل متجه في الفضاء الصفري › لأن ۸-0 ( ۸۸)( ۸۸)- 4 - 14۴ذا 
كان × مسبقاً فى الفضاء الصفري فان + -+م » لأن ۸۰-0 . لعلك تدرك أن ۸ ۸) 
"(لم يؤخذ بصورة حرفية ؛ العکوس لم یحسب . عوضاً عن ذلك» نحل معادلة 
خطية ونطرح مر کبة فضاء الااسطر من » (الذى هو الآن متجه عمود) : 

(۸) ثم امد عم‎ AA'y =A 
الخطوة الکبری والتکلفة الز ائدة قد خفضتا‎ - ۶١ اخطوة ×4 هی مضاعف للمسقط‎ 
لکن لايمكننا أن نخرج من الجموعة الواتية . لقد اختیر مضاعف ۳۵1 - بحیث یبقی‎ - 
. »في الداخل» ولکنه قريب من الحدود حيث مركبة × تصل إلى الصفر‎ 





مثال . التکلفة 2 + 22 + 8x‏ = بر ٤‏ القيود رح 5= +X‏ ع2 + .Ax= 2x‏ 
فى هذه اخالهة ‏ المجموعة الملائمة هى الثلث ۸ شکل (۵-۸) . انه شکل 
مستو فى الفضاء الثلاثي الابعاد مقطوع بالقیود 20 ,0 2 ,20 ۶ . على الحل 


4 ان اطي ا 


الامثل أن يقع في واحدة من القرنات التالية : 


(0,0 ,3ا دير بسر ء التكلفة 20 د جاع 





(0 ,3 ,0) = عم :0 ء التكلفة 5 < بأ 
(5 ,0 ,0) = × :مم »ء التكلفة 35 -براع 


لذاء فان (0, 5 ,0)-+هى المثلى ونأمل أن تتحرك الخنطوة :۸ بقرب 0. 
يسقط امحساب (8,2,7) -ء على الستوی 5 - ×+ 22+ ×2 : 
[1 2 ۸-2 لذا 46 دم” ۸۸ تصبح 27 -رو 














2 ]| #1 8 | . 
1- 2 | 2| ریم 
1 ۱ 7 
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R = (0,0, 125( 





| plane 1.04X, + 926 ۱ plane 2x, + 2x, + ور‎ = 5 


4 0.04۸4 -5 


۱ 1 
(1( (ب) 


9 0 ۱ ۱ 
شکل (۵-۸) . خطوة من عملیه تغییر سلم القباس : من 1 [لی × با لا سقاط و من زلین © بسلم 
ای 


يحدد اتجاه ا لخطوة ×4 . بالتحرك من نقطة الانطلاق (1,1,1) =" «فی هذا الاتجاه؛ 


8 - ] ۱ 
.| 5ك + 1 کو دب 


وى - 1 





بخطوة طو لها ۱/4 -2.5 د تصبح المركبة الثالثة صفراً . يبلغ هذا الاختیار النقطة الحدية 8 
في الشكل» بالمركبات 0 إنها ۳ 0 ولکن. بقطعها 
كل الطريق نحو الحدود» تترك فراغاً قلیلاً للخطوة التالية . كان من الممكن أن يحدث 
(رغم أنه لم يحدث هنا) أن تكون المركبة الصفرية ل 8 ليست صفراً في القرنة المثالية . 
عندئذ» نتوقف قریباًمن 8 ونختصر »من 38 إلى 24 . العامل الضروب ك = 
6. = مودذجی » ولقد نشرت القيمة الخفضة 5. فى الا صل من قبل کارمارکار» فقد 
اختارها لیبرهن تقارباً فى زمن کثيرة حدود- لیس من أجل مساعدة القاریء في اتمام 
التقارب فى زمن حقيقى ‏ عندما يكون 24. - (96.) * = و فان الخطوة تنتهی عند : 











0.52 , 05 
| 196 |= "+ عوضا عن |20 
004 00 


يتم ذلك الفکرة الأولى - الاسقاط الذي يعطي الهبوط اللائم . حتاج الخطوة الثانية 
إلى فكرة جديدة لأن التابعة فى الاتجاه ذاته غير مفيدة . 

اقتراح کارمار کار هو تحويل "× إلى الوضع ال مركزي (1,1,1) =ء . تبديل المتغير 
هذا يغير المسألة» ولذاء فان الخطوة الثانية تسقط » الحديد على الفضاء الصفری د ۸ 
الجديدة . تبدیل المتغير هذا (سيقدم فيما بعد) غير خطي لكنه أبسط تحويل . هوء فعلاء 
نغيير فى سلم قياس المحاور. 

لنقل (04. ,1.96,0, 0.52) = ' × إلى النقطة المركزية »۰ نقسم مركبات كل متجه 


1.۸ ا لجبر الخطي وتطبيقاته 


على هذه الا عداد الثلائة . بقول اخر نضع هذه الا عداد فى مصفوفة قطرية ( ونيدل 
سلم قياس كل متجه بواسطة I‏ 


52 
1.96 





۱ 0.04 
نحن من جدید في الرکز بفراغ كاف للحركة رغم أن الجموعة اللائمة قد تغیرت 
(الثلث ۵8 ) شکل (۸- ۵ب ) وکذلك متجه التكلفة »۰ فان لتغيير سلم القیاس 
من »إلى × ۲2 تأثیرین : 
القید - ۸ یصبح =b‏ ۱۸ 
التكلفة د » تصبح 21 "ع . 
عندئذ تأخذ الصفوفة ۸0 مکان ۸ ويأخذ التجه 7» مکان "۰ . في مثالنا یحصل 
مايلى : 
AD =[2 2 1[2-]104 392 0.04 |‏ 
.| 028 392 7۱8۶416 2 8] مم 
المسألة الجديدة هي جعل ۷ e"‏ فى نهایتها الصغری خاضعة للقبو د 0 - ×ط ۸ و 
0 < (الذي یکافیء 0< *). في الامثلة الكبيرة» سیکون للمصفوفة ۰۸ « سطراً 
عوضاعن سطر واحد . تسقط الخطوة الثانية متجه التكلفة الجديد على الفضاء الصفری 
ل 482 . تتحول العادلة (۸) إلى : 
=AD*c‏ ۸۷ ۸ ثم بد PDc = Dc - DA‏ )۹( 
إنك تملك الآن الطريقة كاملة عدا ما يتعلق بالانطلاق والتوقف . يمكن الانطلاق من 


أي نقطة ‏ × داخل المجموعة الملائمة . في كل خطوة؛ يغير سلم التخمين الحالي '» 
اتاد موقع النقطة (1.1....1) ٠ ٠=‏ ثم» يعطي الاسقاط )٩(‏ اتجاه الخطوة في 


المتغير الجديد. ناتج هذه الخطوة هو '**+ : 


البرمجه الخطية ونظرية اللعب 1:۹ 


عملية تغییر سلم القیاس 
(۱) تکوین مصفوفة قطرية 2 من مرکبات “× ليكون : 
D'x* - )1: 1, ..., ۱(‏ 
(۲) ب 0 هذه یحسب السقط 286 في العادلة .)٩(‏ 
(۳) یعین العدد ء بحیث یکون ل ۰-۳۴۰ مر کبة صفرية . 
(6) اختزال 5 بعامل 0 (مثل 96.=») . 
(۵) التجه الجديد هو 26م و - دعر 


تنتقل الخطوة ×4 في التغیر الذي بدل سلم قیاسه من »إلى ۰ ء-ء. في التغیرات 
الا صلة تتحول من وال 6 8 و . لنقم بهده الحسابات فى الثال منطلقین من 
* ٍلی Ta‏ 


۷ - 1.2 تصبح 197 = 16.45۷ أو‎ AD” Ay = ۰6 




















4,16 1.04 2.91 
۳۸6 = 392 |- 12| 392 =| -078 | 
0.28 0.04 0.23 


سيجعل طول الخطوة 1/2.91 = المركبة الأولى صفرأعندمانطرح 26« 5 من 
(1,1,1) -» . الخطوة 33. = 96/2.91. = و أكثر محافظة . لذاء فان "۲ الجديد و 
" ۷ ع التديد یصبحان : 








_ 02 0.040 
+” =| 246 | و‎ ×” =e- )33(۳۲6 =| 1257 | 
0.04 0.924 


نتحقق من أن ”+ واقع في المجموعة اللائمة : 04 +492 + 04 = »+2 + :2 
5 ق جا القرئة ۵ ال مرکباتها ووو ]قد ق على 


1 الخبر الخنطي و تطبیقاته 


قرب كاف من الخطوة الأخيرة من طريقة کارمارکار . لعرفة أية قرنة هى الفضلى 
للقفز زلیها . لتا یعلم أن النقطة الثلی هي واحدة من الرژوس ۴۰۵۰8 , وبخطوتین 
من هذه الطریقه » تمكنا من تعيين القرنة الصحيحة © . 
كان كل العمل في الخطوة 2 من الطريقة التي هي اسقاط محمل . بلغة 
البند (-5): فان الصفوفة الحملة هي ۷-۵ والجذاء ۷7۷ هو 82 تعطي 
ا معادلة النظامية ا محملة «» وسیکون حلها مسألة اساسية من ابر الخطي العددي : 
ع “صمح ۸۲ 2 ۸) (۱۰) 
الطريقة النظامية حساب «هي الحذف . ینجح ذلك في مسألة صغيرة» وکذلك 
في مسألة كبيرة إذا بقیت جميع الصفوفات متناثرة . تقوم طريقة غرام- شمیدت البديلة 
على تقو أعمدة ۰0۸ وهی غالية رغم آنها تجعل بقية احسابات سهلة . الطريقة 
المفضلة من أجل السائل الضخمة هي طريقة التدرج الشتق . وهی شبه مباشرة تعطی 
الجواب الصحیح بشکل آکثر بطء من الحذف» لکنك ستسیر جزءاً من الطریق ثم 
تتوقف . (لايمكنك الوقوف في منتصف طریق الحذف) . إن فكرة التدرج الشتق 
«بالشروط السبقه» التي تعطی ذلك بالتدرج مو صو فة فى کتابي Applied‏ 15 ۵۵۲۲۵ 
Mathematics ( Wellesley - Cambridge Press )‏ . 
نسعى طريقة كارماركار الاصلية وراء تغییر سلم القياس *" 2 الذي يبقي 
التكلفة خطية . بدلا من ذلك » يوجد «تحويل إسقاط» إلى x×/ e Dx‏ 0. یحتاج 
ذلك إلى برهان کون التقارب وفق كثيرة حدود زمنية» إلا أنه عملياًء يستخدم تغبير 
سلم القياس . حقاً لقد حققت الطريقة و عدلت لتشمل كل شيء ومددت حالة المثالية 
غير الخطية . أعتقد أن طريقة کارمارکار ستبقی حية ؛ إنها طبيعية وجذابة . شأنها شأن 
کل فكرة جديدة في ا ساب العلمي» قد تنجح في بعض السائل وقد تفشل 
في مسائل آخری . تبقی طريقة الافراد ذات قيمة هائلة وکذلك جمیع مواضيع 
البرمجة الخطية التی اکتشفت بعد قرون من العادلات الخطية ۰۸:20 لکنها 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب ۹۹ 


شارکت فى الافکار الاساسية للجبر الخطى . إن آهم تأثیرات هذه الافکار هي نظرية 
الثنوية التی تا بعد هذا البند. 


وس 


س 
عم 


تمارين 


إجعل ,× - × + فی نهايتها الصغرى ضمن القيود : 


21۲۱ - 4 XIS FEA 3 
3X | + 5X5 + X3 4 2 


أي واحد من المتغيرات ,× “د ينبغي أن يدخل الاساس وأي المتغيرين 
× «ينبغي أن يخرج منها؟ احسب المتغيرين الاساسيين الجديدين وكذلك 
قيمة التكلفة عند القرنة الحديدة . 

بعد خطوة الإفراد السابقة» هيء الخطوة التالية وفسرها. 

افرض. في المثال الوارد بعد (۸ ج) ‏ أن التكلفة أصبحت «+ 3 
بحيث يصبح متجه التكلفة بعد اعادة ترتيبه» (0,1,3,0) -<م. برهن أن 
0 + . لذاء فان القرنه م مثلى . 

اذا كانت دالة التكلفة الاصلة هي ر- × بحيث تصبح » بعد اعادة 
التر تیب (0-1,1,0) = »عند النقطة ۶ » احسب وقرر آي عمود ۷ 
سیدخل الاساس . احسب بعدئذ » 8 واستنتح من إشارته آنك لن 
تقابل قرنة أخرى . إننا نصعد على محور رفي الشکل (4-۸) و ر-× 
تسعی إلى ٠‏ -. 

فى المثال نفسه» استبدل بدالة التكلفة الدالة «3+×. تحقق من أن طريقة 
الافر اد تأخذك من م إلى 0 إلى 8 وأن القرنة 2 مثلى . 


۱۰۲-۸ 


تتکون المرحلة ال ولی من إيجاد حل آساسي ملائم لنظام ۸:۵ . بعد 
تغییر الإشارات لتصبح 0< ۸ انظر في المسألة التي تقتضی إيجاد النهاية 
الصغری للدالة ...+ ,+۷۱ ضمن الشروط = ۸۲۲۷ , 0 < 0,۷ < × 
۵ . إذا كان للنظام ط = ×4 حل غير سالب » فان القيمة الصغری للتكلفة 
في هذه السألة سوف تکون صفراً ویکون 0 - س 
)١‏ بين أنه» بالنسبة للمسألة الجنديدة هله تکون القرنة ۵ 0,۷ 
أساسية وملائمة معاً. لذاء فان مرحلتها الأولی قد تمت فعلاً ویکن 
لطريقة الافراد أن تعمل لایجاد الزوج الأمثل »,× . إذا كان 0= س 
فسوف تکون «هي القرنة الطلوبة في المسألة الأصلية . 
ب) إذا كانت | 1- 1 ]۸و [3] =1 فاکتب السألة الساعدة ومشجه 
مرحلتها الأولى 0=×و ط= « وکذلك متجهها الأمثل . آوجد قرنة 
المنطقة الملائمة 3= ,× - » , 0 < ,×< دوارسم شکل هذه المنطقة . 
إذا أردنا أن نحد القيمة العظمى بدلا من القيمة الصغرى لدالة التكلفة 
(مع الاحتفاظ ب0 < + ,6 ×4). فماذا يكون اختبار التوقف على : 
وماهي قواعد اختيار عمود من ١‏ ليدخل الأساس وعمود من 8 ليصبح 
خا 
أوجد القيمة الصغری للدالة ,×+ +2 ضمن الشروط : 

۲ مرج‎ 2 dî و12 2 ويرة هه‎ = 2 0X S0 
. ۸ حقق العکس في (0) وبرهن أن 2 8 تحوي »= 80 في عمودها‎ 
لذاء فان ۶ 8 هي المصفوفة الاساسية الحقيقية للتوقف التالي» "ع "ع‎ 
هي معکوسها و "8 تفیر الصفوفة الأساسة بصورة صحيححة.‎ 
: نفرض أننا نرید جعل ,2-5 في نهایتها الصغری ضمن القیود‎ 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب 1۳ 


6 = + دك - 1 ل 


2 = روج ب 62 + 31 


انطلاقاً من (0,0,6,12) :۰ هل يمكن ل + أو , + أن يزيد من قيمته الحالية 
الصفرية؟ إلى أى مذ فمكنه آن يزداد قبل أن تدفع المعادلات ×و + 
نحو الصفر؟ ماهی قیمة از هذه النقطة ؟ 


۱۱-۲۸ من أجل الصفوفة ۰۸( ۸۸) ۸- 1= » برهن أنه إذا كان + فى 


۱ ۲-۲۲ ۸ 


ورت وح 1 


فرع أ = 


۱ ۵-۲-۸ 


الفضاء الصفري ل 4 فان 2م . یبقی الفضاء الصفری كما هو تحت 
تأثير الاسقاط . 

تغير التكلفة في الخطوة الأولى من كارماركار هو ê Ap ge Pe‏ 
برهن آنهاتساوي || 26)|: - لذا» فان التغیر سالب والتکلفة 
متناقصه . 

(1) اجعل التكلفة ,×8+ ,4+ ۲-5 © في نهايتها الصغری على الستوي 
3 - ×+ + × » ودلك باختبار الرژوس ۶,۵,۴ حيث لا يتقاطع ال 
مع الطلوب 0 نز . 

(ب) اسقط (5,4,8) -» على الفضاء الصفری ل ۱۱ ۱ ۱۱ - ۸ وأوجد 
خطوة النهایه العظمی : التی تبقی 6 ۰:۳ غير سالبة . 

اختصر فى التمرین السابق ب 98.<» لانهاء الخطوة قبل الحدود واکتب 
الصفوفه القطرية 7 . ارسم الثلث اللائم الواقع في الستوي = ×2 ۸ 
3 بعد الخطوة الأولى من طريقة کارمارکار . 

في التمرين السابق» أنجر خطوة ثانية في طريقة کارمار کار وقارن × 
بالمتجه في القرنة المثلى للمثلث 9۸ 7 . 


1 احبر اطخطي وتطبيقاته 


۸ - ۳ نظرية الثنوية 

ابتدأ الفصل الثاني بالقول : إنه بالرغم من أن طريقة الحذف تعطی أسلوباً لحل 
النظام ۸۰-۵ إلا أنه من المکن تصورفهم مختلف وأكثر عمقاً لذلك . إن هذا الامر 
ينطبق كذلك على البرمجة الخطية . تحل آلية الافراد البرنامج الخطي ولکن في 
الحقيقة» يقع مبدأ الثنوية في مركز أسس هذه النظرية . إنها فكرة بارعة وهي في الوقت 
نفسه أساسية بالنسبة للتطبیقات + سوف نشرح ذلك بقدر مانفهم . 

إنها تبدأ بالمسألة القياسية : 


المسألة الاصلية أوجد النهاية الصغری للدالة ضمن الشروط 2 عقر 20 xX‏ 


لک الآنء بدلا من أن نکون مسألة مکافثة تحتوى على معادلات عوضاً عن 
متراجحات» فان الثنوية تحدث مسألة مختلفة تماما . تنطلق ا مسألة الثنوية من العطیات 
© نفسها ويقلب کل شىء . فى المسألة الاصلیة» كانت ء فى دالة التكلفة وم 
ف الک وظ يما كير ود ها فی اال المرافقة . بالاضافة إلى ذلك فان إشارة 
التراجحة تتغیر ویصبح ار نديد «متجه سطر ؛ وتکون الجموعة اللائمة مثلة ي 
» > ۸«بدلا من 5# ۸۲ . تاعا فاننا هتا تحد القیمة العظمی بدلا من القیمة 
الصغری . آما الشيء الوحید الذي یبقی كما كان فهو شرط عدم السلبية ؛ التغیر « له 
#قر کی وبحت أن بقع الشرط 0< بن باتعتصار: إن (قتورية ) مساله الق 


الصغرى هي مسألة قيمة عظمى : 


المسألة المرافقة أوجد النهاية العظمى للدالة #دضمن الشروط > 4ر,0< ر 


۱ ۱ )۱( 
المسألة الرافقة لهذه السألة هی مسألة القيمة الصغری الاصلية . 


(۱) هناك تناظر تام بين السألتین . بدآنا بایجاد القيمة الصغری» ولکن طريقة الافراد تطبق بشکل 
مشابه على القيمة العظمی . بأي طریق تحل السألتان فى وقت معا 
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من الوضح أنه يجب أن آشرح لك بعض الشیء حول هذه الامور العکوسة . 
إنها تخفي نوعاً من النافسة بين القیم الصغرى والقیم العظمی . وأوضح شرح لذلك 
یأتی من خلال العودة إلى مسألة الحمية التي آمل أن تتبعها مرة آخری . تحوي مسألة 
القيمة الصغرى مجهولاً قثل طعاماً مختلفاً تقدم بكميات (غير سالبة) × 
0 . أما القيود التى عددها «فانها نمثل «فیتامیناً مطلوباً» بدلا من الشرط الوحيد 
الذي سبق ذکره حول كمية البروتین اللازمة . العدد هثل کمية الفیتاهین ¡ في 
الطعام زء ويتطلب السطر : في النظام 8< ×ه أن تحتوی الوجبة على ذلك الفیتامین 
بكمية لاتقل عن «. وختاماً. إذا كانت » هي تكلفة الطعام ر» عندئذء تمثل الدالة 
معد ke x‏ × » تكلفة الوجبة . والمطلوب هو جعل هذه التكلفة أقل ما يكن . 
هذه هی ال مسألة الاصلية . 

في المسألة المرافقة» يبيع الصيدلي فيتامينات بدلاً من الطعام . تعتبر أسعاره « 
قابلة للتعديل مادامت غير سالبة . الشرط الرئیسی» على كل حال» هو أنه لايمكن أن 
يتقاضى أكثر من البقال عن كل طعام . لما كان الطعام زيحوي فيتامينات بكميات 
مقدارها . »۰ فان السعر الذي يتقاضاه الصيدلي بالكمية المقابلة للفيتامينات لايمكنه 





أن يزيد على سعر البقال ©. هذا هو القيد »> ۸«. ضمن هذا القيد» بإمكانه أن يبيع 
كمية مقدارها 5 من كل فيتامين ببلغ اجمالي ۶ ۵ «+...+, م :وهو يسعى جعله 
أعظم ما يمكن . 

يجب أن نتبين أن المجموعتين الملائمتين بالنسبة للمسألتين مختلفتان فيما بينهما 
تماماً. فبينما الأولى مجموعة جزئية من "8 معينة بالمصفوفة 4 وبمتجه الشروط 
م نجد أن الثانية مجموعة جزئية من 10 تتعين بوساطة منقول 4 والمتجه ». بالرغم 
من ذلك» فانه حينما نأخذ دالتی التكلفة في الحسبان» فإن المسألتين تضمان المعطيات 
نفسها .۸.۶ . إن نظرية البرمجة الخطية بأكملهاء مرتبطة بالعلاقة بين هاتين 
المسألتين . نصل مباشرة إلى النتيجة الاساسية : 


۹( الجبر الخطي و تطبیقاته 


۸ د نظرية الثنوية: إذا كان للمسألة الاصلية أ وللمسألة الرافقة متجه آمثل » فسیکون 
للمسألة المرافقة كذلك وله القيمة ذاتها . تکون النهاية الصغری للدالة »> مساوية للنهاية 
العظمی للدالة «:. إذا لم يكن هناك حل آمثل» فهناك امکانان: إما أن تکون 
الجموعتان اللائمتان خالیتین أو تکون إحداهما خالية والسألة الأخرى غير محدودة 
(القيمة العظمی هه + أو القيمة الصغری م -). 


إذا كان لكل من المسألتين متجه ملائم فان لهما متجهین أمثلين دو «بالاضافة 
إلى أن م برع دم. 

من ناحية رياضية» يسوي ذلك المنافسة بين البقال والصيدلي : النتيجة دائ 
تعادل . سوف نجد في نظرية اللعب. نظرية أصغر قيم عظمى مشابهة ونظرية توازن 
فشابهة: هذه النظريات لاتعني أن المستهلك لايدفع شيئاً مقابل وجبة مثالية» ولا يوجد 
أي سبب اقتصادي كي یفضل الفیتامینات على الطعام . رغم أن الصیدلی يضمن منافسة 
البقال على كل طعام ‏ ومن أجل الطعام الغالي الئمن -مثل زبدة الفول السودانی فان 
الصيدلي سيبيع بأرخص الأسعار . سنلاحظ أن الأطعمة الغالية ستبتعد عن الوجبة 
المنلى إلا أن النتيجة هي التعادل . 

يمكن لهذه النتيجة أن تظهر كش-مات» الا أنني آمل أن لاتكون واهماً. يحوي 
التجه الامثل المعلومات الحاسمة . في المسألة الاصلية» "+ يخير ما على الشاری أن 
یفعل . في المرافقة " «یحدد الاسعار الطبيعية (أو «أسعار الظل» التى يجري وراءها 
الاقتصاد. بقدر ما يعكس غُوذجنا الخطي الاقتصاد الحقيقي. تمثل هذه التجهات 
القرارات التي يجب تنفيذها . لايزال هناك ضرورة لحسابها بطريقة الإفراد؛ تخبرنا 
نظرية الثنوية عن خواصها الأكثر أهمية . 

لووك اف لیا اله هاا قل قو اناو اشیسا أنه يكن للصيدلي أن يرفع 
أسبعاره حتی تلائم آسعار البقال ولکن الأمر غير ذلك . بالاحری. امزء الأول هو 
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الذي يقع : لا كان يكن تبديل كل طعام بالفيتامين المكافىء له دون زيادة فى التكلفة 
فان على كل وجبة مناسبة أن تكون كلفتها مساوية على الاقل» لاي سعر يفرضه 
الصيدلى . انها مثر اجححه بانجاه واحد» آسعار الصیدلی < آسعار البقال ؛ إلا أنها 
أساسية . إنها تدعى الثنوية الضعيفة» ومن السهل أن نبرهن من أجل كل برنامج 


۸ ه إذا كان + و ر متجهين ملائمين فى مسألتي النهاية الصغرى والعظمی فانه یتحقق 
مايلى ×2 > ظ « . 


البرهان با أن التجهین ملائمان. لذاء فهما يحققان : 
» > ۷۸۵۸ و 2 Ax‏ 
وبا أن اللاءمة تحوى 0< ×و 0< ر» لذاء فان الضرب الداخلی لن یغیر من جهة 
التر اجحات : 
عن > yAx‏ و Zyb‏ دمر )۱( 

وبا أن الطرفین الایسرین متطابقان» لذاء فإننا نحصل على الثنوية الضعيفة 
دء > طبر 

هذه التر اجحة ذات الاتجاه الي ا خد سهلة الاستعمال . آولا لانها تمنع هاتين 
السألتین من أن تکونا غير محدودتین؛ |ذا كانت ۸« کبيرة إلى حد کبیر فلا يكن أن 
یوجد متجه ملائم × وإلا فاننا سنخالف »> 6«. بشکل مشابه» إذا كانت المسألة 
الا صلیة غير محدودة_دالة التكلفة » تسعى إلى م  -‏ فانه لايمكن آن یکون للمسألة 
المرافقة متغير « ملائم . 

الأمر الثاني» وهو من الاهمية ذاتها : نستطيع أن نقرر» مباشرة» أن أي متجه 
يحقق المعادلة ۵-6« هو متجه أمثل . عند تلك النقطة يتساوى سعر البقال مع سعر 
الصيدلي ونجد الوجبة المثلى والفيتامينات المثلى بحيث لن يكون للمستهلك خيار بين 


الأمرين . 


11 ا لجبر الخطي وتطبيقاته 


۸و إذاكان دو « متجهين ملائمين وكان << فان دو « آمثلان . 


البرهان: وفقاًل8 ه. ليس هناك متجه ملائم « يمكن أن يجعل ۶« أكبر من 
د». با أن «ريحقق هذه القيمة» لذاء فهو أمثل . بشكل مشابه ليس هناك متجه ملائم 
× يكن أن يجعل :+ أقل من ۶«و آي «یحقق هذه النهاية الصغرى لابد وأن يكون هو 
الامثل . 

سنقدم مثالا بنوعين من الطعام ونوعين من الفیتامینات . لاحظ كيف تظهر "۸ 
عندما نکتب المسألة الرافقة لأن »> ۸«من أجل متجهات أسطر تعنی "© > "ر ۸ من 
أجل متجهات أعمدة . 
الاصلية: أو جد النهاية الصغرى ل »4+ × المرافقة: أو جد النهاية العظمى ل ,7+ ر6 


شرط ZÛ‏ 20 نر شر ط بن و 2 371 
شرط 6 2 بر + 2۶ شرط 1 > رنر5 + 2۷ 


اختيار 3= ×و 0- ,+ ملائم بتكلفة قدرها 3- ,4۰+ × . في المسألة المرافقة» يعطي ,ا 
0 -,«, 1/2 - القيمة نفسها 72-3 + «6 . لذا فان هذين المتجهين أمثلان . 

يبدو ذلك سهلا إلى حد کبیر . بالرغم من ذلك لابد لنا من نظرة فاحصة لمعرفة 
مايحصل عندما تصبح المتراجحة د > طرفي لحظة ما معادلة . إن ذلك يشبه حساب 
التفاضل حيث الجميع يعلم شرط النهاية العظمى أو النهاية الصغرى : الشتقات الأول 
تساوي الصفر . من ناحية أخرى . قذيتسى آن هذا الشرط یتغیر ماما عند وجوه قبود. 
إن أفضل مثال لذلك هو الخط الستقیم الائل نحو الأعلى» مشتفته لاتساوی الصفر 
أبداً» لذا یفشل حساب التفاضل هناء والقيمة العظمی تقع عند الطرف الأيمن للفترة . 
هذهء اما ا حالة التي نواجهها في البررمجة الخطية . هناك متغیرات أكثر والفترة تصبح 
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مجموعة ملائمة ذات آبعاد متعددة» لکن ما يبقى هو أن القيمة العظمی كذلك تقم 
عند قرنة من قرنات الجموعة اللائمة . بلغة طريقة الافراد» إن هناك حلا آمثل «وهو 
آساسی : له « مر کبة غير صفرية فقط . 

المسألة احقيقية فى البرمجة الخطية هي في تحدید هذه القرنة. ومن أجل 
ذلك »يجب أن نقبل آن حساب التفاضل لیس ۰ تماما ؛ دون فائدة. لیس الأمر بعیدا 
من ذلك اد إن طريقة « معاملات لاغراج» سوف تعیدنا إلى الشتقات الصفرية عند 
إيجاد النهایتین العظمی والصغری . وفی الحقيقةء التغیرات الرافقة «هي اما 
معاملات لا غرانج التعلقة بمسألة إيجاد النهاية الصغری للدالة +۰ . هذه الحيلة 
هی أيضاًء مفتاح البرمجة غير الخطية. إن شروط النهایتین العظمی والصغری 
القیدتین سوف تظهر» رياضياء فى العادلة (۰)۲ الا آننا نود أن نعبر عنها هنا بتعابیر 


اقتصادية : ستکون الوجبة «واسعار الفیتامینات «أمائل عندما: 


() لا یبیم البقال شيا من آي طعام بر ید سعره على سعر الفیتامین الکافیء . 
(۲) لایطلب الصیدلی أي ثمن لفيتامين متوافر بزيادة في وجبة الطعام . 


فى المثال» 0= × لأن الطعام الثانی غال جداً» إذ يزيد سعره عن سعر الصيدلي حيث 


5 نزن ۱ تنج EO E Oy‏ ھ ي E‏ = اوا ادر کی 
ان 4 > (3 + «متراجحة فعلية 0>4+ ! . بشكل مشابه سيكون 0 «إذازادت كمية 


مه 


الفيتامين :عن اد المطلوب ؛ إنه «طعام مجاني» وهذا يعني أنه بدون أية قيمة . یتطلب 
المثال سبع وحدات من الفيتامين الثاني إلا أن الوجبة مزودة فعلاً ب 215+ »5 . 
وبذلك» نجد 0= « . بامكانك أن ترى كيف أصبحت نظرية الثنوية مستكملة ؛ فعندما 
يتحقق القيدان مع عندئذ» فقطء يكون لدينا حلان أمثلان . 

من السهل فهم شروط ا ملاءمة الأمثلية هذه بلغة الصفوفات . نقارن التجه × 
بالمتجه 0 (تذكر أن شرط الملاءمة يتطلب 8< ×4) ونبحث عن المركبات التي تفشل من 
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آجلها المساواة . هذا يقابل الفیتامین الذي ازدادت کمیته عن الحاجة الطلوبة» ولذا 
فان سعره 0= « . في الوقت نفسه » نقارن 24 ب » ونتوقع أن تقابل التراجحات الفعلية 
(أطعمة باهظة الشمن)العلاقة 0= + (اهمال الحمية). هذه هي «الشروط المتراخية 
الا ضافية " في البرمجة الخطية وشروط ‏ 16007 - ۷1:0 في البرمجة غير الخطية . 

۸ ز نظرية التوازن: لنفرض أن المتجهين الملائمين ×و «یحققان الشروط المتراخية 
الاضافية : 


ادا كان 8< (عة) فان 0= «واذا كان >> (4نن فان 0= × 62 
i i‏ م ز 5 j‏ 


حينئل ۰ یکو ن ۲ و وأخلن: وبالعكس فان المتجهين الامثلين › يحقمّان (۲) . 


البرهان: المعادلات التي تعتبر مفتاح ا حل هي : 
yb = y(AxX) = (yA)x = ۵‏ 300 


عادة تكون العادلة الوسطى» فقط » أكيدة . أما بالنسبة للمعادلة الأولى فنحن 
نعلم أن 0< رو < عد ولذاء فان (»۸) رك مر . اضافة إلى ذلك» فان هناك طريقة 
واحدة تتحقق من آجلها الساواة : ف يكل مرة بقع التناقض (×4) > ١‏ » يكون العامل 
«الذي يضرب بهذه ال رکبات مساوياً الصفر . لذاء فان هذا التناقض لایضیف شيا 
إلى الضرب الداخلي وتبقی الساواة محفوظة . 

كذلك. الامر صحیح بالنسبة للمعادلة الاخری : اللاءمة تعطي 0 < × 
و »> 4نزولنا. فان »> ۸«. نحصل على التساوي عندما يتحقق الشرط المتراخي 
الثاني : إذا كان هناك زيادة في السعر > ((۰)۸ فان ذلك سيلغي نتيجة الضرب ب» 
8 . يتركنا ذلك مع ده = «في المعادلة (۳) الاساسية» وهذه المساواة التي تضمن 
(وهی التی كانت قد ضمنت ) مثالية وی ¥ 
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برهان الثنوية 

هذا يكفي من أجل التراجحة ×ء> 5« . لقد كان من السهل برهانهاء ومن 
خلالها. حصلنا على اختبار سريع للمتجهات الأماثل (إنها تحولها إلى مساواة) . وقد 
اعطيت الان شروط متراخية لازمة وكافية . الشیء الوحيد الذي لم يعمل هو أن نبين 
أن المساواة ×=« ممكنة حقاً. ولن تكتمل نظرية الثنوية قبل أن نحصل على المتجهين 
الامثلين اللذين لا يمكن الحصول عليهما بعمليات بسيطة . 

لكي نحصل عليها نعود إلى طريقة الإفراد التي كنا قد حسبنا بواسطتها اخل 
الامثل ×. مسألتنا هي تعيين الحل الامثل «وفي الوقت نفسه توضيح أن الطريقة 
تتوقف في المكان الصحيح الناسب للمسألة المرافقة (بالرغم من آنها صممت لحل 
المسألة الاصلية) . أو لأ لنذكر كيف انطلقنا . جعلت التراجحات < «۸ التى عددها 
7 معادلات بادخال متغيرات التراخی 5 - :4 =« وإعادة كتابة شروط الملاءمة كما 


فنا 








11م 5 


“|W 


لقد اختارت كل خطوة من خطوات الطريقة ‏ عموداً من المصفوفة الكبيرة 
[ 1- 4 ] لتكون اعمدة اساسية ولازاحتها (نظرياً على الاقل إذا لم يكن فيزائياً) إلى 
القدمت ينتج عن ذلك ۱ ۸۷ 8]وتم» تبعاً لذلك» إزاحة مقابلة فى متجه التكلفة 
الطويل 0۱ ] واعيد ترتيب مركباته لتصبح ۰,1 ,»]. إن شرط التوقف الذي ينهي 
طريقة الإفراد» كان: N<0‏ .7-۰-۵ . 

نعلم أن الشرط 0< «قد تحقق أخيراً لأن عدد القرنات محدود . وحينئذ تكون 
التكلفة الا صغریه : ۱ 


[- ۱ 1 
CX = [ca [| 202 |=‏ التكلفة الا صغرية (۵)( 
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إذا امكن اختيار 8ح ١-‏ في ا مسألة ا مرافقة عندئذ يكون من المؤكد أن » - «١‏ 
د. النهاية الصغرى والنهابة العظمى متساویتان . لذا والأند آن تبین أن ر نحقق قيود 
السالة المرافقة: »> ۸«و  <0‏ . علینا آن نبرهن أن : 


(1) 1 ۸ + | 5 ۱۵ 1 


وضع المتغيرات الاساسية فى البداية» فان ذلك يؤدي إلى اعادة ترتیب القبود علی 


| وء| >[ قاع )¥( 


ال ات ار فا * 8 »= «» فان النصف الأول مساواة آما النصف الثاني فانه 
.» > ۷ ۰8 . يمثل ذلك شرط التوقف 0< الذي نعلم أنه محقق . لذاء فان « 
ملائم وبذا تکون نظرية الثنوية قد تم برهانها . بتحدید مکان المصفوفة الحرجة 8 التی 
هي من النوع ۷ XxX‏ ۸ والتی هی غير شاذة مادام التردی غير مکن تکون طريقة 


الا فر اد قل آوجدت 3 وكذللت E‏ 


اسعار الظل Shadow Prices‏ 
كيف تتغیر القيمة الصغری لدالة التكلفة مع تغير الطرف الأيمن « أو تغير متجه 
التكلفة ؟ إنه سوال يرتبط بموضوع تحلیل امحساسية» ویسمح لنا بأن نستنبط من 
وسوس مر بي كيرف اكوا امه 

أو الدیرین التنفیذیین» سیکون لهذه ا لأسيخلة حول التكلفة الهامشية آهمية بالغة . 
إذا سمحنا بتغیرات كبيرة في آو ا ال سرا اضر یه مور 
فعندما يزداد سعر البيض فسيكون هناك مرحلة يختفى فيها البيض من الغذاء وبلغة 
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البرمجة الخطية؛ يعني ذلك أن التغیر ... « سوف ینتقل من متغیر آساسي إلى متغير 
حر. ولكي نتابع ذلك بدقة» علینا أن ندخل مایسمی بالبرمجة الوسيطية . لكنء لذا 
كانت التغیرات صغيرة» الامر الاکثر احتمالا» فان القرنة الت يکانت مثلی تبق یکذ لك » 
والتغیرات الا ساسية الختارة لن تتأثر. بتعبیر آخر ان و ۸ سوف تظلان كما هما. 
هندسياً» يعني ذلك آننا أزحنا الجموعة المواتية قليلاً (بتغییر ۵ )» وأننا آملنا قليلاً جماعة 
الستویات لتقترب من تلاقيها (بتغيير ء)؛ فإذا كانت هذه التغيرات صغيرة یحدث 
الاتصال أولاً عند القرنة ذاتها (بإزاحة طفيفة) . 

في نهاية طريقة الافراد. عندما يصبح الاختيار الصحيح للمتغيرات الاساسية 
معلوماًء تكون الأعمدة المقابلة لها من المصفوفة 4 مصفوفة أساسية 8 .عند تلك 
القرنة» مد : 

التكلفة الأصغرية = ط «- م 8 » 

وعلى هذاء فان تغيراً مقداره ۸۸ سوف يغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة يما 
يعادل «۵ ر. يعطي «. حل المسألة المرافقة» معدل تغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة 
(مشتقتها) بالنسبة إلى تغيرات 5.. تدعی مركبات أسعار الظل وهذا أمر معقول ؛ 
إذا ازداد الطلب على الفيتامين ٠‏ بمعدل 4 وكان سعر الصیدلی ‏ « وكان مزاحماً. 
ماما للبقال» فان كلفة الغذاء (سواء من عند الصیدلی أو البقال) ستزداد بمقدار 
۵ 1( . في الحالة التي يكون فیها « صفر سیکون الفيتامين ,8 سلعة مجانية» لیس 
لتغیر بسيط على طلبه أى آثر» لقد حوی الغذاء منه آکثر من الحاجة . 

سوف نعرض الآن سؤالاً مختلفاً . لنفرض آننا نصر على أن تحوى وجبة الطعام 
عدداً صغيراً من البیض ؛ يتغير شرط عدم السالبية ليصبح < اد كيف يؤثر ذلك 
على دالة التكلمة ؟ 

لو كان البيض ضمن الوجبة الثلی لما كان هناك أي تغير ‏ فالمتطلب الجديد متحقق 
سلفاً وليس هناك أي إضافة في التكلفة» ولکن إذا كان البیض خارج الوجبة فان 
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ذلك يكلف بعض الشیء وتجب إضافة القدار 8. الزيادة لم تكن الثمن الکامل » 
8 ..ء إذأننا سوف نقطتع من الاطعمة الاخری ونعوض جزئياً. هذه الز يادة محکو مة 
فعلا ب (فرق التكلفة» للبيض ‏ من البیض ناقصاً الثمن الذي دفعناه لکافثه من الطعام 
الرخيص . ساب ذلك» نعود إلى العادلة (۲) من البند (/-7) : 
تکلفه kS‏ وی + پردع ها وی + رد( ۸ “وسيم 

إذا كان البیض هو التغیر الحر الأول فان زيادة المركبة الأولى من .+ بقدار 8 
يزيد التكلفة بمقدار 8 . لذاء فإن التكلفة الحقيقية هي 7 . بصورة مشابهة» يعطى 
المتجه 7 التكلفة الفعلية لجميع الاطعمة غير الاساسية_التغير في التكلفة الكلية وكذلك 
صفر الحد الأدنى ل ×(قيد عدم السلبية) قد تحولا صعوداً. نعلم أن 0< ٠۲‏ بسبب 
کون ذلك اختبار التوقف ؛ يظهر لنا الاقتصاد الشيء ذاته» أي أن السعر المنخفض 
للبیض لايمكن أن يكون سالباً أو سیدخل في نظام الحمية . 


نظرية المتراجحات 

هناك أكثر من طريقة لمعالجة الثنوية. إن الأسلوب الذي اتبعناه لبرهان 
التر اجحة 

ده > 6« ثم استخدام طريقة الافراد للوصول إلى الساواة- كان شرطاً 
مناسباً . إذ إن تلك الطريقة قد وطدت من قبل» ولکن »على کل حال. فقد كان 
برهاناً مطولاً . بالطبع لقد کان برعا بناء آذان "و "وقد حسبا فعلاً . والان تسل 
باختصار إلى آسلوب مختلف یستبعد آلية خوارزمية الافراد ویتجه مباشرة إلى 
الهندسة. اعتقد أن الافکار الرئيسية ستکون واضحة (وربما آوضح) إن نحن اهملنا 
بعض التفاصیل . 

إن أفضل توضیح لهذا الا سلوب يأتي من خلال النظرية الأساسية فى الجبر 
الخطي . تذكر أن المسألة المطروحة في الباب الثاني كانت حل المسألة ۸۰-۸ أي إيجاد 
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وضمن فضاء اعمدة ۸ . بعد الحذف وبعد الفضاءات الحزئية الأربعة الأساسية› 
أجيب على مسألة قابلية الحل بطريقة مختلفة » تماماً» فى التمرين (۱۱-۱-۳). 


۸ح اما أن يكون للنظام 4۰-۵ حل أو أن هناك «ربحيث يكون 4-0رو ۶0 ضر . 


هذه هي نظرية البديل» إذ إنه من المستحيل إيجاد :دو « معاً: إذا کانت همه 
فان ذلك یژدی إلى ۶0 0 = 4۸ر وهذا یتنافض مع 0= ×0 = ×4 . بلغة الفضاءات 
ا لجزئية » تعني نظرية البدیل ما يلي : ما أن ينتمي 5 إلى فضاء اعمدة 4 والا فان له 
مركبة غير صفرية موجودة في الفضاء الحزئي العمودي الذي هو الفضاء ء الصفري 
الأيسن ل # . تلك المركبة هی « الطلوبة 

من أجل التراجحات. نود أن نجد نظرية من النوع ذاته . الموقع الصحيح للبداية 
هو نظام المعادلات ا = ×4 ولكن» مع القيد الإضافي 20 ×. السؤال ليس عن حل 
لنظام العادلات ۸۰-۶ ولكن عن حل غير سالب . بقول أخر» متى تكون المجموعة 
الواتية غير خالية فى المسألة ذات القيود الممثلة بمعادللات ؟ 

للاجابة عن هذا السؤال » ننظر ثانية إلى تراكيب اعمدة ۸. فى الباب الثاني 
عندما كان أي متجه + مقب ولا كان من الممكن أن یکون ۸ في أي مكان من فراغ الأعمدة . 
أما الآن فاننا نسمح» فقط » بتراكيب غير سالبة » وفي هذه الحالة» لايمكن للمتجهات 
#ملء الفضاء الجزئي . بدلا من ذلك. فإنها تمثل بالمنطقة المخروطية المظللة في الشكل 
(۱-۸). لكل مصفوفة من النوع ۸ × 7 ۰ یو جد عموداً فى فضاء ذي 7 بعدا 
ویصبح الخروط هرما مفتوحاً. في الشکل الذکور بوجد آربعة اعمدة في فضاء 


(۱) لابد آنك لاحظت أن هذا البرهان لیس بناء ! إذ آننا نعلم فقط أن المركبة موجودة في الفضاء 
الصفری الایسر أو أن 5 ينتمى إلى فضاء الاعمدة. 


التي امد ۱ 4 من النوع 24 . إذا انتمت ۸ إلى هذا الخروط فسیکون هناك < 
غير سالب للنظام ‏ 2 ×4 والا فلا يوجد ذلك . 0 3 
> ب یه ا .+ آ“ 55 a‏ 
ظ مشكلتنا الآن هی أن نتعرف على البديل : ماذا يحدث لو أن ط وقعت خا 
+ 3 أ ب ê‏ 1 ۱ ۱ ۱ تن 
لخر وط هذا الا مکان موضح بالشکل (۷-۸) وبا مکانك تفسير الشکل الهند ۲ 
n‏ ققتن 2 


9 7 
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شكل (1-۸) . مخروط التراكيب غير السالية لللأعمدة: +4 = م حيث 0< 
ا , ح 7 خی ع ا 


ای چو ا ی ی #یقع في جهة من 
مسترت ینیع تل روط ياو موی کلم زد اللحقة ای 
اه عم بع اكير و وت سنوی » کالعتاد مد ااك اسب دا 
- او «) . الیداء لداهلي عرد # سالپ لآن قياس زاویتهما يريك علی 
٤ ۱‏ لحداء الداخلي ل ۷ بای عمودمن ۸موجب. بلغةالمصفوفات هذا 

يعني أن 0 > ۳ و 0 < ۸4« وهذا یثل البدیل الذی كنا نبحث عنه. 
۸ ط ما أن یکون للنظام 20 +4 حل غير سالب والا فانه یوجد متجه « بحیث 


یکو ن 0 > مرو 0 > مر 
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شکل (۷-۸) . ط يقع خارج الخروط مفصولا بالستوي العمودي على «. 


هذه هى نظرية الستوي الزائد الفاصل» وهی نظرية آساسية فى الاقتصاد الرياضى . 
آحد المراجع لبرهانها هو کتاب 0006 حول نظرية النماذج الاقتصادية الخطية . 

مثال : إذا كان 4-7 فان الخروط القابل هو الربع الأول الموجب . أي أن کل طمن 
ذلك الربع هو ترکیب غير سالب ل ۳۹ ۱ 


إذا كان 5-7 فان 3+ 





0-2 


يتحقق البديل الثاني من أجل كل ١‏ واقع خارج الربع الأول : 

ذاکان | | - ۸ فان [1 0] =« تعطي 0 2 ۲۸ لت تسده 

هنا الحور ‏ (العمود على محور «) يفصل عن الربع الوجب . 

تقودنا هذه النظرية مباشرة إلى متتالية کاملة من بدائل مشابهة (انظر 6) . في 
الحقيقة» قد تعتقد أنه عندما یکون بدیلان فان آحدهما نم الاخر» فاذا لم یتحقق 
آحدهما فلابد أن یتحقق الآخر . مثال ذلك» من الستحیل لفضاء جزئي 5 ومتممه 
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التعامد "5 أن يحويا معا متجهات موجبة : سيكون جداؤهما الداخلي موجباً بینما 
یکون الجداء الداخلی لمتجهين متعامدین مساویاً الصفر . من جهة آخری» لیس من 
الوکد اما أن 8 أو "5 يحوي خجھا موجباً» مکی أن یکون 5 محور « و 
" 5 محور ده فى هذه الحالة» یحویان » فقط ‏ التجهین شبه الوجبین 01 1] و 
1 0]. ما یجدر ذکره هو أن نظرية البدائل الضعيفة هذه صالحة للعمل . اما أن 
يحوي 5 متجهاً موجباً + أو يحوي " 5 متجهاً شبه موجب « . عندما يكون کو ؟ 
مستقیمین متعامدین فى الستوي فمن السهل أن نری أن واحداً منهما يجب أن يدخل 
الربع الأول؛ لکن الامر لیس واضحاً لى فى الابعاد العلیا . 

بالنسبة للبرمجة اخطیة تظهر البدائل المهمة. عندما تکون القیود متراجحات 
على عکس حالة العادلات . 


۸ ی اما أن یکون للتظام < ۸۶ حا غ سالب والا فان هناك متجه « بت یکو ن 
و( ال : 1 و اا بوتي 


0 ۸ و 0 > و 0 > ۲. 


تنتج ۸ ي ! له من ۸ طء باستخا ام المتغيرات المتراخية 6 - w= Ax‏ لتحویل المتراجحة 
إلى معادلة : 


إذا لم يكن لهذه المعادلة حل يحقق 0< دو 0<« فانه » حسب ۸ ي» يجب أن يوجد 
ار بحيث يكون : 

۷۵۰ 0 8310| 7- ۱۸ 
هذا هو فعلا» البدیل الآخر في ۸ ي وهذه هي النتيجة التي تؤدي إلى برهان غير بناء 
في نظرية الثنوية . ولکننا وعدنا أن نتمسك بالهندسة ونهمل التفاصیل الجبرية ولقد 
التزمنا بذلك الو عد. 


رت ۱-2۲ 


ا 


ع 


8 
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ماهي المسألة المرافقة للمسألة الآتية : إيجاد القيمة الصغرى للدالة 
,++ ند ضمن الشروط 0 < ×و 0 < يدو 4< 27و 11 < :3 + . 
أوجد حل المسألة ومرافقتها وحقق كون النهاية الصغرى تساوي النهاية 
العظمى . 

ماهي المسألة المرافقة فة الحسالة ا تة : ایجاد القيمة العظمى ل ضمن 
الشروط 0 < «و 0 < ,رو 3 «+ م ؟ أوجد حل هذه المسألة ومرافقتها . 
لنفرض أن ۸ هی مصفوفة الوحدة (حيث -) وأن المتجهين #6 غير 
با از وضح لادا يعتبر = حلا أمثل لمسألة القيمة الصغری . او جحد 
"رفي مسألة القيمة العظمی و تحقق من أن القیمتین متساویتان . إذا كانت 
المركبة الاولی ل م سالبة فماذا یکون حينئذ . دو ر 

کون مثالا من النوع ا × یکون فيه < :مو 0 < عير ملائم» 
والسألة الرافقة غي محدودة. 

منطلقاً بالمصفوفة | 1 || <۸. اختر 5و © بحیث تکون الجموعتان 
الملائمتان 26 عه .0< ×و > 0۸ < «١‏ خالتن, 

إذا كانت عناصر 4و طو ءموجبة؛ بين أن كلا من المسألتين الاضلية 
والمرافقة ملائمة . 

بين أن المتتجهين (1.1.1.0) - :دو (1,1,0,1) = «ملائمان في المسألة الاصلية 


والمرافقة حيث : 
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اقم 


ار ¬ 


۱-۳-۸ 


رساس 1 ۲ 


۱۷-۳۸ 
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تت سس 
© اناه 
سب ج سای 
ج ت سس 
نت تبحر پس سم 
نم تن نس لقن 


آمثلان . 





حقق آن التجه 


ن الواردین في التمرین السابق یحققان شروط التراخي 
الإضافية (۰)۲ وأوجد متراجحة التراخی في كل من المسألة الاصلية 
والمسألة المرافقة . 

لنفرض أن :| | | -ء . |[ ]= .| |= 4 أوجد الحل الامثل 
وكذلك «وتحقق من شروط التراخي الإضافية (وكذلك 
به = (yb‏ . 

إذا كانت المسألة الاصلية مقيدة بمعادلات بدلا من متراجحات -آ و جد 
القيمة الصغری للداله ×> ضمن الشروط 0< :۸و 0 < ت«-عندئد» 
یکون الشرط 0< «قد آهمل فى السألة الرافقة : آوجد القیمة العظمی 
ل طر ضمن الشروط »> ۸ . بين أن التر اجحة ‏ > طرلاتزال محققة 
هنا . لاذا كان 0 < «رضرورياً في (۱) وغیر ضروري هنا ؟ يمكن لهذه 
الثنوية الضعيفة أن تكتمل إلى الثنوية الكلية . 
() بدون طريقة الإفراد. أوجد النهاية الصغرى 
نحت القيود : 0< , ,0 < , ,0 < 1ك كود و ۷ 

(ب) ماهو شکل الجموعة اللائمة ؟ 

(ج) ماهي المسألة الرافقة وما هو حلها ؟ 

إذا كان للمسألة الاصلية الحل الامثل الوحید ×» فکیف يمكنك أن 





5 I + 4 ۳ 


السا اة وة الب 55 


توضح أن تغيراً بسيطا في © سوف يبقي + حلا آمثل . 

٠۲-۳-۸‏ إذا كان ثمن الستيك (قطعة لحم) 3 $ = » وزبدة الفول السوداني 
۰-2 وأنهما يعطيان وحدتين ووحدة واحدة من البروتبين على الترتيب 
(الطلوب آربم وحدات) فأوجد سعر الظل للبروتين والسعر المنخفض 
لز بدة القو ل السودانی . 

۱-۳-۸ ذا کانت | !)]<۰۸ فصف الخروط الناشیء عن تراکیب اعمدتهاغیر 
السالبة واذا كان ۶ واقعاً داخل الخروط » لا (3.2)- ۰۸ فما هو 
لتجه «الملائم ؟ إذا كان ۶ واقعاً خارج المخروط. مثلاً (0,1) -5 فما هو 
التجه «الذی يحقق البدیل ؟ 

٠١-۳-۸‏ في الفضاء ذي الابعاد الثلاثة» هل بامکانك إيجاد ستة متجهات بحيث 
یلا مخر وط تراکیبهاغیر السالبة الفضاء کله؟ ماذا تقول 
لاربعة‌متجهات؟ 

۱-۳-۸ استخدم ۸ ح كي تبين أنه لایوجد حل للمسألة الاتية (لأن البدیل 


متحقق) : 


۱۷-۳-۸ استخدم ۸ ط کی تبين أنه لايوجد حل غير سالب (لأن البديل متحقق) : 


۱۸-۳-۸ ين أن البدیلن فى ۸ی: ,0 < 20,۱۸ ×,ظ< عم) 
cyb <0,y 5 0(‏ گم أن شَحتقا معا إرشاد ۱۸۲ . 


۳۲ اجر الخطي وتطبيقاته 


6-۸ نماذج الشبكة 

لبعض البرامج الخطية بنية تجعل إيجاد حل لها أمراً سريعاً . لقد كان 
ذلك صحیحاً في حل العادلات الخطية فى حالة المصفوفات الجؤثية ٠‏ عندما 
تتواضع العناصر غير الصفرية قرب القطر الرئيسي. في البرمجة الخطية » عندما 
كانت 4 مستطيلة فقد كنا نهتم في صنف خاص من المسائل تعرف ببرامج 
الشبكات . مصفوفة ذلك مصفوفة ورود عناصرها 1+ أو (الاغلب أصفار) تحوى 
خطوات الحور فقط جمعاً وطرحاً. يمكن هنا حل مسائل أكبر من المعتاد . 

لحسن الحظ » تدخل الشبكات في كل أنواع التطبيقات . فتدفق النتجات أو 
الف أو السیارات» كل ذلك خاضع لقانون التيار لكيرتشوف . لاتنوجد السيارات 
ولا تتلف فى العقد. من أجل الغاز والزيت والماء»ء صممت برمجة الشبكات أنظمة 
أنابيب كانت أرخص بملايين الدولارات من الشبكات الحديثة (غير المثلى) التصميم . 
و لقهخلت مسألة الزواج - كيف يمكن جعل عدد عمليات الزواج في نهايته العظمى 
عندما يكون للخطيبة حق النقض . ليس ذلك هو المسألة الحقيقية ولكنها بعض مايمكن 
لبرمجة الشبكات حله . 

أحد نماذج الشبكات ظاهر في الشكل (۸, ۸). إنها مسألة جعل التدفق في 
نهايته العظمى انطلاقاً من النبع (العقدة )١‏ إلى الصب (العقدة 7) . القيود هي سعات 
ا خطوط . لايمكن للتدفق أن يزيد على هذه السعات» الاتجاه معين بالاسهم الت 
لا عظمی . 
٠‏ لايمكن عكسهاء يمكن حل ذلك دون مرجع نظري ماهو التدفق الاعظم من 
اليسار إلى اليمين ؟ 

المجاهيل في هذه المسألة هي الكميات التقولة . + من العقدة :إلى العقدة ز. 
فيود السعات هي ,»> * . التدفق غير سالب (يجري باتجاه السهم) ودالة التكلفة 
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هی > التدفق الذي يمكثنا ادعاء عودته من خلال الأنبوب النقط . بزيادة التدفق 
3 قيد آخر تخاب ذکر ه . إنه (قانو ن إو الف يقول : التدفی الداخل فی 
كل عقدة يساوي التدفق الخارج . هذا هو قانون کیرتشوف في ال حريان : 


لكل ها را رک وق + ورم )01 
7 ۱ 
التدفق فى العقدة زهو : « القادم من جمیع العقد ۷ والتدفق ار خ‌هی + 
الذاهب ال E‏ العقد 6 . يكن کتابه التوازن الظاهر فى المعادلة (1) بالصو ر ۸:7 
()- حت ۸ هي مصفوفة الورود عقدة ‏ ضلع ‏ حيث لكل عقدة سطر ولكل ضلع 
عمو د . 


1 ۱ ۱ ۱ 
ا6 56 6 5 ۸ #34 کوک مد رش درک 


حلم 
|| 
1 
أ 
س ل] زرا حل ہا سل 


1٤‏ تفر ام و یناه 


لقانون کیرتشوف 4٩-0‏ الذي هو نظام من النوع ۰69 حتماً ٠‏ حل . نرید حلا 
غير سالب ولایزید على السعات . 

بالنظر في السعات باتجاه الصب. نلاحظ أن التدفق لایکنه أن یتجاوز 
6+17 . هل يمكن انجاز ذلك ؟ یمکن لتدفق في (2) أن يجري فى الطریق | 
1 -2-4-6-. ويمكن لتدفق في (3) أن يجري في 1 -۱-3-4-6. تدفق اضافي في (1) 
يمكنه أن يأخذ الطريق الاخفض 1 -6- 1-3-5 التدفق الكلى 7 ۰ وليس من الممكن أن 
يكون أكث رمن ذلك . كيف يمكذك أن تبرهن أنه قد أمكن الوصول إلى القيمة العظم ؟ 

طريقة التجربة والخطأ مقنعة ولكن الرياضيات حاسمة : الطريقة هي إيجاد مقطع 
في الشبکة تکون فيه السعات كاملة . يفصل القاطع العقدتین 5 و 6 عن باقى العقد. 
للاضلاع الثلاثة التي تتقدم قاطعة القطع سعة كلية 1-6 +3 +2 ولايمكن لاکثر من 
ذلك آن عر . تقول الثنوية الضعيفة إن كل مقطع يمثل حداً للتدفق الکلی وتقول الثنوية 
الكلية إنه هکن للمقطع ذي السعة الاصغرية (المقطع الاصغري) أن يمتلىء بتدفق مکن 


اجاره . 


۸ك نظرية التدفق الاعظمي-القطع الا صغري . التدفق الاعظمی في شبكة 
يساوي سعة المقطع الا صغري. 


بقول دقيق يمكننا أن نقول ل مقطع اصغري» لأنه يكن أن تكون لمقاطع متعددةء 
السعة ذاتها . يقسم مقطع العقد إلى فئتين 5 و 7 حيث المنبع في 5 والمصب في 1 
. تساوي سعتاهما مجموع سعات جمیم بغ اخطوط من 5 الی 7. 

برهان كون التدفق الأعظمي يساوي ا لقطع الأصغري. من المؤكد أنه لایکن 
للتدفق أن يكون أكبر من سعة أي مقطع » با في ذلك المقطع الأصغري . المسألة الاكثر 
صعوبة هنا وفي كل مسائل الثنوية» هى برهان إمكان الوصول إلى المساواة . 


البرمجة اخطية ونظرية اللعب 10 


افرض تدفقاً أعظمياً. افحص جميع العقد التي من الممكن أن يصل إليها » من 
المنبع » تدفق اضافي دون أن يزيد على سعة كل خط . تتصل هذه العقد مع المنبع من 
خلال الفئة 5 . يجب أن يكون المصب مرتبطاً بالفئة الأخرى 7(أو أنها سیصلها زيادة 
في التدفق) . يجب أن يكون كل خط متصل بالقطع ممتلئاً وإلا فسيذهب تدفق اضافي 
إلى عقدة فى 7. لذاء فان التدفق سیملا هذا المقطع بمقدار سعته. وبذلك نکون قد 
تو صلنا إلى المساواة. 

يستدعي ذلك طريقة لإيجاد تدفق اعظمي : تحقق فيما إذا كان في أحد الطرق 
سعة لم تستخدم واضف تدفقاً على طول الطريق الموسع . كل خطوة تحسب السعات 
الباقية وتقرر ما ذا كان المصب معزولا عن النبع أو أنه يكن زيادة التدفق . العملية 
منظمة من قبل طريقة التمييز التي تميز كل عقدة من ؟ بالعقدة التي تعطيها التدفق 
وتسمح لك أن تعود لتجد طريقاً لتدفق اضافي . 





الشكل (8 - 9). شبكة مسألة الزواج . 


الشكل ٩-۸(‏ أ) يبين شبكة ثانية وتدفقاً قابلاً للانجاز . كل السعات ( من اليسار 


1۳۹ اكير اي واا 


إلى الیمین) تساوي ۱ . یظهر أن عقدتي الذروة وعقدتی احضیض . فقط »يكن أن 
یصلها زيادة فى التدفق ‏ لکن الامر لبس کذلك . يكن للتدفق الزائد أن یعود ضمن 
أحد الخطوط وبالتالی يلغي تدفقاً موجوداً ‏ شرط أن یصل أخيراً إلى الصب شکل 
٩-۸(‏ ب). عندما يضاف هذا التدفق يصبح التدفق الكلي ۳ وهو التدفق الأعظمي . 
المقطع الأصغري مرسوم» أيضاًء في هذا الشكل» إنه يقطع ثلاثة خطوط . 


مسألة الزواج 

نفرض أننا أمام أربعة رجال وأربع نسوة . بعض الارتباطات الستة عشر منسجمة 
والبعض الآخر مع الاسف. غير ذلك . متى يمكن وجود تكافۇ تام لكل فرد متزوج؟ 
إذا كان الجبر الخطي قادرا على العمل في فضاء ذي عشرين بعداً» فان بامكانه معالجة 
مسألة الزواج العادية . 

هناك طريقتان لعرض هذه المسألة ‏ بالمصفوفات أو بالبیانات . المصفوفة تحوى 
اضفارا و و خدانا- 0= » إذا كانت المرأة زوالرجل [غير منسجمين و 21 4 إذا 
کانا مستعدین للتجربة . وهکذا يعطي السطر : اختیار المرأة : ویقابل العمود زالرجل 
ر . تال دلت : 


۱ 
1 
( 


مسحي 


0 


يقع البيان القابل في الشكل )٩-۸(‏ . باهمال النبع والصب. يبقى هناك أربع 
عقد في اليسار وأربع عقد في اليمين . تقابل الأضلاع الواصلة بينها الوحدان فى 
المصفوفة . لايوجد خط يصل بين المرأة الأولى والرجل الرابع» ونجد في المصفوفة 


ال 0 ۲ 


يظهر التناسق الكامل (إذا كان بمكناً) باربعة وحدان واقعة في المصفوفة . عليها 
أن تأتى من أربعة أسطر مختلفة وأربعة أعمدة مختلفة أيضاًء لأن تعدد الزوجات غير 
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مسموح . إن ذلك مشابه لایجاد مصفوفة مبادلة من عناصر 4 غير الصفرية . يجب أن 
يكون في البيان آربعة اضلاع-بدون عقد مشتركة . إذا عدنا إلى النبع والمصب» وآرسلنا 
وحدة تدفق في كل ضلع من المجموعة المتناسقة » فانه يجب أن يكون التدفق الكلي 
مساوياً ٤‏ . سيكون التدفق الأعظمي آقل من ٤‏ عندما يكون تناسق كلي غير 
مکن . 

في المثال» التدفق الاعظمي كان ثلاثة . الق رن 44 , 2-2 ,۱-۱ مكنة (وهناك 
مجموعات آخری متعددة مكونة من ثلائة فرن)» ولکن من غير اللمکن الوصول إلى 
آربعة . نرید أن نری ناذا ذلك غير مکن» بطريقة تطبیق ذلك على مصفوفة 0-1 . 

في البيان . للمسألة مقطع اصغري إنه يفصل أمرأتين في الجزء الاسفل الایسر 
عن ثلاثة رجال من اليمين الاعلی . لهاتين الرآتین رجل واحد للاختيار -إنه غير كاف . 
للرجال الثلاثة إمرأتان فقط(الاثنتان الأوليان). يتوضح الشكل بالمصفوفة» حيث : 

(۱) السطران ۳و٤‏ لايحويان عناصر غير صفرية الا في العمود ٤‏ . 

() الاعمدة ۲,۱ ,۳ لانحوي عناصر غير صفرية الا فى السطرين ۱و۲ . 

عندما توجدمجموعة جزئية مكونة من ۸ إمرأة يلائمهن أقل من ۸ رجلاًء فان 
تناسقاً كلياً غير ممكن . نريد أن نبين أنه من أجل مصفوفات من أي حجم» يكون ذلك 
هو المعيار الحاسم . 

يمكن التعبير عن النتيجة باشكال متعددة مختلفة : 

(۱) (في الشطرنج) من الستحیل وضع أربعة رخوخ في مربعات لوحدان بطريقة 
لايمكن لرخ أن يميت رخا آخر . 

(۲) (فی الثنوية ) يمكن احتواء الوحدان في مصفوفة في أقل من أربعة خطوط . 
العدد الأدنى للخطوط المحتوية (أفقية ورأسية) هو ۰۳ وذلك يساوي العدد الأعلى 
لمن الزواج . 

(۳) (فى ا جبر ا خطي) لكل مصفوفة لها أصفار 4 ذاتها يكن لأي عناصر 
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أخذ امكنة الوحدان-هی مصفوفة شاذة. محددتها تساوی الصفر . 

تذکر أن الحددة مجموع 24 -!4 حداً. یستخدم كل حد الاسطر الاربعة 
والاعمدة الاربعة . بسبب و جود الا صفار فى ۸ 6 فان هذه | حدو د ال 4 يساوى کل 
منها الصفر . لذا » فالحددة تساوی الصفر . 

في هذا المثال» ینم وجود كتلة من الاصفار قراناً كاملاً. الصفوفة الجزئية المكونة 
من السطرین ۳ ,؛ و الاعمدة ۱ هي مصموفة جزئية من النوع 3 × 2-إنها 
مکونة من اصفار بصورة كاملة . القاعدة العامة من أجل مصفوفة من النوع ۸ X‏ 
11 هي : إن وجود كتلة أصفار من النوع 0 2*۰ م نع قراناً إذا كان <2 4 + (] . للتمرین 
۸-۳-6 كتلة آصفار من النوع 33و 5= * يؤدي ذلك إلى کون محددتها صفراً. 
في مسألة الزواج» يكن للنساء الثلاث أن يتزوجن » فقط » الرجلين الباقیین . إذا امکن 
زواج م إمرأة من 7-4 رجلا و کان 0- 71 > م (الامر الشابه لحالة الکتلة الصفرية حیث 
(p+q < 7‏ فان قراناً كاملا غير مکن . 

المسألة الرياضية هي برهان العكس . إذا لم توجد کتلة كبيرة من الأصفار فإننا 
سنبرهن أنه من الممكن أن لاتكون المحددة صفراً. إذا كانت كل مجموعة م إمرأة 
يرضين م رجلا على الاقل» فان القران الكامل ممكن . إن ذلك شر ط 10 يطبق على 
المجموعات من أي حجم كان : يجب أن ترضى کل امرأة رجلا واحداً على الاقل. 


4ل يكون قران كامل مکناً إذا وإذا فقط تحقق شرط ۲۱ . 
حتما إن شرط 701 ضروري : إذا اعجبت م إمرأة أقل من م رجلاً فان القران 


الكامل غير تمكن . المسألة الصعبة هو إيجاد القران- أو البرهان على وجود واحد- 
عندما يوافق الوضع شر ط !171 . هناك در اسة نستخدم الاستقراء الریاضی على من 


دون تكوين الجموعة التناسقة فعلا . نفضل أن ننظر فى مسألة الشبکات وتدفقها 
الا عظمي . 

البرهان سهل ‏ |ذا كانت السعات » بدلا من وحدان على الاضلاع التي 
تلاقي الاوسط منها- مقابلة بذلك الوحدان في المصفوفة . تبقی السعات خارج المنبع 
عن يين وعن يسار الصب. مساوية الواحد. شکل (۱۰-۸). إذا كان التدفق 
الاعظمي ,فان الاضلاع التي تبداً من النبع وتتجه نحو الصب تمتلىء ‏ ويبقى التدفق 
موجوداً خلالها الامر الذى يعين ۸ زواجاً. عندما لايمكن وجود مجموعة متناسقة 
والتدفق الاعظم آقل من فان هناك مقطعاً مسؤولاً عن ذلك . 

قد يكون لهذا المقطع سعة اقل من . لنفرض أن العقد ,ان رر 
...., من اليمين واقعة مع النبع في 5 السعة التي تقطع هذا المقطع هي م- ۸ اعتارا 
من المنبع إلى باقي النساء و ,من هؤلاء الرجال إلى الصب . لما كانت سعة القطع أقل من 
( فانه ایوجد ضلع ینطلق من ۳ إلى بقية الرجال . النساء ال م تلائم رجلا 
. لکن السعة + م - هي آقل من عندمایکون ۲ < م . 





شکل (۸ - ۱۰). سعة مقطع أقل من ؛ تكافوؤ تام غير مکن . 
عندما یکون التدفق الاعظمی آقل من .۰ فان ذلك یبین أن شرط 8611 قد 


فشل . عندما یتحقق شرط 4 فان طريقة الوسم التي توجد التدفق الاعظمی تو جد 
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فى الوقت ذاته من أجل هذه الشبكة الخاصة_قراناً كاملا . فى كل الاحوال» سنجد 
ا قران مکن . 


الشجرة المتدة والطر يقة الجشعة 

من نماذج الشبكة الاساسية مسألة الطریق الاكثر قصراً حيث للأضلاع أطوال 
عوضاً عن سعات ونرید معرفة أقصر طریق من النبع إلى الصب . [ذا كانت الاضلاع 
خطوط هاتف وال طوال هي زمن التأخر» فاننا نجد آسرع طریق لمكالمة . إذا كانت 
العقد حواسیب فاننا نکون آمام شبكة مشل ۸۸۲۸۸۴۳ _ التى تحل مسألة الطریق 
الااصغري باستمرار وآنیاً تقریباً 

هناك مسألة قريبة الشبه بدون منبع ومصب» هي ایجاد أقصر شجرة ممتدة - 
مکونة من مجموعة من ۱-#تربط ضلعاً مجتمعة جمیع عقد شبکة. عوضاعن 
الا جتیاز بسرعة بين عقدتین خاصتین» فاننا سنبحث الآن عن آصغر كلفة للاتصال بين 
جميع العقد . لاتوجد عری لان تکلفة ضلع یغلق عروة غير ضرورية - کل مانطلبه - 
هو طريقة للوصول من كل عقدة إلى كل عقدة آخری . تصل شجرة متدة بين العقد 
ا خالية من العری» ونرید آقصر شجرة تقوم بذلك» هناك طريقة واحدة ممكنة : 

(۱) انطلق من أي عقدة :وکرر ا خطوة التالية : 

اضف أقصر ضلع یصل الشجرة ا حاضرة بعقدة جديدة . 

في الشکل (۱۱-۸) تأتي آطوال الاضلاع بالترتیب ۱,2,7,4,3,6 . الخطوة الأخيرة 
تتخطی الضلع 5 الذي یغلق الحلقة . الطول الکلی 22-هل هو أصغري ؟ لقد قبلنا 
الضلع ذا الطول 7 من قريب وأن الطريقة الثانية تصمد بصورة آکثر . 

() اقب لکون الا ضلاع بترتیب متزايد بالا طوال » ارف كل ضلع يتم عروة . 

تأتي الآن الاضلاع بالترتیب التالي 1,2.3.4,6.7 (نرفض 5) |نها الاضلاع ذاتها - 
رغم أنه لیس من الضروري أن یحصل ذلك دائماً . الطول الکلی هو نفسه-یحصل 
ذلك دائماً . مسألة الشجرة المتدة استتنائية لانه هکن جلها غر ور واحد. 
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شكل (۱۱-۸). شجرة متدة طولها 22 . 


بلغة البرمجة الخطية» لقد وجدنا القرنة الثلی أولاً ! موذح التدفق الاعظمي 
كان أكثر بساطة من معظم البر امج الخطية» ولکننا قد انطلقنا هناك أيضاً بتدفق واحد 
وحسبناه بالتدرج . لقد عملت طريقة الإفراد ولکن لیس هناك ضرورة للفت نظرن 
البها-لقد كانت ۸ مصفو فة ورود » تعاملنا معها مباشرة. لقد حلت الان مسألة الشجرة 
المتدة بصورة مشابهة للتعویض التراجعي دون خطوات خاطتة . تستخدم آي طريقة 
تقريباً» طالا آنها مثلی في کل خطوة یدعی هذا العرض العام الطريقة ا جشعة . 

(۳) تنشأ شجرة من «عقدة بتکرار اخطوة التالية : اخت ر أي شجرة واضف 
الضلم الأصغر طولاً انطلاقاً من هذه الشجرة . 

تععلق الخطوات بالترتيب المختار للاشجار . البقاء بالشجرة داتها هي الطريقة 
(۱). أخذ الأطوال مرتبة هی الطريقة (؟). يؤدي التنقل خلال جميع الاشجار إلى 
طريقة جديدة (5). يكن دراستها بسهولة» ولكن من أجل مسالة كبيرة» تصبح بنية 
العطیات حرجة. بألف من العقد؛ يكن أن يكون هناك مايقرب من مليون ضلع . 
وإنك لاتريد حتما أن تتحرك خلال هذه القائمة آلف مرة . 

يتم ذلك مدخلنا لنماذج الشبكات . هناك مسائل مهمة متصلة بالقران سهلة 
تقريبا : 

¡ مسألة التخصيص ‌اللائم: نفرض أن .© يقيس أهمية طالب التعيين‎ - ١ 
- للوظيفة ز . تخصيص الوظائف يستدعى جعل الاهمية الكلية في نهايتها العظمى‎ 
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مجموع القباسات : » يخصص الوظائف . (إذا كان كل واحد من © صفراً أو واخداً 
تکون المسألة مسألة زواج) . 

١‏ - مسألة النقل : نفرض أن التكلفة مثلة بالاضلاع » والتزویدات في « نقطة 
والطلبات من « متجراً. يؤدي اختیار آرخص . «من مراكز التزويد إلى المتاجر إلى 
جعل التكلفة الكلية :د © ل أصغرية . (إذا كان لكل تزويد وطلب العدد واحد فان 
ذلك مسألة تخصيص أمثلى - أي إرسال شخص واحد لكل وظیفة) . 

۳- تكاليف التدفی: للطرقات هناء سعات وكذلك للتكاليف» تمزج مسألة 
التدفق الاعظمي مع مسألة النقل . ماهو أرخص تدفق خاضع لقيود السعة . 

ا لجزء الفاتن في هذا الموضوع هو تطور الطريقة. عوضاً عن البرهان الثنوي 
للنظرية» نستخدم سعة أول بحث أو عمق أول بحث» لإيجاد التخصيص الامثل أو 
التدفق الارخص . إن ذلك يشبه طريقة الإفراد بالانطلاق من تدفق موات (قرنة) وإضافة 
تدفق آخر (للتحرك إلى القرنة التالية) . تعد هذه الط يقة خحاصة أن مسائل الشیکات 
خاضة انشا . 

هناك ایشا تقنية الب رمجة الفعالة ۳۷۵۵۲۵۷۵ >«( التى تبقی ذات فكرة 
بسيطة : إذا كان الطریق من النبع إلى الصب مواتياًء فان کل جزء من هذا الطریق 
موات أيضاً. لایوجد أي شيء مفضل للانطلاق من عقدة من هذا الطریق إلى السقط . 
شي الحل بالتراجعم» بطريقة القرار على مراحل متعددة . فى كل مرحلة» تکون السافة 
إلى المصب أصغر من المسافة الحديدة مضاف إليها مسافة قدية : 

المسافة ؛- + = النهاية الصغرى على ل (المسافة ر ×+ المسافة +-2) 

إن ذلك هو معادلة 20/07 للبرمجة الفعالة في أبسط أشكالها . 

كنت أريد مكاناً أكبر لا يتعلق بالشبكات . إنها بسيطة لكنها جذابة . 


#س ۱-6 


۲-6-۸ 


دعب" 


بسچ اناه ا 555 


تمارين 


أضف فى الشكل (۸-۸) العدد إلى كل سعة . أوجد بالنظر التدفق 
أوجد التدفق الاعظمي والمقطع الاصغري من أجل الشبكة التالية : 





إذا كان بامكانك زيادة سعة كل خط من الشبكة الواردة اعلاه» ماهو 
التغيير الذي سيحدثة أوسع زيادة في التدفق الاعظمي ؟ 

ارسم شبكة ذات خمس عقد بسعة قدرها از-۱1 » بين العقدة ¡ والعقدة 
رأوجد أكبر تدفق مکن من العقدة 1 إلى العقدة 4 . 

العدد الاعظمي للطرقات من ء إلى ؛ بدون اضلاع مشتركة» في بيان 
ماء يساوي العدد الاصغري للاضلاع التي تقطع إزالتها الا تصال بين ؛ 
و ۲ . اربط ذلك بنظرية التدفق الأعظمي والمقطع الأصغري . 

أوجد مجموعة زواج اعظمية (قران كامل إذا امکن) لا يلي : 

ارسم شبكة ل 8 بخطوط ثخينة على أضلاع القران. 


حل 

|| 

جح کک 
ه سس ت هه 
براح ب سات 
جح ناح سا س 
©= = جه ه 
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104 من أجل الصفوفة 4 أعلاه» ماهي الاسطر التي تخالف شر ط‎ ۷-٤-۸ 
بامتلاكها جميع وحدانها في قليل من الاعمدة ؟ ماهي مصفوفة الاصفار‎ 
بوبم ؟‎ >n الحزئية ذات النوع 47 م التي تحقق‎ 

۸-5-۸ كم عدد المستقيمات (الافقية والرأسية) الضرورية لتغطية جميع وحدان 
۸ الواردة أعلاه ؟ من أجل أية مصفوفة » فسر لماذا تکون الثنو ية الضعيفة 
صحيحة : إذا کان زواجاً مكنا فان ذلك يأخذ» على الاقل » ۸ مستقيماً 
لتغطية الو حدان . 

٩-۶-۸‏ () نفرض أن كل سطر وگل عمود یحو قاما واحدین . برهن أن 
القران الکامل مکن (بين أنه لايمكن تغطية هذه الوحدان باقل من ۸ 


چ 


مستقیما) . 
(ب) آوجد مثالا لواحدین أو آکثر لكل سطر وگل عمود» یکون من 
أجله القران الکامل غير مکن . 
٠٠-٤-٨۸‏ إذاحوت مصفوفة من النوع 7×7 خمسة عشر واحداًء برهن آنها 
نسمح بثلاثة فرن على الا قل . 
۱۱-۸ في مجموعة لانهائية» يكن أن یکون القران الکامل مستحيلاً رغم 
أن شرط 7۸ محقق . إذا كان السطر الأول وحداناً وکذلك کل 
1= » برهن أن أي م سطراً تحوي وحداناً فى م عموداً على الاقل - 
ومع ذلك » فان القران الكامل غير مکن . 
۱۲-۶۸ إذاهل الشكز ۸-۸ آطوالا عوضاًعن السعات. أوجد أقصر طریق 
من «إلى ۶ وکدلاك ق اة اضف ية 
۱۳-٤-٨۸‏ طبق الطریقتین (۱) و (۲) لایجاد أقصر شجرة متدة لشبکة التمرین (۸- 
۲-1 
۱-6-۸ () لاذاتعمل الطريقة الجشعة في مسألة الشجرة المتدة ؟ 


۱ ۵-۶-۸ 


۱-6-۸ 


۱۷-6 ۸ 
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(ب) بين» بمثال » أنه من المکن الفشل في ایجاد اقصر طریق من ؟ إلى 
ا ودلك با لا نطلاق بأقصر ضلم 

إذا كانت ۸ مصفوفة من النوع 5 × 5 بوحدان تحت وفوق القطر الرئيسي 
مباشرة» آوجد : 

(أ) مجموعة آسطر بوحدان في آقل مايمكن من : الاعمدة 

(ب) مجموعة من الأعمدة بوحدان فى آقل اکن من الاسطر: 

(ج) مصفوفة جزئیه پاصفار من النوع نا حيث 5< +۰ 

(د) أربعة مستقیمات تغطي جمیع الو حدان . 

ا ن ااي ل ااانا عدت _ W‏ 


1 11 1 
سس لاد يمكن امداد كل عقدة واقعة نحت المقطع في ال 


بزيادة تدفق رغم أن فى العقدة تدفقاً مباشراً يساوي ١‏ . 


i= | 





۵-۸ نظرية اللعب ونظرية آصغر القيم العظمى 
إن أفضل طريقة لشرح مصفوفة اللعب هي أن نعطي مثالاً. يوجد لاعبان وتبقی 
قو اعد ۱ للعت نه نعسها في کل دورة : 


یرفع اللاعب 5 یداً واحدة أو يديه معاً» وبشکل مستقل یفعل كذلك اللاعب ۲ 
. إذا نفذا الامر نفسه فان ۷ يربح عشرة دولارات . آما إذا نفذا قرارین مختلفین فان × 


هو الذي يربح - عشرة دولارات إذا رفع يدا واحدة وعشرین دولاراً إذا رفع يديه . 
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إذا فكرت لحظة فانك تتوصل إلى فكرة مبدئية لافضل طريقة . من الواضح أن 
× سوف لن يفعل الشيء نفسه دائماً والا سوف يقلده ۲ وبالتالي يربح كل شيء . 
كذلك لايمكن ل 7 أن يستمر بطريقة واحدة وإلا فان × سوف يفعل العکس . يجب 
على كلا اللاعبين أن يستخدم طريقة مختلطة . بالاضافة إلى ذلك» يجب أن يكون 
الاختیار عند كل دورة مستقل ماماعن الدورات السابقة . والا» فاذا كان هتاك غط 
معين في اللعب فان اللاعب الا خر سوف یلاحظ ذلك ویستفید منه . کذلك الطريقة 
التي تقول : «استمر بالاختیار نفسه طالا أنك تربح وغیر اختيارك عندما تخسر! هی 
بالواضح خاطئة . فبعد فترة من اللعب» سوف یعرف منافسك ماذا عليه أن یتوقع . 

هذا يدع اللاعبین یجریان احسابات التالية : يكن أن يقرر ۶ بأنه سیرفع بدا 
واحدة باحتمال مقداره :د ويرفع يديه باحتمال مقداره * -! >,* . فى كل مرة» یکون 
القرار عشو ائیاً. كذلك الامر بالنسبة إلى 7 الذي نرمز لاحتماليه ب «و-1< ۲ 
«. لقد رآینا أنه ینبغی أن لایکون أحد هذه الاحتمالات مساوياً الصفر أو الواحد. 
والا فان النافس سوف یعدل وضعه وفقاً لذلك ويربح . في الوقت ذاته» لیس الامر 
واضحا بأن الاحتمالات يجب أن تکون مساوية ۰۱/2 حيث سوف یخسر ۲ عشرین 
دولارا غالبا . (سوف يخسر عشرین دولاراً في ربع الوقت وعشرة دولارات في ربع 
آخر ویربح عشرة دولارات فی نصف الوقت-متوسط الخسارة ۵ , ۲ دولا رآ وهو آکثر 
ماهو ضروري). لكن كلما زاد ۲ تحركاً نحو رفع يديه كلما زاد × تحركاً نحو رفع يد 
واحدة . 

المسألة الرئيسية هي إيجاد توازن . هل هناك خطة مختلطة بين «و « بحیث لو 
استخدمت بشکل متناسق من قبل اللاعب 7۲ اترك آی مزية للاعب ! بتک 


مشابه» هل يكن أن يختار اللاعب ۲ الاحتمالین ,و × بحيث یضع اللاعب ۲ في 
وضع لایجد فيه مبرراً للتحرك وفق خطته؟ عندما یحصل مثل هذا التوازن» إن و جد» 
فان متوسط ربح اللاعب × سوف یکون قد وصل إلى نقطه سرجیه : نها القيمة 
العظمی بالنسبة إلى × والقيمة الصغری بالنسبة إلى ۰۲ ایجاد النقطة السرجية يعني 
إيجاد «حل» لمسألة اللعب . 

يمكن النظر خسابات × كما يلي : انه يركب عمودیه بالوزنين ,دو ٠×‏ ا لینشی- 
عموداً جدیداً. لنفرض أنه یستخدم الوزنین 5 و 2/5 فینتج العمود : 


و او ادا و 
a Hl‏ 3 


- 10 








مهما كان الامر الذي سیفعله ۲ مقابل هذه ا خطة فانه سوف يخسر دولارين . 
في كل دورة منفردة يكون صافي الربح عشرة دولارات أو عشرين دولاراً ولكن إذا 
رفع ۲ يدأ واحدة » بشكل دائم » فانه سيربح عشرة دولارات في + الدة ويخسرعشرين 
دولاراً فى = الدة وهذا یعنی أن متوسط خسارته دولاران . وإدارفع ۲ يديه او اختار 
خطة مختلطة بای نسبة فان خسارته تبقی دولارین . 

هذا لايعني أن جمیع الخطط آمثلية بالنسبة ل ۲ ! إذا كان کسولا ویستمر برفع 
نذأ واحدة فان × سوف يغير وسیربح عشرین دولاراً . عندکد » سوف يغير ۲ نم × 
مرة ثانية . وفی النهاية» إذا فرضنا آنهما ذکیان» فان 7 وکذلك × سوف یستقر رأیهما 
على خليط آمثلی . هذا يعني أن 1 سوف یر کب سطریه بالا ورات «رو « - 1 محاولا أن 
یحصل على سطر جديد صغير بقدر الا مکان : 
(1-y, |10 -10[ ۶10-20, -10 + 30y, |‏ + 20 10 -۱ ۷ 

اخلط الصحیح یجعل المركبتين متساویتین: 10+30 -= 20y‏ - ۱0 وهذا یعنی 

أن 5 - « . بهذا الاختيار. تكون كل من المركبتين مساوية 62 ویصبح السطر 
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الجديد مصفوفة [2 2]. لذا بهذه الخطة لن يخسر ۲ أكثر من دولارین. فقد 
جعل ۲ خسارته العظمی فى نهايتها الصغری » واصغر النهايات العظمی هذه 
تساوي آکبر النهايات الصغری التى وجدت بشکل مستقل ل × . إن قيمة اللعبة 
هي 2 = mini max = max min‏ . 

مثل هذه النقطة السرجية جديرة بالملاحظة لانها تعنی أن × يلعب خطته الثانية 
خلال 2 الوقت رغم أن هذه الخطة تعطيه فرصة ربح دولارا. بالوقت دات 
سیکون ۲ مجبراًعلی تبني خطة خاسرة-یتمنی أن یتماشی مع ۰ لکن» بدلاً من 
ذلك ‏ فإنه یستخدم الاحتمالین العکسیین 2/5 و 3/5. بامکانك أن تتأكد من أن × 
سیربح عشرة دولارات بتواتر مقداره 9/25 = 3/5« 3/5 ويربح عشرین دولاراً 
بتواتر 24/25 2/5« 2/5 ویخسر عشرة دولارات بالتواتر البافی 12/25. کماهو 
متوقع » یعطیه ذلك متوسط ربح يساوي دولارین . 

يجب أن نذکر هنا غلطة من السهل حدوثها . القول بأن الخلط الصحیح للأسطر 
يعطي سطراً عناصره متساوية» غير صحيح دائماً. لنفرض أنه يسمح ل × أن يلعب 
خطة ثالثة تالية» يرفع فيها ثلاث أيد ويربح ستين دولاراً عندما يرفع ۲ يداً واحدة و 
ثمانين دولاراً عندما يرفع ۲ يديه . تصبح مصفوفة الربح : 


[8 2 ]د 

سيختار × الخطة الجديدة كل مرة؛ سيعطى الاحمال الآتية للاعمدة x=:‏ 0= × 
ا (لیس عشواتياغل الاطلآق) وسیکون ربع الاصغر ستن دولارا. بالوقق 
ذاته» يتطلع 'التركيبة أسطر تكون أصغر مايمكن . وسیختار» دوماً . السطر الاول 
وستكون خسارته العظمى ستين دولارا . بذلك. يبقى 77۵۲ ««نتهس 
لكن النقطة السرجية تقع عالية في القرنة . 
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يبدو أن القاعدة الصحيحة هي خليطة مثلى لأسطر ۷ حيث تظهر قيمة اللعبة 
فقط » (كما كان الامر في حالة 82و 560) في الاعمدة التي استخدمت فعلاً من قبل 
. بشکل مشابه : بخايطة جلى لأعمدة ل × ستظهر هذه القيمة نفسها التى ظهرت 
في تلك الاسطر التي دخلت ضمن خطة ‏ المثلى ‏ تعطي الاسطر الاخری قيمة اعلی 
ولکن ۷ یتجنبها . تقابل هذه القاعدة تماماً شرط حالة التراخی الاضافی في البرمجة 
تا 


نظرية أصغر القيم العظمی Minimax thearen‏ 

تشبه مصفوفة اللعب العامة مثالنا البسيط مع اختلاف واحد مهم : للاعب × 
۸ من الإمكانات يختار أحدها للتحرك ول ۰۲ ”من الامکانات . تبقى مصفوفة 
الربح ۸ كما هي كلما تكررت اللعبة» لها سطرآو » عمودا. يمثل العنصر 0 مقدار 
مايحصل عليه اللاعب ‏ عندما يختار الخطة زویختار ۷ الخطة :. يعنى العنصر 
السالب دفعة سالبة وهذا يعني ربحاً للاعب ۲ . النتيجة تبقى لعبة شخصين بمجموع 
صقري ؛ فمايخسره لاعب يربحه آخر . ولكن وجود توازن سرجي ليس أمرأ واضحا . 

كما هو ظاهر في المثال» فإن اللاعب × حر في اختيار أي خطة مختلطة 

el ۱‏ = عن . هلا اخلط هو دائماً متجه احتمالات ؛ الأعداد × غير سالبة 
ومجموعها يساوي الواحد . تعطی هذه الر کبات تواتر الخطط ال «الخالصة والمختلفة . 
وفی كل تكرار» ینبغی على اللاعب أن یقرر اختیار آحدها بوسيلة عشوائية - تستخدم 
هذه الوسيلة لتکوین خطة بتواتر مقداره × . على اللاعب ۲ أن يأخذ قراراً مشابهاً : 
فهو يختار التجه ( «.....) - رحیث 0 «رو 1= ۰2 وهي تعطي التواترات في 
خليطة خططه الخاصة . 

لذوكها أن نتنباً» بنتيجة دورة واحدة من اللعبة» آنها عشوائية . على کل حال» 
في التوسط ‏ نجد أن تركيب الخطة زللاعب 1 مع الخطة ن للاعب ۷ سیحدث باحتمال 
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مقداره ۷۰ + حاصل ضرب الاحتمالين منفصلين . عندما يحصل ذلك فان الربح 
یکون ». وبذاء فإن الربح التوقع في هذاالترکیب الخاص هو 3 » والربح الکلی 
ا متوقع في کل دورة من اللعبة هو , ٠‏ ۷, 2224 . نود أن نؤكد مرة ثانية أنه يكن لأى 
واحد من العناصر ۰ 6 أن يكون سالباً؛ قواعد اللعبة هى نفسها بالنسبة للاعبين 1 و / 
> والاعداد ۱ » هي التي تحدد من يربح اللعبة . 

يكن كتابة الربح التوقع بسهولة برموز الصفوفات : فالجموع الضاعف 
رتد م ماهو إلا ۰ ۸« نتيجة للضربت الصفوفي : 
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المقدار :۸ هو الربح الكلى وهو مايريد اللاعب × أن يجعله أعظمياً بينما يود 
اللاعب ۲ جعله أصغرياً. 

مثال ١‏ لنفرض أن المصفوفة هي مصفوفة الوحدة من النوع ۸× ۸ ؛ 4-7 لذاء 
يكون مقدار الربح « ««+.....+ ,ددح »1 درء وليس من الصعب توضيح اللعبة : يأمل 
۷ آن یکتشف اختبار ۷ وفي هذه الحالة» سیربح مبلغاً مقداره 1 - 4 . في الوقت 
ذاته» يحاول ۲ أن یتهرب من ×. وهكذاء فليس عليه أن یدفع شيئاً. عندما یختار × 
العمود : ویختار ۷ سطراً مختلفاً زفان الربح 0= . إذا اختار ‏ واحدة من خططه 
اکثر من غیرها فانه یکن ل ۲ أن یتهرب أكثر فاأکثر ؛ لذا. فان الخليظ الامغل هو 
( 1/۸ ...۱/۸ ,/1) = × . بشکل مشابه لايمكن ل ۲ أن يزيد فى الترکیز على خطة 
معينة فيكتشفها × . ولذاء فان اختياره الامثل سیکون. أيضاًء باحتمالات متساوية 
مجموعها الواحد» (1/......1/8 ,/1) = « . احتمال اختيار كل منهما الخطة :هو 
( ۱/۷ ) والجموع على مثل هذه التراكيب هو الربح المتوقع للاعب ×. القيمة الكلية 
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للعبة هی 7 مرة القدار (7/) أي ۱/77 وهو مايمكن التأكد منه من خلال : 
1 |1 
11 11 


وكلما ازدادت + كلما ازدادت فرصة 7 للتهرب . 

لاحظ أن المصفوفة المتناظرة /4-7.لم تضمن أن تكون اللعبة عادلة . في الحقيقة› 
الوضع الصحيح هو عكس ذلك تماماً: إنها المصفوفة التناظرية التخالفية ۰۸-۸ 
هي التى تعنى أن اللعبة عادلة تماماً. إن مصفوفة كهذه تقابل اللاعبين بقرارات متطابقة 
إذإن اختيار خطة رمن قبل اللاعب ۶ واختيار خطة من قبل اللاعب ۲ تجعل يربح 
عست ا رمن قبل ۲ و ؛ من قبل جل ۴ ريج البح اس 
( لان ان ۾ ). یجب أن تكون الخطتان المثليان ×و « متطابقتين ويجب أن يكون 
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الربح التوقع ۸۰-0« . إن قيمة اللعبة عندما یکون ۰۸۲-۸ هي الصفر . ولکن 
یبقی من الضروری ایجاد اخطد . 
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تعنى هذه المصفوفة أن كلاً من لاو 7 يختار عدداً واقعاً بين 1 و 3 واللاعب الذي 

١‏ در م آما إذا اختارا العدد نفسه فيكون الوضع على القطر الرئيسي ولايربح أي 

واحد منهما). من الواضح أنه لن يختار أحد اللاعبين خطة تتضمن 2 أو 3 وإلا فان 

اللاعب الآخر سيكون تحته مباشرة . ولذاء فان الخطة الخالصة (1,0,0) = ر = دهى 
المثلى اب كلا اللاعبين بختار 1 كل مرة - وقيمة اللعبه هی 0= 20 ۸۲ . 
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ما يجدر ذكره أن المصفوفة التي تترك جميع القرارات دون تغيير ليست هي 
مصفوفة الوحدة ولکنها الصفوفة £ التي كل عنصر فيها يساوي 1. إن اضافة مضاعف 
ل 2 إلى مصفوفة الربح» ظه + هب 4» يعني » ببساطة أن اللاعب × يربح كمية 
اضافية مقدارها » كل مرة وآن قيمة اللعبة تزيد يمقدار » ولکن» ليس هناك سبب 
لتغییر ×و «. 

والان» لنعد إلى النظرية العامة واضعین آنفسنا فى البداية مکان ×. لنفرضص 
أنه يختار الخطة المختلطة ( «..... «)< :۰ عندئذ» سوف یلاحظ ۲ تلك الخطة ویختار 
الذي يؤدي إلى اقل دفع مکن ۰ سوف یحصل على YAX‏ 7 آی لاعب 
ذكى ۲ سیختار متجهاً «(ربا لایکون و حیدا) یجعل هذه القيعة الصغری اعظمية . 
بهذا الاختیار» يضمن لا ربحاً لایقل عن : 


01 min yAx = max min YAX. 
۱ x J 


ولايمكنه أن يتوقع ربحاً أكثر من ذلك . 

سيقوم اللاعب ۲ بعمل معاكس لاية واحدة من خططه المختلطة «» عليه أن 
يتوقع أن × سيكتشف المتجه الذي يؤدي للقيمة العظمی للدالة اب لذاء فان ۲ 
سيختار الخطة المختلطة ١‏ التى تجعل هذه القيمة العظمى اصغرية ويضمن أن لن يخسر 
اکثر من : 


7 8 
)۲( max ۷ Ax = mın max ۰ 
3 ¥ ۷ 


ولن يتوقع ۲ أن یفعل شيئاً آفضل . 
آمل أن تکون قد لاحظت ماستکون عليه النتيجة الرئيسية إن كانت صحيحة . 
نريد أن يكون المقدار )١(‏ الذى يضمن ل × ربحه مطايقاً للمقدار (۲) الذى يرضى ۲ 


(۱) للافكن أن يكون ذلك :. ذا تی ۲ خطة حمقاء فان ¥ قادر على آن یحصل على آکثر ما 
تضمن له العلاقة (1) . تفرض نظرية اللعب أن اللاعبین أذكياء . 
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أن یخسره . عندئذ» ستؤدي الخليطة «, »إلى نقطة توازن سرجية وتكون اللعبة قد 
عله و أن مکی فقط » حينما ينحاز عن الخطة ×و ۲ يكن أن يخسرء 
فقطء حينما ينحاز عن « . إن وجود النقطة السرجية هذه قد آثبتت من قبل قون 
نیومان ۸۰۷۷۷۷ 16 وقد عرف ذلك باسم نظرية اصغر النهايات العظمی والتي 
تنص على مايلي : 


4م لكل مصفوفة ۸ من النوع << "۰ يتحقق التساوي بين أصغر النهايات العظمی ‏ 
على جميع الخطط » وأكبر النهايات العظمی أي : 


max min yAx = min Max ۷ 
# ۷ ۷ X 


۳ 


هذه الكمية هي قيمة اللعبة . إذا وصل إلى القيمة العظمی الواقعة في الطرف الایسر 
عند ':دووصل إلى القيمة الصغری في الطرف الاين عند "فان هاتين الخطتين مثليان 
وتؤديان إلى نقطة سرجية لایرید أبن أف يغادرها. 
êa 2A‏ لكل 8 کر ۷ )0 
عند النقطة السرجية تكون - على الاقل من جودة أى نقطة أخرى + (إذ ان 
۸۰« > ×4 «). بشكل مشابه سيدفع اللاعب الثاني أكثر ببقائه في "«. تماما كما في 
نظرية الثنوية» يمكن أن نبدأ يمتراجحة ذات اتجاه واحد 7/۷۵۲ > «نسنده” . لیس 
ذلك سوى تركيب لتعريف + مع تعريف «. 
(o)‏ 


E ۲ زر‎ ۱ 4 8 
max min yAx = min ۷۸۵۲ Sy Ax > maxy Ax = min max ۰۸ 
2 ۲ x ۲ 7 


هذا يعني » فقط . أنه إذا کان متأكدأً من أنه سیربح على الاقل » » وأن ۲ متأکد 
من أنه لن يخسر أكثر من ۰8 فمن الضروری أن يكون 8 >0. كان انجاز فون نيومان 
البرهان على أن 8 -.0 وهذه هی نظرية أصغر القيم العظمى . إنها تعني أن المساواة 


0 اخبر اخطي و تطسقاته 


يجب أن تتحقق من خلال .)٥(‏ وأن خاصة النقطة لسرجية (4) تستنتح منها فى 
التسرية (8-ه-١).‏ 
بالنسبة لناء الشيء المبهر في البرهان هو أنه يستخدم تماماً الرياضيات ا مستخدمة 
في نظرية البرمجة ا خطية . بشكل حدسي ‏ يكون الامرء غالباً» واضحاًإذ إن ۷و 
۲ یلعبان دورين «مترافقین» وكلاهما يختار الطرائق من المجموعة المواتية لمتتجهات 
الاحتمال 0< دو 1= علو 0< رو اح 2۷ . الشيء المذهل أنه حتى قون نيومان 
0 ۲۵۶ لم يدرك في الحال أن النظريتين تعنيان الشيء نفسه . (لقد برهنت 
نظرية ۷۰۲ 7:۷ عام /9477١م»‏ وقد ابتدأت البرمجة الخطية عام ۸۱۹6۷ وقد نشر 
Kuhn ,‏ , 0616 البرهان الأول للثنوية عام ۱۹۵۱م -معتمدین» على كل حال. 
على مذكرات قون نیو مان ۸۰۷۲۷۰ 167 ؟) وقد ظهر برهانه في المجلد الذي ابرز فيه 
دانتز ك 8 تكافؤ البرامج الخطية مع مصفوفة اللعب » وهكذاء فإننا نعكس 
الق تیب التاريخي باستنتاج نظرية ×ه" 11 من الثنوية . 


لعمود الکون من من الوحدان و »هو التجه السطري الکون من «واحداً 
لناخذ بعين الاعتبار البرنامجین الخطيين التوافقیین : 


(۴) إيجاد النهاية الصغرى لدع ((1) ایحاد النهاية العظمى لطم 


شرا ط 20 AX 2F‏ شرط 0 تزوع > yA‏ 


لكى نطبق الثنوية» علینا أن نتأکد من أن كلا من المسألتين مواتية» لذاء إذا كان 
ذلك ضروریاً فانتا نضيف » إلى جميع عناصر 4 . إن هذا التغيير لايؤثر على 
الخطط الثلی للعبة إذ أن كل ربح یزداد بمقدار ه وكذلك آصغر النهایات العظمی 
وأكبر النهايات الصغری . بالنسبة للمصفوفة الناتجة التي نرمز لها ب ۰۸ یکون 0- « 
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ملائما في المسألة المرافقة وتكون كل قيمة كبيرة ل × ملائمة في المسألة الاصلية . 
تضمن نظرية الثنوية في البرمجة الخطية وجود متجهين « و «ملائمین يحققان 
8 زد ء . وتا أن ذو » مکونان من وجدان» لذاء فان × ۲ = أ ۶ إذاكان هذا 
المجموع يساوي 9 فان القسمة على ۵ تجعل المجموع مساوياً الواحد وتكون الخطتان 
الختلطتان الناتجتان 0 / × و 0 / «مثلیان. من أجل أي خطتين أخريين «و ر» 
6< "۸ يؤدى إلى 9۶۱ < ۸ و ۸۰ ۷ يؤدى إلى 1 -ءن >عرم ۷ 
النقطة الرئيسية هی کون ×4 ك1 > ×4 «. بالقسمة على 9 ۰ نجد أنه لایکن 
للاعب ۲ أن يربح أكثر من 1/6 مقابل الطريقة 6  /‏ ولايمكن للاعب ۲ أن 
يخسرأقل من 1/0 ضد 0/⁄×. باختيار هاتين الطریقتین» يتحقق 707 
minimax = 0‏ = . 
هذا يكمل النظرية» لكن السؤال الطبيعي جداً يبقى بدون اجابة : ماهي الالعاب 
العادية ا مكافئة «لالعاب مصفوفة»؟ هل الشطرج والبريدج والبوکر تتلائم مع نظرية 
نیومان ۸۰۷۷۵۷ ؟ 
يبدو لي أن الشطرخ لایتلائم مع ذلك تماماً وذلك لسببین . ولا لاتحوي خطة 
القطع البیض على الحركة الاولی فقط » لکنها يجب أن تضمن قراراً حول كيفية الرد 
على کل حرکات القطع السود ثم كيف یکون الرد على استجابتها الثانية وهکذا حتی 
نهاية اللعبة . توجد بدائل عديدة عند كل خطوة. لذا للاعب ‏ بلایین الخطط الخالصة 
وینطبق ذلك أيضاً على منافسه. لذاء فان و ۸ کبیران بشکل لايمكن تحديده. 
بالا ضافة إلى ذلك» فاننی لا ری ذورا للعضادقة . إذا امکن للابیض أن يجد خطة 
رابحة أو إذا امکن للاسود أن يجد خطة انسحاب- لم يكن من المکن لأي واحدة 
منهما أن توجد فسيودي ذلك إلى انهاء لعبة الشطر نح بصورة فعلية . من الطبيعي أنه 
يمكن للعبة أن تستمر إلا أن التعة ستختفي . 


51 اخير اخطى وتطی‌قانه 


خلافاً للعبة الشطرنح» فان البریدج يحوي على شيء من الخادعة» من ذلك 
تقریر ماسیعمله في حيلة ما . لذاء فهی تعد لعبة مصفوفية . لکن ”و ۸ کبیران جداً . 
رعا يكن حلیل جزء منفصل من اللعبة للحصول على طريقة مثلی . الامر ذاته صحیح 
من أجل البیسبول(کرة القاعدة)» عندما یحاول كل من الرامي وحامل العصی أن 
یخدع آحدهما الآخر في اختیار الضربة . (آو يكن لمتلقي الكرة محاولة معرفة متی 
سیباغته العداء مدعباً رمة خارجية ؛ لايمكنه عمل ذلك في کل مرة دون التقدم للقذف 
والا سیکون هناك تواتر أمثل ‏ يتعلق بهدف العداء وبالوضع القائم). يكن . أيضاً 
» عزل جزء من هذه اللعبة و حلیله . 

لعبة البلاك جاك ليست مصفوفية (علی الاقل » في الکازیونات) لأن دور اللعب 
تتبع في ذلك قواعد ثابتة . عندما وجد صدیقی 807707 طريقة رابحة ونشرها- 
أدى ذلك إلى تغيير قواعد اللعب في لاس فيغاس 6845 5ما وكانت وصيته متعلقة 
كليا بالحافظة على مراقبة الورق الكشوقه. لايوجد فى ذلك عناصر صدفة . لذاء 
لاتوجد خليطة خطط + . 

توجد كذلك لعبة مأزق السجين 0:۷۷ 27:۸۶ حيث يلقى القبض على 
شريكين في جرية . يقدم إليهما العرض ذاته . اعترف وأنت حرء شرط أن لايعترف 
شريكك ( يحصل الشريك » عندئذ» على عشر سنوات سجن) . إذا اعترف الشريكان 
فان كلاً منهما یحصل علی ست سنوات سجن . |ذا لم يعترف آي منهما فانه لایکن 
تحقق إلا من جريمة صغيرة (سنتان لكل منهما). ماهو العمل ؟ اغراء الاعتراف 
ضخم جداً رغم أن كل منهما متعلق بالآخر فان بامکانهما الاصرار على أقوالهما . 
هذه اللعبة ليست ذات مجموع صفري ؛ يمكن لكل منهما أن يخسر . 

الشکل الثالي للعبة معتادة يكن أن تکون مصفوفية هي لعبة البوکر ۲0۲۵۳ ۰ 
فالخداع فیها أساسي » ولكي تکون حقيقية » يجب أن تکون غير قابلة للتنبو . يجري 
قرار الخداع بصورة عشوائية» إذا قبلت دعوی نظرية اللعب الاساسية وهو کون 
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خصمك ذكياً . (إذا وجد اسلوباً يربح فیه) . تتعلق الاحتمالات الواتية والعاکسة 
للخداع بالاوراق الکشوفة وبقيمة الرهن . بالفعل عدد البدائل الکبیر یجعل ایجاد 
خطة مثلی مطلقة دامراً غير قابل للتطبیق . رغم ذلك» فان على لاعب البوکر الماهر 
أن یحاول الاقتراب بقدر مایکنه من ×» يمكننا أن نحسب ذلك» بدقة إذا قبلنا التسیط 
الشدید التالی للعبة : 

قد یکون لدی اللاعب × ولد أو ملك باحتمالین متساویین بینما يحصل اللاعب 
۷ علی ملکة . تعد نظر اللاعب × على مافي يده» يمكنه أن یغلق آوراقه ویستسلم 
ویخسر الدولار الذي وضعه مسبقاً أو يکنه أن يراهن بدولارین آخرین . إذا راهن 
اللاعب × فان اللاعب ۲ إما أن یغلق آوراقه ویستسلم ویخسر الدولارالذي وضعه 
مقدماً أو يقرر متابعة خصمه ویضع دولارین لیری فیما إذا كان × یخادعه . في هذه 
احالات» يربح صاحب الاوراق الاعلی قيمة الدولارات الثلاثة التي راهن بها 

حتی فى هذه اللعبة البسيطة فان «الخطة الخالصة» ليست واضحة بصورة تامة 
ومن الفید کتابتها كما يلي . ل ۷ احتمالان لأنه يتجاوب» فقطء مع اللاعب ×: 

(١)إذا‏ راهن ا وجمم ۷ آوراقه . 

(۲) إذا راهن × ونظر ۲ باوراقه وراهن على ثلاثة دولارات . 
فان لدی ‏ اربع خطط بعضها منطقي والبعض الا خر احمق : 

(۱) يراهن ب 2 $ اضافیین على ملك ویلقی آوراقه على ولد . 

(۲) يراهن فی كلا الحالین (مخادعا) . 

(۳) يغلق اوراقه فى كل من امحالین» ويخسر 1 5. 

(6) يغلق أوراقه عندما يأتيه ملك ويراهن عندما يأتيه ولد . 
تحتاج مصفوفة الربح إلى قليل من الصبر لحسابها : 
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0- , ه لأن × يخسر دولاراً في نصف الوقت مع الولد ویربح مع اللك (۷ 
بقل اور اه 

1= م لأن × يخسر دولاراً واحداً فى نصف الوقت ويربح ثلائة دولارات 
فى النصف الآحر من الوقت . ( ۷ یحاول خداعه رغم أن لدی × ملکا) . 

1 <, ه لأن یرد و ۷ یغلق آوراقه (تنجح الخديعة) . 

0 -.,ه لآن × يربح ثلاثة دولارات مع اللك ویخسر ثلاثة دولارات مع الولد 


(تفشل الخديعة). 
الطريقة الثالئة تخسر دوماً دولاراً والرابعة غير ناجحة أيضاً : 
8 1- 1 | 


"لك ف 0 ۲ 
الطريقة الشلی في هذه اللعبة من أجل هي خداع فى نصف 
الزمن 
(00, ل , )= «وعلی الخاسر ۷ أن يختار (1/2,1/2) = « . قيمة هذه اللعبة هي 50 
إن ذلك خاتمة غريبة لهذا الکتاب» بتعليمك لعب نسخة مخففة من البوکر . 
ومع ذلك فإنني أظن أن للبوکر مکانه الخاص في ابر اخطي وتطبیقاته . آمل أن 
تکون قد سررت بهذا الکتاب . 


تمارين 


۱-۵-۸ كيف تتأثر الخطط المثلى فى اللعبة الاصلية إذا ازدادت العشرون دولاراً 
إلى سبعين دولاراً وكم هي قيمة هذه اللعبة (متوسط ربح 72 ) ؟ 
۲-۵-۸ که بمصفوفة الربح 4-43 »اشرح حساب × لأكبر نهاياته | لصغرى 
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وكذلك حساب ۲ لأصغر نهایاته العظمی . أي الخطتين *و «تعتبر 
أمثلية ؟ 

۲-۵-۸ [ذا کان العنصر »هو الاکبر في سطره والأصغر في عموده لماذا 
بختار 2 دائما العمود زویختار ۷ دائماً السطر :(دون اعتبار لعناصر 
الصفوفة الأخرى) ؟ بين أن التمرین السابق بتضمن مثل هذا العنصر ‏ 
ثم کون مصفوفه ۸بدون واحد. 

٤-٥-۸‏ أوجدالخطةالمثلى ل باعطاء أحمال لاسطر ۸مثل بره ر اوارسم 
جميع المركبات الثلاث . سيركز على المركبة العظمى (الخط الاسود) 
وعلى ۲ تصغير هذه القيمة العظمی . ماهي «وکم هو ارتفاع اصغر 
القيم العظمی (المستقيم المنقط)؟ 







لإ عر 
(« = 2)1 +38 


لطم 
= گر 
3 2 


0-5-4 بالمصفوفة 4ذاتهاء آوجد الخطة المثلى ل وبين أنه يستخدم فقط 
العمودين (الأول والثالث) اللذين يلتقيان عند اصغر قيمة عظمى فى 


الشكل . 


1-۵-۸ أوجد كلأ من الخطتين وكذلك قيمة اللعبة إذا كان : 


1 


۷-0-۸ 


۱۰-۵۸ 


۱۱۵-۸ 


۱۲۵-۸ 


۱ ۳-۵-۸ 
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ال i. fe‏ ۱ 
لر قن آن م | =4. أي حملین ,1-2 و ×١‏ يؤديان إلى عمود من 


الشكل )2 ۷]وأی حملین ,۷ - 1و ۷۱ یعطیان للسطرین كي يژدي 
ذلك إلى سطر جدید [« ۰ ین أن ۷ < 1۷ . 
آوجد دو «وکذلك قيمة «من أجل : 


۱ 


min max 0۱۷۱ + X2Y¥2). 
۷ , 20 x. 200 
۷ + ,ع 21 رب‎ +K, > [ 


= هار 





۳۳ لس" نيه 
بت با بت 


وضح كلا من التراجحات الواردة في (۵) ثم عندما تحولها نظرية 
minimax‏ إلى عاد لانت استنتج (بالكلمات من حديد) معادلاث النقطة 
السر جية 6(7 

بن آن (00, 2.1 )د و (ل عت برهما خطتان مثلیان بالنسبة 


2 2 
للعبة البو كر وذلك بيحساب yy AX‏ دمر والتحقق من الشروط (5) 


هل برهن أنه لاتوجد خطة في لعبة الشطرنح تربح دائماً بالنسبة للاسود 
؟ اعتقد أن هذا معلوم فقط عندما يقوم اللاعبان بحركتين معاً. لو كان 
للاسود خطة رابحة فإن بإمكان الأبيض أن يقدم الحصان ويؤخره ثم 
يتابع خطته ما يؤدي إلى النتيجة المستحيلة أن اللاعبين سير بحان معا 
إذا اختار ۷ عدداً أولياً وبالوقت ذاته» خمن ۲ هذا العدد بين فردی أو 
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زوجي (بربح أو خسارة مقدارها دولار واحد) من منهما له ميزة على 
الا خر 1 . 

۱-۵-۸ إذا كان × مهاجماً یختار هجوماً أو امراراً للكرة وکان ۷ قائد الدفاع 
حيث يمكنه أن یتولی الدفاع ضد هجوم أو امرار» لنفرض أن التصفية 


مقدرة باليرد هى 


دفاع ضد هجوم 3 2 ۲ 
دفاع ضدامر ار 


امرار هجوم 








ملحق () 
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لقد احتفظنا بالتحلیل الصفوفی الثالث الضخم لهذا اللحق» إنه يضاف إلى 
0 الناتح عن الحذف و 08 الناتح عن التقوم (غاوس وغرام شمبدت) . لم یربط هذا 
التحلیل بأي آسم وقد عرف بالرمز 5۷2 الذي هو ا روف الأولى من 0۳۲۵و« 
0 . نر ید و صفه وبرهانه ومناقشة تطبیقاته التي هي کثيرة في ازدیاد . 

یرتبط 5۷ بقرب مع حلیل القيمة الذاتية - التجه الذاتي لصفوفة 
متناظرة: *0 ۸ © = 4. تقع هنا القیم الذاتية على قطر الصفوفة ۸. ومصفوفة 
المتجهات الذاتية © فائمة : 7 - 0 07 . ذلك لانه يكن اختيار التجهات الذاتية لصفو فة 
متناظرة متعامدة نظامية . إن ذلك غير صحیح من أجل کثیر من الصفوفات ومن 
أجل الصفوفات الستطيلة مدعاة للسخرية . لکن» إذا ترکنا © فى الیسار و " 0 فى 
اليمين شرط أن تکونا أي مصفوفتين قائمتین - لیس من الضروري أن تکون احداهما 
منقول الأخرى - فان التحلیل یصبح مکنا . علاوة على ذلك» فإن الصفوفة القطرية 
(لکنها مستطیلة) الواقعة في الوسط يكن جعلها غير سالبة. يرمز لها عادة ب2 
ولعناصرها الموجبة به أيضا إنها, © ,..., , 6. إنها القيم الشافة 4 وإنها تشغل 
الواضع ال الأولى من القطر الرئيسي ل2 وإن+ هي رتبة 4. 


1١1 
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أساس العمل بالصفوفات المستطيلة هو » دائما بصورة تقريبية» النظر فى 
“فقو A‏ ف 


تحلیل القيمة الشاذة : يكن تفريق أي مصفوفة ۸ بالصورة : 

(قائمة) (قطرية) (قائمة) = ر ۶0۵ , 0 =4. 

أعمدة ر ©( × ) هي التجهات الذاتية ل 7 4۸ واعمدة د 9( × 7) هي 
التجهات الذاتبة د ۸۲۸ . القیم الشاذة 1 ل ۲ الواقعة على قطر < ( × 7) هي الجذور 
التربيعية للقيم الذاتية غير الصفرية لكل من " ۸۸و ۸ ' ۸. 


ملاحظة ۱: من أجل مصفوفة معرفة إيجابياء یطابق هذا التحلیل 7 ۸0 0. من 
أجل مصفوفة غير معرفة» تصبح أي قيمة ذاتية سالبة في ۸ موجبة في . لذاء ستکون 
0 مختلفة عن ۵2 . من اجل مصفوفات مرکبة. 2 تبقی حقیقیه لکن | © و 0 
تصبحان واحدیتین (التر کیب مشابه للتعامد) . وهکذا تکون ولا ۶ رن - ۸. 
ملاحظة ۲ : تعطي أعمدة ,0 و «۵ آسسا متعامدة نظامية للفضاءات الجزئية الا ساسية 
الاريعة : 

الاعمدة ال الأوائل من , © : فضاء أعمدة ۸ 

الأعمدة ال - الأواخر من , © : الفضاء الصفري الیساری ل ۸ 

الاعمدة ال ء الاوائل من د © : فضاء أسطر ۸ 

الأعمدة اله الأواخر من د © : الفضاء الصفری 1 ۸ 
ملاحظة ۳ : یختار التحليل 5۷2 هذه الاسس بطريقة خاصة فعلا . إنها آکثر من 
متعامدة نظامية . إذا ضربت ۸ بعمود من :د ۰۵ فانه ينتج مضاعفا لعمود من , 0 . 
ينتج ذلك مباشرة عن < ,© = د ۸0 ینظر الى ذلك کضرب عمود في کل مرة. 
ملاحظة ٤‏ : ستکون الرابطة بين ' ۸۸و ۲۰۸ ۸ صحيحة إذا كان القانون ١‏ 20 , 0 
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)۱( ۸۳۸ 0,2۳۶ و ) < 4۸7 وبشکل مشابه‎ 3507 (OE ۵۱( ۶ O EEO, 
من العلاقة الأولی» نحد أن , 0 يجب أن تکون مصفوفة التجهات الذاتية ل‎ 
”  عونلا مصفوفة القیم الذاتية هي الوسطی وهي "ع - التي هي من‎ .۸۸ * 
من الثانية» نحد أن ر © يجب أن تکون مصفوفة‎ . 0  ,... ©  اهرطق ویقع على‎ 
التجهات الذاتية ل 474. للمصفوفة القطرية 2" < الاعداد  © ,.., " 0 ذاتها‎ 
. 71 Xn لكنها من النوع‎ 
هذه التحقيقات سهلة ولکنها لا تبرهن التحليل 51/2 . البرهان ليس صعبا ولكن‎ 
. من الممكن استخلاصه من الأمثلة والتطبيقات‎ 
) مثال ۱ ( ۸ قطرية‎ 



































O 0 2 0 10‏ 1 0 م 
Û 0 3 3‏ 1 - 0 |= | 0-3 

0 Û 0 0 1 | ۱ 0 0 

يقال ۷ ( 4عمود واخد: فقط) 
هھ 2ے اي 
* || 3 3 ۶ 
۱ 2 1 2 ۱ 
01 3 3 3 حت | ار ج ار 
١ ۱0۱‏ _ 2 7 2 
از E FT‏ 


۸ 4هنامن النوع 1×1بينما 7 44 من النوع 3× 3. لكل منهما القيمة الذاتية 
9 (جذرها التربيعي 3 واقع في < ) . القيمتان الذاتيتان الصفریتان ل ' ۸۸ تتركان بعض 
الحرية للمتجهين الذاتیین الواقعين في العمودین ۲ , شخ , 0 . لقّد قمنا باختیار 
یجعل هذه الصفوفة قائمة . 
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مئال ۳( ۸ قائمة مسسقا) 
إما 07 4 أو ۸-70 أو * 0 (, 06) = ۸ أيضا » لکن( = < حتما. 








مثال 6 (4 مصفوفة ورودو | |=" ۸۸ حيث ۸=3,1). 
۸6 2- 1 اک LI‏ كمع | | 3 E1‏ 
1 ۵ 1 .از ا رم تاه 








N2 N2 

تطبيقات التحليل 5۷0 

نريد أن ننتقي قليلا من التطبيقات المهمة بعد أن نؤكد نقطة أساسية . یعد التحلیل 
۸۵ رائعاً بالنسبة للحسابات الستقرة عددیا . السبب الأول هو کون , ۵ و , © 
مصفوفتن قائمتین : انهمالا یغیران آبدا من طول آق متجه لان 
* ×اا = 0107 * × = * ۰۰۱۱00 الضرب ب0 لا یخرب التدریج . مثل هذه القضية 
لا یکن آن تحصل من أجل الضروب الاخر 2 یکننا آن نضرب بعدد کبیر » أو (آکثر 
عمومیة) التقسیم على عدد صغیر 6 ونغمر الحاسوب . لکن < تبقی جيدة بقدر 
المکان . إنها تظهر » تماماء ماهو الکبیر وماهو الصغیر وان التیسیر السهل لرؤية 
هذه العلومات هو السبب الثاني لشعبية هذا التحلیل . سنعود إلى ذلك في التطبیق 
الثاني . 





. -عملية التصوير : لنفرض أن قمرا صناعيا أخذ صورة ويريد إرسالها إلى الأرض‎ ١ 
. يكن لهذه الصورة أن تحوى 1000 × 1000 من المربعات الصغيرة لكل منها لون محدد‎ 
يمكننا أن ننظم الألوان في صف من الأسود إلى الأبيض ونعيد مليون عدد . من الفضل‎ 
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وضع المعلومات الأساسية في مصفوفة من النوع 1000 × 1000 وإرسال ذلك» فقط . 

لنفرض أننا نعرف التحليل 5۷2 . الفتاح هو في القيم الشاذة (في < ). بصورة 
و ذجية» بعضها ذو شأن والبعض الآخر صغير جدا . إذا احتفظنا ب 60 وأهملنا 940 
فاننا نرسل فقط ما يقابل 60 عمودا ل , © و ر © . الأعمدة الأخرى ال940 تضرب في 
د 0 < , © بالاعداد الصغيرة » التي هي مجهولة . بالفعل ييكننا صنع هذا الضرب 
الصفوفی كجداء عمود بسطر : 

نمي ...نه موی + iT‏ رد 0,2۵3 )۲( 

الشجهات » هنا أعمدة في , © والمتجهات « أعمدة في ر ©( 7 ١‏ هو السطر الأول 
في ر ©) . كل مصفوفة هي مجموع م من الصفوفات ذوات الرتبة .)١(‏ إذا احتفظنا 
بستين عنص رأ فاننا نرسل 1060 2000 عوضا عن ملیون . 

إن الصورة أخاذة فعلا كلما حوت أكثر فأکثر من القيم الشاذة. في البدءء لا 
تری شیثا ثم فجأة تری كل شيء . 


۲ - الرتبة الفعلية : لم نتردد في الفصل الثاني في تعریف رتبة مصفوفه . إنها عدد 
الأسطر المستقلة أو بصورة مكافئة عدد الأعمدة المستقلة. يصعب تقریر ذلك فى 
الحساب . طريقتنا الأصلية هی تعداد المحاور وذلك عمل صحيح في حساب صحيح . 
الحواب. لننظر في : 


ع € 
2 ۱.1 


۱ 
1 














0 0 ع +1 ع 
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آخر . يكن أن یکون الحوران صغيرين» کم يمكننا أن نتجاهل منها؟ للثانية محور 
صغیر ولکننا لا هکننا أن ندعی أن آسطرها غير ذات شأن . للثالثة محوران ورتبتها 
تساوي ۲ ولکن رتبتها امحقيقية يجب أن تکون (۱). 

ننتقل إلى قياس آکثر استقرارا للرتبة . الخطوة الأولی هي استخدام 74 ۸ أو 
7 44 التناظرتین ولکنهما مشترکتان بالرتبة ذاتها مع . قيمهما الذاتية - مربعات 
القيم الشاذة - ليست مضللة . بناء على دقة العطیات. نقرر» مع تسامح مثل ٠°‏ 10 
ونعد القیم الشادة الواقعة فوق ذلك - أن تلك الرتبة هي احقيقية . في الأمثلة الواردة 
اعلاه. نها تساوي دوما الواحد إذا كان ع صغیرا . من القبول أن تکون غير متصلة 
عتدما از القيمة الشاذة العدد ° ۰10 لکن ازعاج ذلك آقل بکثیر من التعریف 
اخبري العتاد - الذی هو غير متصل عند 0 -6 ولا یسمح بالراقبة . 
۳ - التحلیل القطبي : يساوي كل عدد مركب جداء عدد غير سالب ۲ پو ۶ » وافع 
على داثرة الوحدة : ** »م = 2. إن ذلك هو التعبير عن 2 «بالاحدائیات القطبیة . 
إذا اعتبرنا هذين العددین مصفوفتین من النوع 1 × ۰1 فان يقابل مصفوفة شبه 
معرفة ايجابيا ویقابل ٠“‏ مصفوفة قائمة. بدقة آکش لما كان © مركباً 
ويحقق  [‏ ۱۳" ,فان یکون مصفوفة واحدية من النوع 
۱ : 1= 0" ۰ نعتبر الرافق الرکب مثل التقول من أجل * 17 . 

يمتد التحلیل 51/2 إلى أي مصفوفة مهما كان حجمها . 


يكن تحليل أي مصفوفة حقيقية مربعة إلى 5 0 = ۰۸ حيث © قائمة و 5 متناظره وشبه 


للبرهان» ما علينا إلا أن ندخل 7 = ر © * © فى وسط التحليل 51/9 : 
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)۳( A < 0,2۵5 = ۵, 02(01207( 

العامل 7 0 2 ر 0 < 5 متناظر وشبه معرف (لآن 2 کذلك ) العامل 

+ 0 , € = © مصفوفة قائمة (لأن1= 03 ,© 07 «0۳0<0). في الحالة ال رکب 

تصبح 5 هرميتية بدلا من متناظرة وتصبح © واحدية بدلا من قائمة . فى الحالة القابلة 
للعكس » تكون < معرفة وكذلك 5. 


مثال تحليل قطبي : 05 = ۸ 





و یا" ?= 


مثال تحلیل قطبی عکسی : 0 A=‏ 


2 3۱*1 ۵ 


في الترتیب العکسي » تبين التمارین لاذا تتحول 5 لکن © تبقی كما هي . كل من 
5 و “5 متناظرتان ومعرفتان إيجابيا لأن 4 هذه قابلة للعكس . 


ملاحظة: يمكننا أن ننطلق من 05 = ۸ والتراجع لإيجاد التحليل 5۲۵. لما كانت 5 
متناظرة لأنها تساوي و © < ر © ۰ إن ذلك تحليل القيم الذاتية - التجهات الذاتية 
المعتاد ۲ 0 ۸ 0 بتغيير بالرموز فقط . إن : 

A= 05 - 0 0:20 - 0,3 


هو التحليل 51/9. تاريخياء استخدم التحليل القطبي لانه أكثر شهرة - لكنني 
اعتقد أن تحليل القيمة الشاذة أساسى أكثر . 


.1۷ اخیر اخطي وتطبیقانه 


تطبيق 05 = 4 : آهم استخدام للتحليل القطبي هو في الميكانيك المتصل (وأكثر حداثة 
في الکننة) . في كل تشوه» من المهم فصل التمدد عن الدوران» ويقع ذلك» تماماء 
عندما تنتهي 05 . المصفوفة القائمة © دوران ومن الممكن أن تكون انعکاسا. للمصفوفة 
المتناظرة 5 القيم الذاتية, 6 ...., , 6 التي هي معاملات التمدد (آو معاملات 


الانضغاط) . التقطير الذي يظهر هذه القيم الذاتية هو الاختيار الطبيعي للمحاور - 
السماة محاور رئيسية » كما في القطع الناقص في البند .)۲-١(‏ إنها الصفوفة 5 التي 
تتطلب عملا في المادة» وتختزن قدرة مرونة . 

نلاحظ أن * 8 هي 4 4 التي هي متناظرة ومعرفة ايجابيا عندما تكون 4 قابلة 
للعكس . 5 هي الحذر التربيعي ل 4 4 وهی مصفوفة متناظرة معرفة ایجابیا» و 0 
هي " 45 . بالفعل» یکن ل ۸ أن تكون مستطيلة ما دامت ۸ 7 ۸ معرفة ايجابيا . 
(ذلك هو الشرط الذي احتفظنا به وهو أنه من الواجب أن تكون أعمدة ۸ مستقلة) . 
وفي الترتيب المعاكس 0 5 = ۰۸ تكون الصفوفة" 5 الجذر التربيعي ل ' 44 وهی متناظرة 
ومعرفة ايجابيا. 
٤‏ - أصغر ا مربعات : لقد وجدنا في الفصل الثالث حل الربعات الأصغرية لنظام 
مستطيل ۶ = ×4. إنه يأتى من العادلة النظامية 75 ۸ = × 74 ۰۸ إلا أنه كان هناك 
متطلب ثابت على 4 . يجب أن تكون أعمدتها مستقلة» والرتبة كانت ۰.۸ إذا لم يكن 
ذلك» فان ۸ 7 4 غير قابلة للعكس ولا يمكن تعيين × - يكن إضافة أي متجه من 
الفضاء الصفري إلى * . يمكننا الآن تكملة ما قدمه الفصل الثالث باختيار × 
(مفضل» لكل نظام خطى « = دق . 

توجد آمامنا صعوبتان ممكنتان مع ۵ = «۸ : 

. يمكن أن تکون الاسطر فى ۸ مرتبطة‎ )١( 

(۲) يكن أن تكون الأعمدة في 4 مرتبطة . 
في الحالة الأولى» يكن أن لا يكون للنظام حل . يحدث ذلك عندما يكون ط خارج 
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فضاء آعمدة ۸ وقد آعطی الفصل الثالث العلاج : إسقاط ط على فضاء الاعمدة . 
عوضا عن ط = ×4 نحل م = 4. يمكن تنفیذ ذلك لأن م واقع في فضاء آعمدة ۸. 
إلا أن الحالة (۲) تظهر عقبة أخرى . إذا كانت أعمدة 4 مرتبطة» فان الحل × لن يكون 
فریدا . علينا أن نختار حلا خاصا لم = × 4ء وبجعل هذا الاختيار متلائما مع القاعدة 
التالمة : 
ا حل الأمثل للنظام ‏ = × 4 هو ذو الطول الأصغري . 

يمكن تسمية هذا الحل الأمثل * ×. إنه اختيارنا المفضل كأفضل حل للنظام = ×۸ 
الذي لم يكن له حل)» وأيضا للنظام م = × ۸ (الذي كان له العديد من الحلول) . 
الهدف هو تعيين * ۰ وننطلق من أجل ذلك بثال . 
مثال ۱ ۸ مصفوفة قطرية. ذات أسطر مرتبطة وأعمدة مرتبطة أيضا : 


كت 
و 








O) 0 O00 
4 =| 0 د؟6)‎ 0 0 ۰ 
0 0 00 


تنتهي جميع الاعمدة بصفر. في فضاء الاعمدة» یکون آقرب 
متجةل(, بر 9 ,ر 5) = طهو (0 ,ر 5 رر ) = م. إن ذلك هو المسقطء والخطأ 
(, 6 ,0 ,0) متعامد مع كل واحد من الاعمدة. الأفضل أن نحل المعادلتين الأوليين» 
لآن المعادلة الأخيرة هي و 5 = 0. لا يكن اختصار خطأ هذه المعادلة» إلا أن الخطأ 
في المعادلتين الأوليين يكن أن يكون صفرا : 
GO‏ 6,0 


0 0 ری 0 
00 0 0 
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نواجه الآن الصعوبة الثانية . الاعمدة مرتبطة و × ليس وحيدا. المركبتان الأوليان هما 
۰۱ 5 , و 6/ر ط» إلا أن المركتين الأخريين و × ,ي × اختیار يتان تماما. لجعل 


× آقصر ما يكن» نختار هاتين المركبتين صفرا. ا حل ذو الطول الأصغري ل 
زع رمي * 1 


2 ا 00 0 1/6 ۱۱ ر( 
.| دم 0 1/62 0 = 3۰/0( 52 

0 | Û 0 0 6 

0 () 0) Û ۱ 











هذه العادلة مهمة . إنها توجد * × وانها تظهر. آیضا الصفوفة التي تنتج 
+ × من 6 . تدعى هذه اا صمو فه |[ لعکوس الکاذب ‏ ۸ . مکل بالرمز * ۸ لذاء یکون 


E SAB 
۸ * استنادا إلى هذا الثال» يمكننا أن جد أفضل حل * × والمعكوس الکاذب‎ 
. لأي مصفوفة قطرية‎ 
سا‎ 1/6 ۳ | 
لا کات | ی | -ه فان 0 ع "فاق أ سا‎ 
۱ ۲ ۳۲ 1 ۱ 


الصفوفة ۸ من النوع ”× ۰ ب۲ من العناصر غير الصفرية , 0 . معکوسها الکاذب 
* ۸ من النوع ا ١‏ ب١‏ من العناصر غير الصفرية , 7/6 . المنطقة الفارغة آصفار . 
لنلاحظ أن * (* ۸)هو ۸ آیضا. إن ذلك يشبه ۸ = 7 ( 7 4) إلا أن 4 هنا غير 
قابلة للعکس . اذا كان ل#المركبات (, 6 > ظ) فان لسقطه م ال گات 
(0..0 ,, 9 سرع ط). ال الاکثر قصرآلم  <‏ ۸ هو > «الذی وجدناه علاه. 
وأخيراء يمكننا أن نشل الصفوفة القطرية بالرمز 2 ومعکوسها الکاذب بالرمز * ۶ . 
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للذهاب إلى آبعد من الصفوفات القطرية» نتطلق باحالة السهلة - حيث ۸ 
قابلة للعکس . للمعادلة ۵ = ×4 حل واحد وواحد فقط : 8 " ۸ = ×. في هذه ا حالة 
بدهو * و 4 هي ۸ العکوس الکاذب هو العکوس ذاته عندما تکون ۸ قابلة 
للعکس . لنتحقق من الشرطین معا : ×4 آقرب ما يكن من ۶ (إنه يساوي ۵ ) و »هو 
آقصر حل لط = × 4 (إنه الحل الوحید عندما تکون ۸ قابلة للعکس) . 

لقد وجدنا الان * ۶ في الحالة العامة. إنه آقصر حل لم = ۸ وندعي 
أن * × واقع دوما في فراغ آسطر ۸. لنذکر أن أي متجه × » يمكن توزیعه إلى مركبة 
في فضاء الااسطر ومر کبه فى الفضاء الصفري : ۰ + , ×= ۶ . هناك ثلاث نقاط 
مهمة لهذا التوزیع : 

.۸ +, = مركبة فضاء الاسطر تحل م = ,+ ۸ أيضا لأن0‎ - ١ 

- المركبتان متعامدتان وتخضعان لقانون فيثاغورس : 
)|| لذایکون ٭ آقصر ما يكن عندما0- ,2 

۳- لجميع احلول م = ×4 مركبة فضاء الاسطر نفسها ,× . هذا التجه 
هو ۲ . 

الصورة القدمة للذکری هی الشکل (4-۳) . إنها تظهر النظرية الا ساسية للجبر 
الخطى - ببیان كيف تأخذ 4 أي متجه × إلى فضائها الصفري . انها توضح آیضا أن أي 
م من فضاء الأعمدة ناتج عن متجه واحد وواحد فقط من فضاء الاسطر . (إذا كان 
نوت هو کدلك قح SOSA,‏ را اک یقع الفرق في الفضاء الصفري 
وکذلك فى فضاء الأسطر - لذاء فان ,× - ,× متعامد مع نفسه لذا يجب أن یکون 
صفراً). کل ماعملناه هو اختیار التجه ,× = *× كأفضل حل لط = +4إنه أقصر 
حل للمعادلة الأشد قرباً من =p‏ ۲ ۸ . 

العکوس الکاذب مصفوفة تقلب اتجاه الشکل . |نها تنطلق بط وتعود الى * ×. 
إنها تعکس 4 حيثما تکون 4 قابلة للعکس - بين فضاء الاسطر وفضاء الاعمدة . یتغلب 





یت 
اف 
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العکوس الکاذب على الفضاء الصفري الایسر بأن یقذفه الى الصفر» ویهزم الفضاء 









48 د ما إر - ی 





2 ج‎ ۳ and 


۸٩ -p)=0 


شکل ( - ۱). عمل العکوس الکاذب * ۸ . 

لم نبرهن» بعد» على وجود الصفوفة * ۸ التي تعطی دوما  "‏ - لکنها 
موجودة . ستکون من النوع ”× :۰ لانها تنقل #من "1 إلى *+ من "۰1 سننظر في 
مثال (ضافی قبل إيجاد * ۸ بصورة عامة . 
مثال ۲ < د »۸ هو 18 < »2 + و2 + ريد 

حل العادلة مکون من مستو کامل . وفقا لنظریتنا» فان على آقصر الحلول أن 
يقع في فضاء اسطر الصفوفة [2 2 1-] = ۸. مضاعف هذا السطر الذي يحقق العادلة 
هو 4 4 2) = *×. هناك حلول آخری مثل (3 ,5 ,2-) أو (1 ,7 ,2-) أو (3 ,3 ,6-)» لکنها 
كلها آکثر طولا من * ×. (لکل منها مركبة غير صفرية من الفضاء الصفري) . الصفوفة 
التي تنتج * × من الطرف الأيمن ط» الذي هو التجه الاقصر فعلا (۰]18 هي العکوس 
الکاذب " ۸. عندما تکون ۸ من النوع 1×3 فان الصفوفة * 4 من النوع 1 3. 
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2 
4 |= 18 4 و 
4 





سم | ص نذا | ص ۳۵ | ص 





قا ار * 4 هو فضاء اسطر ۸. نقدم الآن قانونا ل* 4 : 


نفرض أن غلل القيمة الشاذة ل ۸ هو * 0 2 , 0 2 ف لذاء یکون العکوس 
الكاذب لد ۸ هو : 
Aa’ QE O.‏ 030 
القیم الشاذة ,© ٠,,...,‏ تقم على قطر 2( ) وتقع معكوساتها 
, 0 /1 ,..., , 1/6 على قطر * < (:7 × ). العکوس الکاذب ل * 4 هو 2۸ *۸. 


لقد حوی الثال (۱) الحالة القطرية. عندما کانت 4 المصفوفة 2 وکان 
1 = ,© م ) و21 ,© (- ۰۸۷ في المثال (۲) كان [1] = ,0 والقيمة الشاذة - 
3 الجذر التربيعي للقيمة الذاتيةل” ۸۸. برجی ملاحظة 2 و * 2 في التحلیلین 
التاليين 51/72 . 


[0 0 1[]3]ع |2 2 1.] 


ل | نیا نا | نبا ۲۵ | د 
1 
يم | یی س | نيا دم | ابيا 
1 
انم | نبا ۲۵ | نبا اسم | لب 


]-1 2 2|* = 


[ 
سم [ دتا ۲۵ | نبا ۲۵ | لیا 
1 
يم | دیا ص | دیا يم | دي 
1 
ان | دبا ۲۵ | نا س | نیا 


ووس م . 
= إت ات ت 
و طا 

عوج | 

سا 

ادص ! 

1 

= | هی يم | چیه دم | ص 
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يمكننا أن نتحقق مباشرة أن هذه الصفوفة * ۸ تودي إلى الحل الأمثل لط = «۸. 
الطول الأصغري لح ل أصغر ا مربعات لط -عد هو 5 ؟ 0 * 2 ,ي - ط* 4 - * . 
البرهان : الضرب بالمصفوفة القائمة 7 ۵ لا یغیر الطول : 
]016 - ديم | = || lax-» | = |0, Zo? x-»‏ 
لندخل التغیر الحديد + 203 بر :0 = ر» الذي له طول × نفسه . لذاء فان جعل 
۱۸۷ في نهايته الصغرى مطابق لجعل || 97 - 2۷ || في نهايته الصغرى. إن تلك 
مصفوفة قطرية ومن المعلوم أن * هو الفضل . إنط 0 * < = * رب لذاء فإن* × 
الفضل هو : 
۵,۰ 02۲ - "روم د x*‏ 

لقد كان بإمكاننا أن نتحقق مباشرة من أن * ×هذا واقع في فضاء الأسطر ویحقق 

E و‎ 


انشاء التحليل 5۷ : لقد انتهينا من التطبیقات. لنعد الى تحليل القيمة الشاذة 
الذی استندت هذه التطبيقات اليه . علينا أن نبرهن أنه يكن تحليل أي مصفوفة بالصورة 
7 , 0 < 4ء سيت 2 قطرية وا لصفو قان ۵ قائمتان. 
لصفو فة متناظرة مشل ۸ ۰ ۸ مجموعة كاملة من التجهات الذاتبة التعامدة 
النظامية × التي توضم في أعمدة ر © : 


1 
=z‏ رده ۸ حيث و ۳ و [<1 for‏ 0 > ۲ 97( 


(فی الحالة اة “إلى “فق "ای (x‏ لنجری الضربت الداخلی ب × 
تكتشف أن 0< , ۸ ۱ 





+ زد = و هد أو ,2 = "تما )۸) 


التحليل وف الْعَيمة الساده والعکوس الکادب VY‏ 


لتفرض أن القیم الذاتية , 2 ,...,, 2 موجبة وال۰7« الباقية من , ×4 و ,۸ 
آصفار . من جل الموجية» غرف بل = 0 Ax /G;‏ = ;4‘ (تصبح الاعداد 


إلى (۸) وانها متعامدة فيما بینها وفق (۷): 


عد ۸ قد xX A‏ 1 
چا اس یور لكل A‏ )۹( 
;0;0 ;0;0 0 


يمكن توسيع التجهات ال و المتعامدة النظامية التى عددهاا » بطريقة غرام - 
شمیدت. لتكوين أساس کامل متعامد - نظامي ,, 4 ..,, 4. إنها آعمدة , ۵ . 
العنصر ز :فی الجداء ر۸2 © هو ۸ إو (جداء سطر فى مصفوفة فى عمود)» 
وتعرف هذه العناصر كما يلى : 


qi Axj =0 ۱‏ اذا كان <ر (لاأن 0 = (Ax;‏ ۱۰( 


"1 1 چ 
أ 5 8 ۱ 
66 زو < AX;‏ 7 خی رز زان 6 < (Ax;‏ 


لکن ) = , 4 : 4 إلا عندما يكون 7 -:. إنها الوحيدة غير الصفرية في الجداء 
ر ۸۵ 7 6 < 7 وإنها العناصر الأولی ال م من عناصر القطرء وهي 6 وسر 0. 
ما ان " با 7 6ه بکونلدینا 7 0 ظ , 0 < 4 کما هر الطلوب. 

نذکر من جدید كيف تلائم التجهات و و × هذه الفضاءات اححزئية الا ساسية 
الاربعة ل ۸. ال مالأوائل من × قاعدة متعامدة نظامية لفضاء الاسطر والتجهات ال 
۰« الباقية آساس متعامد نظامی للفضاء الصفري (عندما یکون0 = (*۸) . التجهات 
ال م الاوئل من و آساس متعامد نظامي لفضاء الاعمدة وال ۰۲ الباقية أساس 


متعامد نظامی للفضاء الصفري الایسر . طبعا» لیس مستغربا أن تکون هذه الأسس 
موجودة. نحن نعلم ذلك ! ما هو خاص من أجل * و و هو أن زوزه = ×4. تأخذ 
المصفوفة متجهات أساس الى متجهان اساس آخر عندما تكون الأسس صحيحة. 
استنادا الى قواعد تكوين المصفوفات» عندما تطبق 4 على أساس فى " 1 وتعبر عن 
النتيجة باستخدام أساس فى " ۰1۴ فإن المصفوفة بالنسبة لهذي ين الأساسين قطرية . إنها 








رک 
تمارين 
-۱ أوجد تحليل القيمة الشاذة والمعكوس الکاذب * 0 للمصفوفة الصفرية 
من النوع ,كا ”. 
-۲ آوجد تحلیل القيمة الشاذة والعکوس الکاذب لكل مایلی : 
MF #10‏ 
.|1 1 1 ۸-11 و 711 ان 
م إذا كان لصفوفة ۰0 ذات النوع ۸× ۰ آعمدة متعامدة نظامية» فما هو 
5العرف ايجابياً إذا كانت : 
:]2 ا 
الو ی فاحسب الشكل 
العکسی 510 = 4 . 
ع ماهو حل المربعات الأصغرية ذو الطول الأصغرى م*4 = + للنظام : 
0| ۱ 6 10 
Ax -|1 ۵ D| =2‏ 
|2| | ۱۱۱۱8 ۱ 




















رس 


۱:۸ 


التحلیل وفی القيمة الشاذة والعکوس الكاذب بيب 


يمكنك أن تحسب * ۸ أو تجد الحل العام ل 475 - × 54 4 وتختار احل 
الواقع في فضاء أسطر ۸. تلائم هذه المسألة المستوي المفضل 22 + :2 +6 
مع 0= عند النقط 08 < ۰۸-2 مع 2 = م عند النقطة السابقة ذاتهاء مع 
2 - 8 عل ردج ع 1. 


(أ) إذا كان ل4.أعمدة مستقلة فان معكوسها الیساری 7 ۸" (74 ۸) 


(ب) إذا كان ل4 اسطر مستقلة فإن معكوسها اليميني " (" ۸۸" ۸ 


في كل من الحالتين» حقق أن 4*5 - *× واقع في فضاء الأسطر وأن 
كرت > A‏ 

إذا وزعت <20 ,0= 4 إلى "05 (معكوس تحلیل قطبی) فما هما 
و و" و ؟ 

هل العلاقة * 8*4 = *(۸8) صحيحة دوما من أجل العکوسات الکاذبة؟ 
اعتقد لا . 

أي تحلیل مصفوفة بالصورة 1 با = ۰۸ حیث آعمدة ‏ ال تولد فضاء 
آعمدة ۸ وأعمدة لا ال+ تولد فضاء الأسطر (البند 1-۳) حقق القانون 
الصریح : 


ی ما تالا تاه ۵ 


ارشاد : لاذا ۸*۸ واقع» دوماء في فضاء الاسطر» بسبب وقوع * لا 
فى القدمة ولماذا ۸۲۸ -4'44*'5. أي أن ۸۳۸ یحقق العادلة 
النظامية؟ 

فسر لماذا * 44 و ۸*۸ مصفوفتا إسقاط (لذا فهما متناظرتنان). ماهو 
الفضاء الجزئي الاساسی الذي يجري الا سقاط عليه؟ 


پا 
9 
۷ 
0 


١ 





شکل جوردان 


إذا اعطینا مصفوفة مربعة ۸ وآردنا اختیار مصفوفة /۸ ۰ بحیث تکون الصفوفة 
۸ تقریبا قطرية . فى ا حالة الا کثر بساطة » للمصفوفة ۸ مجموعة كاملة من 
التجهات الذاتية التي تحتل أعمدة ۸ - وهی التي تعرف ب 6 شکل جوردان في هذه 
الحالة هو ۸ 414 ' 14 - 7 » إنه مكون كليا من كتل من النوع 11 حيث , 1 - :ل 
ويكون هدفنا تكوين مصفوفة قطرية قد انجز تماما . في الحالة الأكثر عمومية والأكثر 
صعوبة» تكون بعض المتجهات الذاتية مفقودة والشكل القطري غير مکن . ستكون 
هذه الحالة هي التى سنهتم بها حالياً . 

نعيد ذكر النظرية التي حتاج إلى برهان : 


هق إذا كان لمصفوفة » من المتجهات الذاتية الستقلة خطيا » فإنها تشابه مصفوفة يكن 
كتابتها على شكل جوردان ب؟ من الكتل المربعة الواقعة على القطر : 


7 
J=M ۷۲ ج‎ 








1A1 


۸۲ اجیر اخطي وتطبیفاته 
لكل کتله قيمة ذاتية واحدة ومتجه ذاتی واحد ووحدان فوق القطر 


A. 1 


س 
1 

ت لیا يب اسب ت 
|| 


0 13 





للقيمة الذاتية المزدوجة 8 =۸ متجه ذاتي وحيد» فقطء يقع على اتجاه الإحداثي 
الأول (1,0,0,0,0 = ١ء‏ : نتيجة لذلك» تظهر 8 -1 » فقط في كتلة واحدة ,/ . 
للقيمة الذاتية الثلائية 2-0 متجهان ذاتيان به و وء وهما يقابلان كتلتي جوردان 
د , 7 . إذا كان ل 4 خمسة متجهات ذاتية» فان جميع الكتل ستكون من النوع | 
1[ × وستكون 7 قطرية . 

السؤال الرئيسي هو ما يلي : إذا كانت 4 مصفوفة آخری من النوع 5 × 5 تحت 
أي شروط سيكون شكل جوردان المتعلق بها هو المصفوفة [ نفسها؟ متى يمكن وجود 
مصفوفة ١4‏ بحيث يكون 7 - 447484 كأول مطلب ‏ أى مصفوفة مشابهة ل4 يجب 
أن تشترك معها بالقيم الذاتية نفسها 8,8,0,0,0 . لكن ذلك بعيد من أن يكون كافيا- 
المصفوفة القطرية التي عناصر قطرها القيم الذاتية هذه ليست مشابهة ل - وان مسألتنا 
تتعلق حقا بالمتجهات الذاتية . 

للإجابة عن ذلك » نعيد كتابة العلاقة 1 = 14 ۸ 1 /۸ بصورة أكثر 
ساطة AM = MJ‏ : 


شکل جوردان A‏ 


85 هط ولد فا £1 اعد | X5‏ هریاد يي 13 1 | از 


احیا 2 
فص سا 


لننفذ الضرب بعمود فى كل مرة 2 


(۱ Ax ريع ع‎ +X و‎ Ax ۶ ۱ 


ودعلا = وع A‏ وو + 4( = ودف و s < (x<‏ ا ۸ 0 


يمكننا الآن التعرف على الشروط التي تفرض على ۸ . يجب أن يكون لها ثلاثة متجهات 
ذاتية حقيقية » مثل ماللمصفوفة 1 . أحدهاء وهو الموافق للقيمة الذاتية 4=8 . 
يوضع في العمود الأول من 38 تماما كما كان يوضع في العمود الأول من 5: 
8 - ×4 . يوضع المتجهان الأخران اللذان يسميان و2 , :۰ فى العمودين الثالث 
والخامس من : 0 = 2۸-۶ :۰۸2 يبقى أخيرا متجهان خاصان استقرائيان هما 
وى وعاء نلاحظ أن م ینتسب إلى صنف متجهات یر آسه ,+ معرف بالعادلتین (۱) 
. في الحقيقة × هو التجه الآخر الوحید فى هذا الصنف» والكتلة الوافقة ,1 من 
المرتبة الثانية . تصف العادلتان (۲) صنفین آخرین مختلفين» فى آحدهما ++ يتبع د 
ویقع في الاخر 5+ وحده . الکتلتان رل , ول من النوعين 2*2 و 1×1 . 

البحث عن شکل جوردان التعلق ب ۸یصبح بحثا في أصناف التجهات هذه » 
كل واحد منها يرأسه متجه ذاتی : لكل ١‏ 


إما عدوم د Ax;‏ أو د :ع + Ax: SAX;‏ )۳( 


توضع التجهات ;× في أعمدة المصفوفة 14 ويعطى كل صنف كتلة واحدة في 7 . الأمر 
الأساسى هو أن نبين كيف يكن تكوين هذه الأصناف لاي مصفوفة 4 . عندئذ إذا 


1A٤‏ اخبر الخطي وتطبیقاته 


لاء مت الا صناف العادلات الخاصة (۱) و (۲) فان ز هذه ستکون شكل جوردان 
التعلق د ۸ 
اعتقد آن فكرة فیلیبوف ۲/۲0۷ التي نشرت في الجلد )۲١(‏ من ۸/560۷ 
8 011106751 تعطي هذا التکوین بأحسن ما يكن من البساطة والوضوح . لقد 
عولج الوضوع بطريقة التراجع (الاستقراء الرياضي)» انطلاقا من کون كل مصفوفة 
من النوع ۱ × 1 واقعة مسبقا فى شکل جوردان التعلق بها . يمكننا أن نفرض أن البناء 
قد انهي لكل مصفوفة من مرتبة آدنی من « - هذه هي فرضية التراجع - عندئذ تفسر 
الراحل من أجل مصفوفة من الرتبة « . هناك ثلاث مراحل وبعد أن نقدم وصفا عاما 
لها نطبق ذلك على مثال محدد . 
الرحلة الأولى : اذا فرضنا أن ۸ شاذة » لذاء سیکون عدد آبعاد فضاء آعمدتها 
> . بدراسة هذا الفضاء الصغیر » تتکفل فرضية التراجم بکون شکل جوردان 
مکنا- يجب أن یکون ‏ من التجهات الستقلة ,۱۷ فى فضاء الأعمدة بحیث یکون : 
اما Aw; =2A;w;‏ أو ر رس برع Aw,‏ (:) 
ا مرحلة الثانية : نفرض أن للفضاء الصفری وفضاء الأعمدة المتعلقين بالمصفوفة 
4 » تقاطعا عدد أبعاده م . طبعا كل متجه من الفضاء الصفري هو متجه ذاتى 
يقابل 2-1 . لذاء سيكون هناك م صنفا فى المرحلة الأولى تنطلق من هذه القيمة 
الذاتية » وإننا نهتم بتلك التجهات ,1۷ التي تأتى في نهاية هذه الأصناف . كل واحد 
من هذه الم متجها واقع في فضاء الأعمدة » لذاء كل منها تركيب لأعمدة 


=Ayı : 4‏ من أجل متجه موافق ا 





ا مر حله الثالثه : للفضاء الصفری دوما:” - بعدا ۱ لذا بصو رة مستقلة عن تقاطعه 
مع فضاء الأعمدة الذى عدد أبعاده م » فان عليه أن یحوی - + - ۸ متجها اضافیا 
أساسيا :2 واقعة خارج هذا التقاطع . 


شڪل جوردان 1A0‏ 
لنصوغ الان هذه المراحل معا لتقدیم نظرية جوردان 


التجهات :۷ التي عددها ۲ والتجهات :۲ التي عددها م والتجهات ج التى 
عددهام-۲-,تکون أصناف جوردان للمصفوفة ۰۸ وهذه التجهات مستقلة خطیا 
. إنها تکون آعمدة ۸ ویکون 14 114 = 7 هو شکل جوردان . 

إذا آردنا (عادة ترقیم هذه التجهات باعتبارها ۾ × , ... ,,وموافقتها مع شروط 
العادلتین (۳) فان على كل :« أن يدرج مباشرة بعد :۳« الذي ينتج عنه » إنه يتمم صنفا 
یکون فيه 0 = :2 . تأتي التجهات = في النهاية القصوی » کل واحد منها منفرد فى 
صنفه الخاص » وكذلك القيمة الذاتية هنا صفر لأن التجهات 2 تقع في الفضاء الصفري 
. الکتل التعلقة بالقیم الذاتية الصفرية آنهیت في الرحلة الأولى والکتل التعلقة بالقیم 
الذاتية غير الصفرية زادت سطرا واحدا وعمودا واحدا في الرحلة الثانية وتشارك 
المرحلة الثالثه بکل كتلة [0] = :7 من النوع ۱ 15 . 

نختار الان مثالا » ولكي نبقی قریبین من الصفحات السابقة نختاره بالقیم الذاتية 


. 000 


حل 

1 
من يت تچ چ بم 
خخ مج خن جه 
2 ا ب 
من من اح ت 
م ون ه جح مه 


وب عدد أبعاد فضاء الأعمدة 3 - + وهو مولد بالمتجهات الاحداثرة 
و © ,م © ,, © . للنظر في هذا الفضاء» نهمل الثالث والرابع من أسطر وأعمدة 
ند .١‏ مقر ن بقیت القيم اقا 0 وينتج شكل جوردان المتعلق بها 
عن التجهات : 





1A‏ ابر الخطي وتطبیقاته 


تقع التجهات ;۷ في فضاء الأعمدة وهي تتم الصنف القابل ل 2-8 وتنتقل 
إلى الصنف المقابل 0 < ۸ : 
AW; = 0‏ سا + مسا ع 8w, Awa‏ ع Aw,‏ (۵( 
ا مرحلة الثانية : يحوي فضاء ۸ الصفري و © ,ر © ۰ لذا فان تقاطعه مع فضاء 
الاعمدة مولد بالتجه ر © . وهکذا تکون 1 م . وکما هو متوقع » یوجد صنف 
واحد في العادله (5) یوافق ۸-0 . يأتي التجه و« في آخر الصنف (کما كان في 
البدء) وان (,-بع) 2۸ دس . لذایکون ,۰ - مه - « . 


ا مرحلة الثالثه : في هذا الثال 1-1 -5-3<م-۸-۲ والنجه الصفري 25 - 2 
یقع خارج فضاء الأعمدة وسيولد هذا المتجه ‏ كتلة من النوع 1 × 1 في / . إذا جمعنا 
المتجهات الخمسة » تكون الأصناف كاملة هي : 

Aw, برع‎ Awa = ,رب + و88‎ Aw; - 081, AJ = 09 + ,و‎ Az د‎ 2 

بالقارنة مع المعادلات (۱) و (۲) » نحصل على تطابق تام - شكل جوردان 

المتعلق بمثالنا سیکون تماماء المصفوفة 1 التي كتبناها منذ قليل . بوضع هذه المتجهات 
الخمسة في مواقع أعمدة /۸ نحصل على ۸۸ = ۸۸ أو ل = 14 4 ' 1 : 


8 0 0 -1 0 
0 1 8 0 

O0 4 1 ۰‏ 0 )ع مم 
U O0 Û 1‏ 
VU 0‏ 4 1. 3 


نحن وائقون. بقدر کاف» بالریاضیات (أوكسالى بقدر کاف) . لذا» نهمل إنجاز 
الضرب ۸۸" ۷ . 

فى بناء فلیبوف » النقطة التقنية الوحيدة هی التحقق من استقلال کامل الفئة 
ج :۰۷:۰ من أجل ذلك » نفرض ترکیبا لها يساوي الصفر : 


شکل جوردان ۸۷ 


qiz; =0.‏ ,2 + :0۲ ,2 + مله 2 CY‏ 
لنضرب با لصفوفة ۸ ولنستخدم العادلات (5) من أجل التجهات , ١‏ بالاضافة 
إلى 0 = :۸2 » 
kiwi‏ )۷( 
Ay; =0.‏ 2 + آو 6۱ .2 
ATE‏ 
التجهات ::4 حالات خاصة من :۱۷ واقعة في نهاية الصنف الوافق ل0 = .2 
لذاء فهي لا تظهر في الجموع الأول (لقد ضربت بالصفر في ,۸:۷) . لا كان (۷) 
أحد تراكيب ۷ ۰ التي كانت مستقلة وفق فرضية التراجع - نها تزود شکل جوردان 
من داخل فضاء الأعمدة - فإننا نستنتح أن 0 = 4 . لنعد إلى (7) التي تأخذ » عندئذ 
الصورة رع ۵<- << و الطرف الایسر واقع في فضاء الاعمدة . لا کانت التجهات 
2 مستقلة من هذاالفضاء ۰ فان على کل :م أن يساوي الصفر . أخيراء نحد أن0 = :26:۷ 
ويؤدي استقلال :۷ إلى کون 0 = بح . 
إذا لم تكن الصفوفة الا صلية شاذة » يكن تطبیق الراحل الثلاث عوضا عن 
ذلك على ۰1 - ۸ = '4 (نختار الثابت » بحیث یجعل ۸ شاذه ویکنه أن یکون أى 
واحدة من القیم الذاتية للمصفوفة 4). تضع الطريقة الصفوفة ۸ بشکل جوردان 
M1 = J‏ 4" ۰۸ وذلك بتکوین الأصناف :+ من :2 :۷:۰۲ . لذاء فان شکل 
جوردان للمصفوفة 4 یستخدم الا صناف نفسها و الصفوفة ۸ ذاتها : 
ل دل +۲۵۲ +۲۱۸۸ ۸/۲۸۸ 
وهذا ينهي برمان أن کل مصفوفة ۸ تشابه واحدة من مصفوفات جوردان 1 . 
باهمال إعادة ترتیب الکتل . انها تشابه واحدة فقط مثل 7 : یو جد شکل جوردان 
واحد للمصفو فة ۸ . وهکذا فان مجموعة الصفوفات توزع إلى عدد من اخماعات 
وفق الخاصة التالية : لجميع الصفوفات الواقعة في جماعة معینة» شکل جوردان 
واحد وکل واحدة منها مرتبطة بالأخرى (بما في ذلك ) بتحویل تشابه » إلا أنه لن 





تکون مصفوفتان من جماعتین ل » متشابهتین . تکون 4 في کل صنف هي 
الاروع -إذا رغبت أن تکون الصفوفات قريبة من القطرية . بهذا التصنیف ضمن 
جماعات ‏ نتو قف . 

مثال 


ا 
تن 


0 ( 
0 0 


بت ت 
سے 


A= 0,0,0, الس‎ A4 = 








دا = ت 


مرتبة هذه المصفوفة 2 -+ ولها متجه ذاتى واحد . ضمن فضاء الاعمدة يوجد 
صنف فريك ۱۷ ,۷۱ ۰ من المتوقع انطباقه على العمودین الأخيرين 
۱ 


0 
0 

















Aw =Ûwı + ۷۲ ۱ و‎ Aw, =0. 


يقع الفضاء الصفري بکامله فى فضاء الاعمدة وهو مولد ب [ ۲۷ . لذاء فان 1 = م فى 
المرحلة الثانية 3 والتجه «ینتح عن المعادلة : 














2 0 
[ | < د۱۷ < رھ التى حلها 0 2۶1 #۶ 
0 . ۱ 
أخيراء بوضع الصنف « ,۷ ۷,۰ في المصفوفة ۸ : 
0 2 1 0 1 0 
۱0۱ نی و ,۸۲۲۸۸۱00۱۱ 
00۱ 0 0 0 











تطبیق على ا معادلة »۸ - :۸۰/0 . كما يجري دائماء تبسط المسألة » بتفریق الجاهیل 
5 آفضل تغییر متغیر ات فی الحالة الحاضرة هو ۲۷ - ۸ . ینتج ذلك معادله حدیدهة 


AMY‏ = 1 بدن ار أو Jv‏ = اوناك وهى سهلة بقدر الأحوال الو اردة اوتاه ۳ إنها مرتبطة 


فقط » بالوحدان الواقعة خارج القطرء في كل كتلة من كتل جوردان . فى ال مثال الوارد 
أعلاه مباشرة الذى له كتلة واحدة » تأخذ المعادلة بده = :4۷۵ الصورة : 








bot + 2 , dad > 8 ۳ 0 1 0‏ + ون < ن 
.| | 0 0 = کارت او 22 01۳/1 او Co‏ م و 0 7 
C0 dc/d = 0 ai 0 0 Û‏ ت 


يحل هذا النظام » بالعمل باتجاه الأعلى » انطلاقا من المعادلة الأخيرة » وستدخل قوة 
جديدة للمتغير ) في كل خطوة . (كتلة من النوع 1×1 لها قوة عليا مثل ۸۳۲) . الدوال 
الأسية للمصفوفة » في هذه الحالة وفي الأمثلة المقاربة من النوع 5 × 5 هي : 











0 0 0 
۶ 8 1] . 0 0 0 ۱ 
1 1 220 و. اه + ] - ام 
1 0 0 0 1 0 
1 ۵ 0 


يمكنك أن ترى لماذا تظهر المعاملات .م.ه في الدالة الأسية الأولى . في المثال الثاني. 
يمكنك تبين خمسة حلول خاصة كاملة ل ۸۸ = :س . ثلاثة منها دوال أسية صرفة 
و "و “ماك وهار ريد *6< ,تا کونت كما سبق من التجهات الذاتية الدلوثة 
للمصفوفة ۸ . يضم الحلان الباقیان المتجهين الذاتيين العممین : 


(A) u4 =e" (tx; +x4) و‎ u =e (%1 + x2). 
ا لحا الا کشر عمومية للمعادلء :4۷0-۸ هو ترکیب من الشکل‎ 
: و وء +..+ » إ٠ ویطایق هذا الترکیب ونا في اللحظة ۰۸-0 وهو من جدید‎ 
c=M "uo أو‎ ug = Mc آو‎ Ug < در‎ +... + ۰ 
هذا يعني» فقط أن ر » 7 14 ۸/۲۳ = » وأن 5 و ۸ الواقعتين في القانون القدم‎ 
237 ريع - ۳ وق قل ا ای‎ 
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آوجد آشکال جوردان (بثلاث مراحل) ل 
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س اس 








2 1 0 
| ا< ۸ و 0( 0 
۱11 000 


ت 


بين أن ا لحل الخاص «» في العادلة (۸) يحقق »۸ = 4/0 تماما بسبب 
الصنفین ,++ ر& = رعق .8 = رد۸ . 

من أجل الصفوفة السابقة 8 ۰ استخدم " ۸ "۸/۲ لحساب الدالة 
الاسية “© 6©. وقارن ذلك بمتسلسلة القوی ...+ 2/21 ,:8) + +8 + 1. 
برهن أن كل كتلة من كتل جوردان :7 مشابهة لنقولها :2۳۱۶ إل 
وذلك باستخدام مصفوفة البادلة م بوحدان واقعة على القطر الثانوي 
(من الیسار الادنی الى الیمین الاعلی) . برهن آن کل مصفوفة مشابهة 
لنقولها . 

أوجد» با معاينة » شکلی جوردان للمصفوفتین : 


در 
ايان 


هع 
ا 


5 3 لا E‏ 
: = ۸۵ و ۱ 1 دم 
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ت 
أو 


أوجد شكل جوردان 7 والمصفوفة /1۸ 4 و 8 (ل8 القيم الذاتية NETO‏ 
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ب ت دح نم 
ت ت س دم 
سے سم س gg‏ 
ها 
ل 
| 
نج ب ني ي لس 





ما حل ۸۰ :فلك وماهو 6۲ ؟ 


شکل جوردان 1۹۱ 


ب - ۷ افرض أن4 - * 4 . برهن أن على شکل جوردان لهذه الصفوفة 
M ۰ 0‏ = 1 أن يحقق 1 = * 3 . لا كانت كتل القطر تبقی متفرقة . 
فإن ذلك يؤدى إلى ;= 77 لكل كتلة » بين» بالحساب الباشر أن :7 
يكن أن تكون فقط كتلة من النوع ۱ 1 ,[0] أو [1] = إل . ينتج عن 
ذلك أن 4 تشابه مصفوفة قطرية مكونة من أصفار ووحدان . 
ملاحظة : إن ذلك حالة نموذجية من آخر نظرية لنا في هذا الكتاب : تكون المصموفة 
قابلة للتقطير إذا وإذاء فقط » كان الحداء (3.,1- ذ) ... (221- ذ)(آ ,۸- ه) غير ا حاوي 
لأي تكرار للأعداد ۰1 مساوياً الصفر . إحدى ال حالات القصوى هي مصفوفة بقيم 
ذاتية مختلفة ؛ تقول نظرية كايلى - هاملتون الواردة في التمرين (۲۳-۲-۵) إنه ب » 
من العوامل 27 - 4 نصل دوماً إلى الصفر . الحالة القصوی الأخرى هی مصفوفة 
الو حدة » إنها قابلة للتقطير أيضاً (7 = مو 0 7 - 4) . المصفوفة غير القابلة للتقطير 
1 |4 لاقن 0 - هبل اا ت * 4 ممادلة بجلور مكررة : 


ملحق (ج) 


نقد كان هدفنا جعل هذا الکتاب مفیدا للقاریء ونرید أن نقوم بخطوتین 
اضافیتین . في الاولی؛ نحدد مصادر برامج للجبر الخطى العددي ي. الشیء اطمیل 
في هدا اججزء من الریاضیات هو کونه بالوقت ذاته» عملیا وبدیعا - وغکن دراسته 
بالطريقة الرياضية ذاتها . جزء من وجهته العملية هو تجربة الجبر الخطى فى العمل . 
لقد ترجم اجحانب النظري الى برامج للحساب العلمی» وسنشیر الى مجموعة من 
الامکانات - من مكتبة البرامج الكبيرة لأنظمة کر + السرل علو اماب بد 
الالكتروني وللبرامج العدة بصورة خاصة بحيث يكن جعلها جزء من مقرر ابر 
الخطى التطبيقی . 

الخطوة الثانية هي اقتراح بعض التجارب الا ساسية التي تتماشی مع هذه 
الانظمة. نفضل ذلك على ابتکار آمثلة قياسية لعادلات خطية أو مسائل الربعات 
الا صغرية أو اا سوه روا بویا وم وی وین 
آول من يجيب علیها . لیکن من العلوم أنه لم یعط أي حل أو لا يكن اعطاؤه. | 
کتبت لي عن تجارب شيقة سأکون شاکرا جدا. 

أحد الأنظمة الا ساسية هو ۰1/۸۳۸۸ لقد حل محل آلاف الانظمة الجزثية. 
بعضها جید وبعضها غير دلك » وهی التی وجدت فى بیئات حسابية متعددة . لقد 





TAT 


1 الجبر الخطي وتطبیقاته 


خصص هذا النظام ليكون مستقلا عن الجهاز» فعالا وبسيطا صمم من قبل ,20780770 
Bunch. ۸/۵/۶۲ and Stewart‏ وكان دليل استخدامه متازا . الأمر الذي حث على تطور 
هذه الأنظمة هو نجاح النظام 15۳۸01 في حل مسائل القيم الذاتية؟ بفضل النظام 
52401 . أصبحنا نعرف قيمة كتابة البرمجة الرياضية الجيدة . 

في ۰1۴۸61 تخزن جميع المصفوفات مباشرة في ذاكرة اخاسوب . في كثير 
من الأجهزة» يكن تخزين مصفوفات كاملة من مرتبة تقدر بعدة مئات ومصفوفات 
حزامية من مرتبة تقدر بعدة آلاف . تستخدم جميع المسائل تقريباء نظامين جزئیین؛ 
واحداً لتحليل مصفوفة المعاملات» والآخر للعمل على طرف آین خاص . كما ذكرنا 
فى البند (۰)۱-۵ سيوفر ذلك من وقت الحاسوب. عندما يكون هناك متتالية من 
الأطراف اليمنى المرتبطة بمصفوفة المعاملات ذاتها . يخبرنا الدليل أن هذه الحالة منتشرة 
بشكل كبير وأن التوفير فيها مهم أي أنه لم يصنع لحل نظام فريد بنظام جزئي واحد 

سنعطي قائمة مختصرة للأنظمة الجزئية . يمكن للمستخدم أن يختار بين أحادي 
الدقة أو ثنائي الدقة وبين الحساب الحقيقي أو المركب . هذه الاختيارات الأربعة تجعل 
مجموعة الرزمة كبيرة جدا نسبيا (ما يعادل ۸۰۰۰۰ بطاقة) ولكن البنية واضحة 
ومباشرة. تحلل الأنظمة المصفوفة 4 أو تحلل النظام ۸-۸ أو تحسب المحددة أو 
العکوس للأصناف التسعة التالية من المصفوفات : 

GE‏ عامة 

8 عامة حز اميه 

0م معرفة ايجابيا 

P8‏ حزامية معر فة إيجابيا 

51 متناظرة غير معرفة 

1 هر ميتية غير معرفة 
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8 مثلمية 
7 ثلاثية الأقطار معرفة ايجابيا 


يوجد علاوة على ذلك ثلاثة أنظمة تحسب تحليل شولسکی ۸"۸ = 4 وتحلیل 
غرام - شميدت المثلثي - القائم 08 = 4 وتحليل القيمة الشاذة 0,501 = ۸. من أجل 
شولسكي. فالصفوفة مربعة ومعرفة ايجابياء و 87 ماهي إلا ۰۸۷۵ من أجل 
المربعات الأصغرية» نذكر من جديد الخيار بين 08 المستقرة حسابيا و 57/2 للمتأني 
جدا وین استعمال ۲۸ ۸ والعادلة النظامة التي هي أسرع الثلاثة . 4" 4 هي الاختيار 
العتاد . من أجل الصفوفات التناظرة والهرميتية » تتفق إشارات القیم الذاتية واشارات 
الحاور وفق قانون العطالة (البند ۰۳-5 وهذا هو جزء من ناح النظامین الجزثيين 51 و 
1. نذکر أن تکالیف الحسابات تنزل إلى التصف تقریبا بسبب التناظر . هناك أيضا 
توفیر في تحديث معامل شولسکی وارجاعه عندما تکون ۸ قد حورت باضافة أو حذف 
سطر . 

لنظام الجزئي الأساسي 5074 يحلل مصفوفة عامة بدقة أحادية . تستعمل 
محورة جزئية» على نحو الخطوة من الحذف حیث پختار - العنصر الاکبر» سواء 
كان على القطر أو حته » لیکون محورا. یسجل العدد الصحیح (1۲۷7)۸ سطر الحور . 
إن وجود صفر في موقع الحور لا يعني أن التحلیل فاشل (لقد رأينا في الفصل 
الثاني أن 11 = 7۸ مكن دائما وآن 1/۷۳۸6 يمزج م مع )+ يعني هذا أن ا شاذة 
وأنه سيكون هناك قسمة على الصفر في التعويض - التراجعي . عملياء القسمة على 
الصفر ناتجة بصورة عامة عن خطأ البرنامج وأن المصفوفة نا قريبة من الشاذة تظهر عدم 
استقرار عددي . 


يعطى الدليل مختصراً لطرائق التحليل : 


1۹1 احبر اي وتطبيقاتة 





for ا[ را یط‎ 0 find ۱ such that ۷ ۱ = 1۳0826 lai 
save | ın Ipvt(k); 
if a = 0 then skip to end of k loop; 
interchange ۵ and 2 : 
۲۵۲1 =k + 1, .... n do 


Mj > - 1 2 (savê ۱101 J: 


for j = ۷ + 1, ..., 0 dO 
interchange a; and ajj; 
fori =k + تب[‎ 0 0 
dij م‎ dij + 111 خخ‎ dk 
end [ 

end k. 


الطريقة بصورة عامة معتادة ولكن نظرة مدققة قد تکشف عن مفاجأة . الطريقة 
لاتطرح مباشرة مضاعفات سطر محوري من الأسطر التي تقع تحته . بقول آخر إنها لا 
تقوم بعمليات سطرية . عوضا عن ذلك»؛ يحسب النظام عمود الضروبات :7 كاملا 
ثم ينتقل من عمود الى آخر نحو اليمين مستخدما هذه المضروبات . السبب هو کون 
لغة فورتران تخزن الصفوفات عمودا فعمودا يعطى النزول فى العمود نحو الأسفل 
وصولا مرتبا إلى الذاكرة» من أجل المصفوفات الكبيرة المخزنة بطريقة التصفیح. 
سيكون هناك وفر كبير. لذلك» صممت الحلقات الداخلية (من أجل ,۱+ - : 
ه ‏ ۸ ,...) بحيث تعمل عملية عمود لا عملية سطر . (قارن التمرين 4-5-١‏ بضرب 
41 بطريقة الا سطر أو بطريقة الاعمدة) . بصورة مشابهة» تنفذ الأنظمة ,50851 ,506851 
1 التعويض التراجعي عمودا في كل مرة؛ الجهول الأخير في النظام المثلثى 2ن 
» = هو ٥/٤‏ = ۾ د ثم يطرح جداء ,د بالعمود الأخير فى امن . ما يبقى هو 
نظام من الرتبة 7 جاهز للخطوة التالية من التعويض التراجعي . 

هذا التغيير إلى الأعمدة عائد إلى 14010 ولقد نقح البرنامج بالتدريج لكي 
بقدر ) أيضاء العدد الشرطي (العرف في البند ۲-۷). في الحقيقة الاختيار النظامي 


في 117۳۸ لیس ۸ بل هو 50760 وهو الذي يحوي هذا التقدیر ویسمح 


آنظمة حاسوب فل العادلات الحظ: 1۹۷ 


للمستخدم أن يقرر ما إذا كان من الأمان العمل مع نظام ,5071 للتعویض التراجعي . 
يعتمد هذا النظام على مجموعة الأنظمة الثانوية للجبر الخطى (8/۸5) بعمليات مثل 
العملية الأخيرة فى الخطط جمع مضاعف عمود إلى آخر . النتيجة الأخيرة هي 
مجموعة من الأنظمة التي تقوم بتطبيق نظرية الجبر الخطي بصورة جميلة. يمكن 
الحصول على دليل العمل من : 
Sciety for Industrial and Applied Mathematics (SIAM)‏ 
South 17th Stret‏ ۱17 
Philadiphia PA 19103; (215) 564-2929‏ 
نؤكد أيضاً على آهمية البرنامج 57527407 لسألة القيم الذاتية . 
هذه الأنظمة معروضة للاستخدام العام . إنها تکون جزءاً من كثير من مکتبات 
الانظمة الجزئية» ولنبداً بتقديم مصدرين لبرامج الحسابات العلمية : 
International Mathematical and Statistical Librarıes (IMSL)‏ .1 
Bellaire Boulevard‏ 7500 
Houston TX 77036; (800) 222-4675‏ 
Numerical Algorithms Group (NAG)‏ .2 
31st Stret‏ 1101 
Downers Grove IL 60515; (312) 971-2337.‏ 
بعدما تقدم نرید أن تلفت النظر إلى الصدر المسمى ”0۲ا وهو جديد 
ومجاني . إنه ليس مکتبة بل هو مؤسسة تقدم خدمات سريعة للحصول على أنظمة 
علمية . إنه يعمل بالبرید ال لیکترونی بصورة کاملة» پرسل عن طربق ۸۸۲۸۸۴1 
or Phone Net‏ ,18/6 :05/171 . بما أنه لا يوجد شخص ینظر في الطلب» فمن المکن 
(ومن الحتمل أن یکون آسرع) الحصول على البرامج فى منتصف اللیل . توقظ ال سالة 
الوظف وترسل قائمة بالبرید الالکترونی العائد . لیس هناك استشارة ولا ضمانات 


1۹۸ الجبر الخطي وتطبيقاته 


ولکن الجواب فعال والكلفة طفيفة والنسخة الأخيرة» دائما موجودة . لا يكن معرفة 
العناوین عن طریق مركز البرید : 
anl-mcs (ARPANT/CSNET) or research!ntlib (UNIX network)‏ @ ۱۱1۱ .3 
EISPACK, ITPACK, LINPACK, MINPACK, QUADPACK,‏ 
TOEPLITZ, TOMS, FFTPACK, BLAS, FISHPACK, ...‏ 
يكن أن يكون الصدر التالى هو الأفضل . إنه برنامج فعال یدعی ۸/۸71۸ 
كتب خصیصا لحساب الصفوفات . یستفاد منه من أجل IBM PC, Macintosh, SUN,‏ 
۷( 4۶0110 . أصبح هذا البرنامج أداة فعلية عامة والبرنامج الأساسي للبحث 
فى الجبر الخطي العددي . نؤكد على السرعة ورسم الأشكال وتحويل فورية السریع 
«وأفلام» تقدم عمليات المصفوفات . العنوان هو : 
Math Works‏ .4 
North Main Street‏ 20 
Sherborn MA 01770; (617) 653-1415.‏ 
فيما يلي نقدم ستة آنظمة لأجهزة ۶٥‏ . إن ذلك قائمة جزئية فقط وهناك برامج 
جديدة يتتابع ظهورهاء ولكننا قد اطلعنا على تقارير جيدة من أجل هذه : 


5. Matrix Algebra Calculator (Herman and Jepson), diskette and booklet 
wıth good applications: Brooks-Cole, 555 A brego Street, Monterey CA 
93940. 

6. MATRIXPAD (Orzech), convenlent matrix entry and rational arithmetic; 
to be published by D.C. Heath, 125 Spring Street, Lexington MA 02173; 
information from Mathematics Department, Queen’s University, 


Kingston 
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K7L3N6 Canada. 

7. Lintek (Fralelgh), associated with text: 0-201-15456-0, Addison-Wesley, 
Reading MA 01867. 

8. Linear-Kir (Anton), associated with text; 0-471-83086-0, John Wiley, 
605 
Third Avenue, New York NY 10158. 

9 Matrix Calculator (Hogben and Hentzel), basic applications 1n exact 
rational arithmetic; Conduit, University of Iowa, Iowa City IA 52242. 

10. MINITAB, statistics and basic linear algebra; 3081 Enterprise Drive, 


State College PA 16801. 


لقد ظهر امم و #د۸/۵۵:«/0 نظاماً بصورتين مختلفتين وببطء کبیر . تعاد كتابة 
بعض البرامج » ولکن» يظهر أن مجموعة كاملة من برامج الجبر الخطي ستكون جاهزة 
حتما للمستقبل أكثر من الوقت الحالي . 

أذكر » اخيراء محبتی الشخصية لتعليم طريقة الافراد فى البررمجة الخطية . وهي 
الطريقة التي تعطي قرارا في كل خطوة» يحل عنصر داخل محل عنصر مغادر . ليس 
للعمليات السطرية التي تنتج عن القرار أهمية (هذه هي المشكلة الکبری في برهنة 
قضايا ابر ا لخطي) . بالقفز إلى قرنة جديدة قد تكون أفضل أو أسوأ أو أسرع أو آمثل 
- يسمح النظام "5۷۳/6۲ 3816“ للمستخدم أن يقوم بأخطاء ويعود إلى الوراء. لقد 
كتب من قبل Dr. Andrew Philpott (Enginering School, University of Aukland, New‏ 


. Macintosh 512 k and Macintosh plus ml Zealand) 


۷ اخبر اخطی وتطبيقاته 


تجارب حاسوب مقترحة 


هدفي في هذه القاطم أن آقترح توجیها لتجارب في الحاسوب وقد تجنبت منها 
کثيرة الشیوع وذوات الصعوبة الجدية . ما یحدث عادة هو أن الطالب یدخل مصفوفة 
یضغط زرا ويقرأ احواب . ليس هناك مکان لکثیر من التعلم إنه مجرد تمرين أكثر منه 
تجربة . الشيء البهیج في الریاضیات هو إيجاد شيء جدید ‏ واننی اعتقد أن الحاسوب 
یجعل ذلك مکنا. 

أحد الأفكار الأساسية هی استخدام مولد الأرقام العشوائية لتکوین مصفوفات 
عشوائية . هناء لا تزال النظرية في طفولتها تتطور بسرعة (مدفوعة بصورة جزئية 
بمسائل خاصة في العلم) . القیم الذاتية وقدر الحاور والضاریب. أو الحددات أو 
كذلك الشذود وقابلية العکس في الحالة ۰0-1 کل ذلك یودی الى مسائل مهمة . سنشیر 
لبعض ما يمكن أن يسأل عنه . يمكنك أن تفکر بغیرها . نوقشت الأعداد العشوائية في 
ص ۷۰۲ . 

الفكرة الثانية هي بناء مصفوفات في تموذج معين یسمح لحجمها بالنمو بینما 
یبقی ادخالها سهلا . ينتج نموذج رئيسي من فروق محدودة» کتقریبات لمعادلات 
تفاضلية . بتصغیر طول اخطوة ۰۸ تزداد مرتبة الصفو فة - لکن الصفوفة تبقی متناثرة 
وسهلة الانقیاد. يدور کثیر من حسابات السائل العلمية حول هذه الصفوفات : 
خواصها. سلو كها عند تصاغر ۸ والافکار التعلقة بالحساب الفعال . 

تحوي بعض آفراد هذه الجموعة التي ذکرت من قريب » مصفوفات خاصة يكن 
تذکرها مباشرة . یتجنب ذلك مسألة الداخل . لکن جزء من الریاضیات يشترك في 
تقنين السألة . تکمل التجارب الواردة آدناه تلك التمارین . 


2 حاسوب لحل المعادلاات الخطية 7 


الصفوفات العشوائية 0-1( ) : 
۱-۱ أي جزء منها شاذ؟ ما تواتر مختلف الحددات؟ ماآکبر محددة ممكنة؟ 
ماأكبر محور (مع محورة جزئية) ولماذا تزداد معدلاتها مع 9 
۲-۱ ايجاد القيم الذاتية (قصر 4 على الحالة المتناظرة إذا كان النظام یتطلب 
ذلك» ثم تجزئتها إذا كان النظام یسمح بذلك) . ماأكبر قيمة ذاتية فى 
هذا النموذج ومامعدل القیم الذاتية الضخمة؟ . 
۳-۱ لاذا تتغير الا جوبة عندما يتحرك احتمال الوحدان مبتعدا من النصف؟ . 


ا مصفوفات والتجهات العشوائية ۰۸ ۱,۷۰۲ ۲ ) : 
نختار عناصر ‏ و ط بواسطة مولد الاعداد العشوائية من مجال للقیم ولیس فقط 0-1. 
تعدل إذا كان ذلك ضروریا بحیث یصبح التوسط (أو القيمة التوقعة أو العدل) صفرا . 
يوجد في كل جربة امكانان : 
( العمل مباشرة مع ۸ و 8 
(۲) الانطلاق من ۸و .2 الثابتین» واعتبار ۸و 8 تشويشا - تراقب ثابت 
تغيير المقياس © وتعمل مع ۸ع + .b, +cb, A,‏ 
هناك أسئلة مثيرة لم يجب بعد عنها تتعلق باحصائيات الحذف الغاوسی (عندما 
ینتج ۸ و 8 من تدوير آخطاء) . 
۱-۲ ماهو توزیع 4:4؟ باستخدام حذف بدون محوره» ييكنك» أيضاء أن 
تجد محددات الصفوفات اححزئية السار العلیا والحاور والضاریب . 
لكل ذلك فائدة كبيرة . 
۲-۲ ماهو طول معدل 7*0 ۸ = ×؟ . بالمقارنة ب رط ن 4= مت ماطول معدل 
رطع + , )7( + م 4) = + والخطأ × - ؟ 
۳-۲ افرض تناظر عل بحیث یکون لها(« + 2غ - من العناصر العشوائية 


Naf 


اخبر | خطی وتطبيقاته 


الستقلة وآوجد قیمها الذاتية . احسب أيضاً ()5 التي تساوي جزءاً 


من مجموعة القیم الذاتية التي تقع تحت ۱. ماتوزیع بي 2 لاذا تتغير 
مع ؟ سینزل بیان ۳ نحو الأسفل بعد العدید من التجارب . (هناك قانون 
«شبه دوري» قلیل من سمع به . تظهر ۴ مشابهة تکامل ۴ (*1- )۰ 
بعد تغيير المقياس ٠‏ وتقوم كثافة القیم الذاتية » بنصف دورة) . مامعدل 
وتوزیع (۰۸ + و ۸) ہے 2؟ 

انشیء مصفوفات عشوائيةمن النوع م × وانظر فى الحاور والحددات 
والقیم الذانية ل 4“ 4 - وهی الضمون کونها متناظرة وشبه معرفة 
ایجابیا . 


الشبکات ومصفو فات الورود العشوائية 1 بر 71 . 


إذا اعطينا ۸ عقدة و (م - “) 9 من الأضلاع التی يمكنها الربط شا : آدخل 


كل ضلع باحتمال م (ابدأ بياناً كاملا ب ۳-۱ لم ب << م) . ۸ هی مصموفة ورود 
يقابل كل سطر فيها واحدا من الأضلاع ال" (البند ۵-۲). تحوي 1- و 1+ في العمود 
القابل للعقدتين المرتبطتين بهذا الضلع . 8 هي مصفوفه الورود ا مختزلة » مشابهة ل4 
إلا أن عمودها ال ١‏ قد حذف . © مصفوفة التجاور من النوع ۷ ۰۰ حیث 1 = ره إذا 
كان بين العقدتين : , زضلع و 0 = زز» إذا كان خلاف ذلك . 


۱-۳ 


مااحتمال و جود شبکة مترابطة؟ يكون ل ۸ في هذه ا حالة» رتبة تساوي 
٠ 1‏ ۸. كيف یتغیر الاحتمال مع م ؟ 

ما القوة الأولى *© التي تکون موجبة كلياء بدون آصفار وما معنی » 
بدلالة الطرق الواصلة بين العقد؟ كيف تزداد »مع ۲7 

تقدر محددة 8 87 عدد الأشيار المتدة . كيف يتحول ذلك مع « و م؟ 


اطبع من أجل بیان صغیر (5 ,4 ,3 -م) : 


۳ 


۵ -۳ 


ا حاسوب لحل المعادلات الخطية ET‏ 


(]) اساسا للفضاء الصفري ل ۸ 

(ب) اساسا للفضاء الصفري * 2 

(ج) ۸ ۰« والرتبة م 

(د) ٨‏ "8 ومحددتها (عدد الاشجار المتدة) 

قارن النتائح بالبیان» بصورة خاصة. قارن الجزء (ب) بالعری . 

آوجد القیم الذاتية ل 8"8 و 6 - بصورة خاصة توزیع بي 2 وتوزیم 
العدد الشر طي عب لخر CSA‏ 

من أجل البیان الکامل ذي ال( - )١‏ 1 ضلعاًء ما هي 8"8 وما هي 
فیمها الذاتية؟ اطبع مصفوفتین من النوعین 3۰3و 4*4 ب 25« و ه 
4- على القطر - ووحدان سالبة في بقية الواضع . أوجد ناما ثم التحلیل 
* - هل تری فط الضاریب في .1؟ . 


الفرر وق الحدودة : ار ره + "بر - لكل 1 > ۶ > 0 


۱- 


4 


بفرض أن ۰-0 انشیء مصفوفة الفرق - الثاني القطرية بر ۰۸ حیث 
يقع على الاقطار 1,2-1 . حقق أن 1 + - ,460۸ واحسب ام ۸. يجب 
أن تکون عناصرها الواقعة فوق القطر من الشکل (زه - ۰6:1 آوجد 
العدد ۾ وابحث عن غط ما نحت القطر . 

حقق أن القیم الذاتية ل , 4 هی ۸/2 2 ز * «نه 4 = ر2 وأن التجهات 
الذاتية تظهر کجیوب - كما في التمرین ٠-٤-۷‏ . 

انشیء ثلاث مصفوفات فرق - آول مكنة : ,۴ تحوي وحدانا سالبة 
على القطر الرئيسي ووحدانا موجبة فوقه مباشرة» .”7 تحوي وحدانا على 
القطر الرئيسي ووحدانا سالبة حته مباشرة» وتحوي ( ۴+ ,۴) + = و8 
آنصافا فوق القطر وانصافا سالبه تحته . إن ذلك مسألة مهمة من مسائل 


۲ - 


ابر الخطى و تطبقانه 


الهندسة العمارية . لاحظ أن يه +۷ -. مقربة بم ۱+ ۸-۵ 
حبث ا هو طول الخطوة . 

حل ۰2۱+ ۰ - بفرض أن 0 = » عند الطرفین ۱,۰20 - «. 
(جرب * ۰ و + 2). [ُذا کان الامر مكنا ارسم الل 
الحقيقى من أجل 0,1,10 ۰ وقیم آخری . ثم حل 6 - نا , ۷ و 
© ح ۷ ۷ وع < نا, ۰۷ عندمایکون (1.1.....1) < م تنتج 
الصفوفات 7 عن الصفوفات الثلاث ۴. بفرض أن » کبیر» یکون حد 
الشتقة الاولی ۰ مهما : أي اختيار ل ۶ ترجح؟ إذا كان » صغيراً فما 
الا فضل؟ قارن دائما بالحل الصحیح »؟ 


هل یو جد نط فى ۸ أو "7 14 لكل من الصفوفات ر ۸ , _ 14 , , /۸؟ 


معادلة لا بلاس 0 = بر ۷ - بي ۷ - على وحدة مربعة . 
یو جد * : من الجاهیل داخل الربع» عندما یکون طول الخطوة (1 + 1/۸ = ۸ في 


اتجاهي »× :«. رقمها آولا على طول اخفض سطر ثم السطر الذي يليه 
وأخيرا السطر العلوي . آرقام الجاهیل الواقعة في القرنات السفلی 
الیسری و السفلی الیمنی والعلیا الیمنی هي على الترتیب 1 ,۸ ,*۸. 

آنشیء مصفوفتي الفرق - الثاني (1-,1.2-) ۸1 و ۷ (أفقية ورأسية) وهما 
من الرتبة * ۸. # تأخذ فروقاً في اتجاه +» على طول الأسطرء وستکون 
ثلاثية الاقطار - لکن الوحدان السالبة الواقعة فوق وتحت القطر ترتفع 
أو تنخفض عندما تنتهي الاسطر . ۷ تأخذ فروقا في اتجاه « إلا أن 
الوحدان السالبة تقع خارج الا قطار (كذلك بانخفاض أو ارتفاع) . 


آوجد الحددة والعکوس لصفوفة الفرق ذات التقاط - ا مخمس + ۷ .1 


أنظمة حاسوت لحل المعاد لات المخطية 


۵ .۷ 
هل يمكنك أن تلاحظ أغاطا عندما تزداد «۲ 
۲-۵ أوجد القیم الذاتية ل1 وقابلها مع و2 + ۸ مجموع قيمتين ذاتيتين 


لصفوفة الفرق - الثاني العادية ۸دات النوع ۷ (إن لها ۸ من القیم 
الذاتية قد اعطیت من قبل » لذاء فان هناك  *‏ مجموعا). هل کنك 
أن تربط الاعمدة الذاتية ل ۸ بالاعمدة الذاتية ل را . 

۳-۵ حل ۰-۶ ا1 حيث (1,1.....1) <» ذو طول يساوي * ۸. آولا» استخدم 
الحذف» لكى تحصل على اخواب الحقيقى. (يزداد عدد العملیات 
الحسابية مثل * من أجل هذه المصفوفة الحزامية» كما كان متوقعا فى 
البند ١-۷؟)‏ ثم استخدم طريقة التكرار الواردة في الفصل السابع - 
جاکوب » غاوس - سايدل و 8- وقارن تراجع الخطأ | , + - :ذاا بعد 
مخ التكرارات: خر بسا آي (0 هو الافضل في ۳۹01 

ارغب في تر کیب مصفوفات عشوائية مع مصفوفات فروق ۰۳ + ۰۸ حیث » 
مصفوفة قطرية بعناصر عشوائية . الا أن تلك منطقة جديدة» تماماء لم أتعرف يعد 

على أسئلتها الصحيحة . 


أنظمة من أجل 1 = 4 والتعويض التراجعي 


من أجل استخدام القارىء . نقدم جدولة فورتران ۲0۳۲۵ معراة من تحسيناتها 
ولكنها ستسمح بالتسلية بتجربة ط = ×4. الترجمة إلى لغة البيسيك ©8451 أو ۱/۱ 
سهلة . يحتوي الداخل ۰۸۷ مرتبة المصفرفة . وكذلك ۰۸۷۲ موجه البعد بين الأسطرء 
الذي هي حد أعلى ل ۸ . يخصص الحاسوب فرجات متفقا مع 2/01/14» بينما يكن ل 
أن تتغير كأنظمة مختلفة جرت معالجحتها . يكتب النظام فوق المصفوفة 4» خطوة 
خط 4+ بواسطة 8: فى اللوء الثلثی الاعلی وبواسطة #- وك ازء الثلفی الادنی 


ن اخبر الخطي وتطبیقاته 


الخالص . ذلك عوضا عن تخزين الأصفار التي تظهر عند الحذف» تخزن المضاريب 
(آو بالأحرى سالب الضاریب » سبب كونها £-1). يلاحظ أن الحذف لا یتطلب 
مكانا إضافا للمتاورة. إذا وجدت مبادلات سطرية فان أعمدة 1-1 تخضع إلى 
مبادلات لا يحلها إلا قارىء كثير الصبر . مهما كان الأمرء فانها قد فسرت بصورة 
صحيحة بنظام التعويض - التراجعی . (لقد وصفت ‏ كمصفوفة مثلثية 
دنياسيكولوجية . في الحالة التي يكون فيها قطر 4 مهيمنا بصورة كافية فلن يكون هناك 
محورة ويكون 11 = ۸). المركبة الأخيرة ل 1۳۷ تحوي 1 + تبعا لكون عدد البادلات 
زوجيا أو فردیا» ونجد المحددة من N(‏ ,۸ *...* (1 ,1) ۸ * 1۳۷۲ إذا كانت مساوية 
الصفر فاننا نتوقف . 

سنقدم الآن البرنامجين الفرعيين 28002317 و 501۷ وذلك لتحليل ۸ 
وإيجاد ×» ونموذجا من برنامج رئيسي يقرأ المعطيات» ويستدعي البرنامج الفرعي 
النتائج ويطبعها . 


ا 
SAMPLE PROGRAM FOR N EQUATIONS IN N UNKNOWNS‏ 
6 
INTEGER 1۳۱۲ (10)‏ 
(2)10, (10,10)ش REAL‏ 
NDIM = 0‏ 
0 
NDIM 15 UPPER ۳۲۲ ON THE ORDER N‏ 0 
N = 3‏ 
A(l,l) = 2.0‏ 
A(2, 1) = 4.0‏ 
() . نس = A(3,1)‏ 
1.0 = (1,2)هم 
0 = (2 ,3 ) ۸ 
1.0 = (3 م,1) ۸ 
0 .0 = (3 م 2 ) ار 
1.0 = (3 ,3) ۸ 


أنظمة حاسوب لحل العادلات الخطية 


WRITE (6,5) 011 , 17 

FORMAT (X,'NDIM = ۲,12, ۲" N = ۲,1] ام‎ --- A: ۲ ( 
WRITE (6,20) (A(I,J),J3=1,N) 

FORMAT (X,10F7. 3) 

WRITE (6,30) 

FORMAT (X) 


CALL DECOMP (NDIM,N,A, IPVT, DET) 


WRITE (6,35) 

FORMAT (X,'AFTER DECOMP: FACTORS OF A:') 
DO 40 I = 1,N 

WRITE (6,20) (A(1,J),J3=1,N) 

WRITE (6,45) DET 

FORMAT (X,'DET = ',211.5( 

WRITE (6, 30) 

IF (DET.EQ.0.0) STOP 


B(l) = 1.0 
B(2) = -2.0 
B(3) = 7.0 


DO 50 I = 1,N 

WRITE (6,60) I,B(1I) 

FORMAT (X,'B(',12,') =',F7.3) 
CALL SOLVE (NDIM,N,A,IPVT,B) 
DO 70 I = 1,N 


WRITE (6,80) I,B(I) 

FORMAT (X,'X(',I2,') =' F7.3) 
STOP 

END 


SUBROUTINE DECOMP (NDIM,N,A, IPVT, DET) 
INTEGER NDIM,N,IPVT (N) 

REAL A(NDIM,N) , DET 

REAL P,T 

INTEGER NMl,I,J,K,KP1,M 


INPUT A = COEFFICIENT MATRIX TO BE TRIANGULARI ZED 
OUTPUT A CONTAINS UPPER TRIANGULAR U AND 
PERMUTED VERSION OF STRICTLY LOWER TRIANGULAR 1-1. 
IN ABSENCE OF ROW EXCHANGES A = LU 


IPVT(K) = INDEX OF KTH PIVOT ROW, EXCEPT 
IPVT(N) = )-1( ** (NUMBER OF INTERCHANGES) 
DET = IPVT(N)* A(l,l)*...*A(N,N) 


DET = 1.0 
IPVT(N) = 1 
IF (N.EQ.1l) GO TO 70 
۱۲۳1 = N-] 


DO 60 K = 1 
1۳1 = K+] 


FIND PIVOT P 


10 
20 


30 


35 
4 0 


45 


50 
60 


70 
80 


) 35 5 )( )( )( 055 55 


۷.۷ 


ال حبر الخطي و تطبیقاته 


M = 2 

DO 10 I = ۳۳1 م‎ 

IF (ABS(A(I,K)).GT.ABS(A(M,KJ)) M = I 
IPVT(K) = M 

IF (M.NE.K) IPVT(N} = -IPVT(N) 

P = A(M,K) 

A(M,K) = A(K,E) 

A(K,K) = P 

DET = DET*P 

IF (P.EQ.0.0) GO TO 60 


COMPUTE MULTIPLIERS 


DO 30 I = 121 , ۷ 
A(I,K) = -A(I,K)/P 


INTERCHANGE AND ELIMINATE BY COLUMNS 


DO 50 J = 16421 ,1 

T = A(M,J3) 

A(M,J) = A(K,Û) 

A(K,J) = fT 

IF (T.EQ.0.0) GO TO 50 
DO 40 I = KP1,N 

A(I,J}) = A(TI,IJFA(I;K) 11 
CONTINUE 

CONTINUE 

CONTINUE 


DET = DET*A(N,N) *FLOAT (IPVT (N) ) 


RETURN 
END 


SUBROUTINE SOLVE (NDIM,N,A, IPVT,B) 
INTEGER ۳۵۳ ۶ ۲ , IPVT (N) 
REAL A(NDIM,N) , ۲ )1( 


NDIM IS UPPER BOUND ON THE ORDER N 

A CONTAINS FACTORS OBTAINED BY DECOMP 

B IS RIGHT HAND SIDE VECTOR 

IPVT IS PIVOT VECTOR OBTAINED BY DELOMP 
ON OUTPUT B CONTAINS SOLUTION X 


INTEGER NMl,K,KE,KPl,KMl,M,1I 
REAL 5 


FORWARD ELIMINATION 


0: 1( GO TO 30 


5 = B(M) 

۲ )۳( = E(K) 

B(K] = 8 

DO 10 I = ۳1 , 7 

3 11 = 84 1( +۸ )1 ,12( 5 


10 


20 
30 


4 0 
60 


لا 


10 


6۵ 3 3 


(3 13 


)( )( )( 4٩ )( C2 )( 


)3 ۲ )( 


أنظمة حاسوب لحل العادلات الخطية به /۷ 


BACK SUBSTITUTION 


OO 0 


DO 20 KB = 1,NMl 
11 = N-KB 
K = ۳1+ 1 
B(K) = B(K)/A(K,K) 
5 = -=B(K) 
DO 20 1 = 1,KMl 
20 B(I) = 21-1065 


30 B(l) = B(1)/A(1,1)} 


RETURN 
END 


مولد الأعداد العشوائية 

لا كانت التجارب القدمة آعلاه تحتاج إلى آعداد عشو ائية » فإننا سنضيف بعض 
الأسطر حول توليدها. كثير من الحواسب يحصل عليها مباشرة (على الأقل إذا آردنا 
توزیعا منتظما على الفترة من الصفر الى الواحد) . حالیا» یکن تکوین آعداد زائفة 
تأتي من طريقة حتمية ولكنهاء من أجل موضوع عملي» نظهر عشوائية . سطر واحد 
یکفی لکتابة طريقة مرضية من أجل دقة حسابية واحدية : 

mo = 0, mj = (2573m; . | + 13849)(mod 65536), رذ‎ = (6 

العدد 65536 هو '2 وستكون جميع الخطوات محسوبة بدقة (ستوجدء آلی 
بالجهاز 32). التعبير "065536" يعني أن زهو الباقى بعد قسمة 
(13849 + .رن 25733) على ذلك العدد . لذاء فإن ز× كسر يقع بين الصفر والواحد 
عندما قسم :+ على 2 - لقد تحركت النقطة الثنائية 16 موضعاً . 

توجد أيضا طريقة سهلة للانتقال من زوج من هذه الأعداد العشوائية الموزعة 
بانتظام (مثل × و «) إلى زوج من الأعداد العشوائية د الموزعة بصورة قياسية (یتحکم 
بها منحني غاوس الناقوسي - الشکل) . الخطوة الأولى تغيير التوزيع المنتظم الى الفترة 
من 1- إلى 1+ : افرض أن 22-1 «و 2-1 .z=‏ الشكل التالى هو * ج + * سد و. 
لذاء فان » ,” قد توزعا بمتوسط صفری وتباين يساوي الواحد ادا كان : 


اب ابر الخطي وتطبیقانه 


1 1 
7ع | مد و موق 








۱ 2= ۷ 
5 
هناك مر جع متاز هو ال جز الثانی من Donald Knuth’s series The Art of Computer‏ 
Programing‏ „ 
للاختيار عشو ائا بين الصفر والو احد باحتمالین مو م - 1 احسب التوزیع 
النتظم للمتغیر × كما ورد آعلاه واختر الصفر إذا كان + تحت م. 


أنظمة حاسوب لحل العادلات الخطية ۷۱ 
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حلول بعض التمارین المختارة 


الباب الأول 
WH =b, ۲-۲-۱‏ و Db, = b=‏ : 
ا لا؛ 3 مستقیمات من نقطة الأصل ;3,0,1 . 3-1 نم 
۸-۲-۱ واحدمن الحلول : 1,0-,3) ; 1-;0=1 1= )3( 1x eq (1)- 2 x eq )2(+1 xeq‏ 
۱۰۲-۱ 


2= ۱3 ,1 اسان 
Aa 7-3‏ 


ws 2 ۲-۲-۱‏ منود بان 
1 > سل ,2- ح ببر2 عبد 2 
2 کل 

٦-۳-١‏ 0 = » یتطلب مبادلة سطر ية » لكنه غير شاد ؛ 2- ۾ شاد (محور واحد. 
مالا نهاية من الحلول) 1 2-- ۾ شاد ( محور واحد لا تو جد حلول) : 

| 2 - ۱/3 مليون عملية ؛ 9000 ثانية فی © ۴ . 900ا نية فى 7/876 .6 
نوانی فى ۲۳۸۵۷ . 

۱۰-۳۰ 


ا حد الثانی هه + عط هو 4ط - عه - (كل + 6)(+) (ضرب واحد اضافی) . 


VI 


71 


۱ ۲-۳ ۱ 
عع 


۸-۵-۱ 


سد 


۱۲۵-۱ 


ا لحبر الخطي وتطبيقاته 


۳۳ ۲-۶-۱ 9u + 2۷ = 200,000,000 :10 + 8:-30,000,000 











] 1-۶-۱ . ضرباً‎ mn و‎ mnp 














يو جد البرنامج كل مركبة من ×4 بصورة منفصلة » مستخدماً سطرأمن 
4فی کل مرة. یوجد الثانی ×۸ کترکیب لأعمدة ۸ ۰ حاسبآعمودا فى 


کل مرة . 


ل × هذه یکون +8 هوالعمود الاول من 8 ر +(48) العمودالاول من ۸8 
(ABC), = 7‏ , مدر (AB)‏ 


۱ 
0 


:] 1 
12 1 | 438 


بت سس 


0 


ییا 89 غم 
تيا ي ۵ 
ساون إنيا ت 








هه ب 
دت 6 





بت ندا ات 
بت زرا كك 


1 
1 1 
1 1 


تس زم | نیا ها | دم 


= | عند 


HH 


(أ) لأنه قد استخدم سطر محورء أخذ من 17 ولم يؤخذمن» (ب) القاعدة 


و 
نحصل على المجهول © + فى - ۰1۸ بعملية واحدة يحتاج با این 
عمليتين وهکذا . المجموع الكلي هو 52/2 = 1(/2 + ) "= م+ ..... +1+2 


ينطلق الحذف الغاوسي من السطرالاسفل(آومن العمودالأول)؛ لا. 






























































۱/۱ ۵ 

ق 1 0 011 0 011 0 1 [ 1 10110 0 

OO 1 [‏ 1 0 || 4 1 ل() | | 1 0 1 ۱۱ 0 نا 1 

Û [‏ ) || 1- 4 لل || 1 ك3 2 4 3 ل || 1 0 0 | 

۱ 03 01١١1 2 [ 1 0 O ۱۱ 1 )( | 1 2 1 

0 01۱2 4 2 ۱۶۱11 0/0 ۲ ۱ 

0 1 0۱۱ 1 1 [ 2 4) [ || )( )0( ۱۱ 0 0 0 
۱ 0 0 ۱۷-۵۰-۱ 
1 1 0 
2 )( [ 








01١9-5-١‏ 4-هيودي إلى مبادلة سطرية ؛ 0 4= 10+ ط 3 يؤدي الى مصفوفة شاذة 
¢ 0= م يۆ دي ألو مبادلة سطر ية ؛ 3= يۆ دي إلى مصموفه شادة . 





























۱ 1. 2 
وعدا © cos © sin‏ بر A‏ : 2 | - مه .| 3 zs‏ 
sin 6 cos ©‏ - 7 لخد اس اد 
2 2 
1 1 3 | 
و 1[ 1- 4 2 4 0 0 ۲ 
0 | |= ف 1 ات 1:۸2 1 لاس 
46 0 8 و Û ۱ a‏ 1 
4 4 
۷-٦-1‏ 1 ۲ ۵ ۱۱-۰ 1۸2 ۷/32 
FAN 1۵ ۰3/2 ۱۱1 0 |‏ 0 











۹-۱ آفرض أن السطر الثالث من ۸ هو (4,6,.4) » لايوجد حل. 
0,a + 3b = 040 + 8b = 1‏ = 20 ج ] - ۸۸ 














0 0 0 - | 0 0 0 ۳ 
3 1 00 ۱ =P 0 لا‎ | 
1 
عد .© فقن‎ 24 3 0 = 2 ۳ E ¢ 0 0 0 ۱ ۱ 
1 Û0 ۲ 0 ۱ EO 3 تبج - نم‎ 0 1 7 - ۱ ۰-۱-۱ 
2 0 ۱۰ 2 3 1 0 0 - 4# 
I Û Û Û | 4 4 4 


١ 1-1-1 


= 


5-1-1 


ا 
8-1-۲ 


اخبر اخطي وتطبیقانه 


)1( , )2( , (5) 


: ۱ ۱ = ۸ خذ ;۸14 = ۸۲)۸۲(۲ = ۲( ۸) ۸۵۲۰ = ۲اه = م۲( مه 


5 


E 9‏ وات 
| | - 10.474 5 


5 10 





AA“ | 


(a) n(n+1)/2 (b) (n-1)/2 

(]) معکوس مصفوفة مثلثية دنیا (علیا) تبفی مثلثية دنیا (علیا). ضر ب 
مثلئیتین دنیاوین (علیاوین) يعطي مصفوفة مثلثية دني (عليا) . 

(ب) القطران الرئیسیان لي با با و 0,07 2 مطابقان لا یتعلق 
ب (1 و (/ على الترتيب . ولا لابرط - وه يبآ م لذا یکون رما 1 . 
بمقارنة العناصر غير القطر ية في :2,1,1 = ر٥‏ را با نستتح آنهما 
قطر ات نا قابلة للعكيء ولاح لا ہے 1 د ر ارات پا 
































من با © مان ۱90۱99۵35 
1 وااهیتم مها مرن ۱0۱030۱010 3 
a - (b 1a)‏ 4 0011۳۴ 18 2 1:08 1 5 
۳ 0 16- 33 | 

- 16 33 ۰ 16 || 5 | > | * 

0 - 16 3 1/3 0 








[ 6/ 028,0۰0 )= وتا. رلا نا عوضاًعن القيم الحقيقية(1-,1,0) . 


الباب الثاني 
(a), (d), (e), )©‏ 
فضاء الصفقا ت من النوع 3× ۰.3 لانه هکن كتابة كل مصفوف کمجموع 
مصفوفة متنا ظرة مع مصفوفة مثلثية دنیا ؛ فضاء الصفوفات القطرية . 
20 2 + (2 + بر و ,2 فضاء جزئی من RESO‏ .. 


اس ار 





حلول بعضص التمارين المختارة 











۷۷ 

سبع نما ذج تحو ي الصفوفة التي جمیع عنا صرها آصفا ر . 
1 ۱ ۵ ۱ ۱ ۰ متغیران آساسیان «. «متغیران حران . 
LU‏ | 4 .۱ 
0 0 0 ۱0 1 0 ۱1 

AW - ۷ 2 | -[‏ 
ایشا ااما : ۱ هه | [- سس لداع | 
حل ۲ معدم 8 | 1 | هو ۳ 

۷ (0 ۱ 


BS ۱‏ ظ uwy $U=‏ اسماس متعغیرو ۷ حر ؟ الحل العام 9 0= +۸ هو 


( ,4,۷ - يراد × ۲ =D‏ ۸۷ متسق اداکان لات 0-20 ا لحل العام ل Ax =b‏ 


1 ۱ 0 0 
5 - 4w 0 0 42 ۲ 
= _ : = | . 
X 1 0 + ۷ 0 + 0 r شو‎ 
1 0 ۱ ۱ |] 0 











U | - 2۷ - 3 - 2 | - 3 
۶ | ۷ وت‎ | | + | 0 
el {4 8 0 2 














۷۱۸ اخبر الخطي وتطبیقاته 


۱۲-۲-۷ 











1 0 - 1 
0 1 - 2 
)( ) 00 


۷ 
۷ 
11 








1 
۱ 
0 


۲-۳-۲ () مستقلة (ب) مرتبطة (ج) مرتبطة . 





۲ لاع نعم ؛ 
+ ناروت + رع) جه () = رودا + ون ) ومع + زولا + )اج + زدطا + )رم 
وع + وع O0,‏ = وء + به ,0 ع جع + رع تت 0 < وم روء + وع) + ومازوع + (cı‏ 
ك- 0- ومع ومع € ب 0 - يعني أن ولا ودلا ۷۱۱ مستقلة . 
ا (1) محو ر ريقع في 487(ب) المستوي 7 «واقع في :8 ؛(ج ) 
الستوی 2 ۷ واقع في "1 ؛ (د) .R‏ 
۷-۳-۲ () ليس ۸۰-1 حل» لذا فا نه ليست قي الفضاء الجزئى (ب) 
التجهات (ب << أو بدونه) تو لد 8 . 


٠٠-۳-۲‏ قاعدة واحدة‌هي | ]| ۸۱/۶ ۶۱/8 1/؛ الصفوفة الدرجة 





تولدا لصفوفات المثلثية العلیا . 

۱۲-۳-۲ آفرض 1 ,0 ,0 ,0) = بود ....(1,0,0,0) = رم متجهات إحداثية . إذا 
كان 17 الستقیم الذي يحمل (1.2,3.4) » فانه لایقم أي واحد من « 
فی ۱۷ . 


“سق | () |ذا لم يكن هناك أسآس» يمكننا | ضافة متجهات مستقلة آخری 
تزيد عن عدد الابعاد/ الفروض ۲(۰) إذالم يكن هناك أساس» يمكننا 
حذف بعضها ویصبح الباقي آقل من عدد الابعاد/ الفروض . 

۷-۳-۲ اذا کان ۷ :۷2 و اشا ۷ و ود Ww,‏ , رس أساساً ل ۱۷ فانه لا کر 
لهذه التجهات الستة أن تکون مستقلة ویوجد ترکیب لها يساوي الصفر : 
Sev; + Saw; =0,‏ أو Sev - dw;‏ 


حلول بعض التمارین الختارة ۷۹ 
متجه واقع في کل من الفضاء ين الجزئين . 


:۷ 1 | و | 3 


۲ ع‎ ۲ 
جر عل‎ 1 )1 ( (Aa عج‎  )1 0, 0), (O, - 4, 1, 0), )0,0,0,1(: H(A (1 


(0. 1.4,0(: ره ی‎ =1, C20 (U10): 
كان‎ (U): (1.0,0,0), (0,-4,1,0) , 0,0,0,1( نا‎ ( : (0,1,40) : 
اس‎ U" (۰ O1 


۵-6-۲ ,هاس © ,9 02 2 و۸ Ab, =U,‏ 03 ع (وط .6,۰ ۸ = ۸8 
(8) 20 ج (إم 4 عط بر واقم ی ( )ار 
1-4-۲ ۸-6 قابل 
للحل ۸ rank A = rank‏ ىت ('4) 27 = (A)‏ يب be 7 (A)‏ 4+ 
۷-۲ () هه (o)‏ 002۲ <0 ۱۱۰-۲ 4 ظ 
۱ | 8 ۶۱ ]۱ 








نم عند عم 


E 
2 
| 3 | 


2 


سر 


۲- ۱۲-۵ ل 0 :4 حل غیرصفری ( ۸) جح ور > م سم هاش س 
R"¬4 A'y = f‏ غير قابل للحل لقيمة ما ل /. 
۵-۶-۲ ۱ د ۸ معکوس يميني | ؛ ۷ معکوس یساری 


ب | زیا مت | لی 
1۱ 
ب | دیا ل | نما 


تا | نیا سس | دی 


1 
۲ 
سح | درا ص آند؛ ل( | یی 


۵ ۰ 1/۸ ا 
l/a‏ 0 








ادا کان 0 +4 ء فإن د 7 کرم ب الطرقية 
۷۲ ۸ ۸ ليست بالضرورة قابلة للعک 


۲۰۸-6۲ () | 1 (ب) لیس مثل هذه المصفوفه : 1+173- (-۱)+۲ ۰ (ج) لیس 


Vs 


۳-۵-۲ 


الخبر ا خطي و تطبیقاته 


مثل هذه الصفوفة : لفضاء الأعمدة وفضاء الأسطر عدد الأبعاد ذاته . 
فى كل عمود» مجموع العنصرین الاولین يساوي الثالث .لدا فان کل 
تر کیب یحق وقد ووو - مد راك ود - روف زد عفد بط - وط رو 
)= وط - دم + رط > وط= ود - رد. هذا يعني أن مجموع فروق 
الطاقات حول عروة يساوى الصفر . 

مجموع عناصر كل سطر يساوي الصفر . لذا لكل تركيب الخا صة 
هذه نفسها؛ ورا + رز - برع + >y‏ د رأ م0 ع بغ ب fi +f‏ 
0= و + و + f‏ د و - ود - ود - ,ور - . يعني ذلك أن مجموع 
التيارات الداخلة من الخارج يساوي الصفر . 


4-0 1 م > ع ۲ و۳ |6 : 

۹ | ۹ | 1 ۱ سس 6 4 2 
CT FE - #6“‏ “م - 
دن FF‏ يح ی 3 - 


(CE FE E; FOC E, FEZ يق ف‎ FO; الحو ران ا‎ 





| ۱ 0 0 
) 0 1 8 
6ه‎ 1 4 | CLO; - ,0,1ز10(,)6‎ ۱۵0,00 - 1 
1 0 0 j 
N 8:1 1 


)ا < م6 + عط - Û0, b>‏ = وطع رل - و5 ,0 = وم - bı +b,‏ 


الباقرة مستمله ور شی اا لفضاءا لاسطر ۰ 


حلول بعض التمارين الختارة ۹ 





۱۷۱۱-۵-۲ 

۱ ۳ Û © = 1 6 0 ۱ 
| 1١ [|| ١: 8 
0 + 0 0 لله‎ 0 1 0 ۳ : 
û 6 ۶ 8 8 1 60 : 2 ِ 
۸ 32 ۷ 1 ۷ Os 20 ا‎ ۳ 
fal GG O 8 GC 0 1 
۲ 5 1 5 O 6 86 و‎ 3 
0 1 0۰۱ 0 0 0۵ ( J3 


6; 1;6; 6 1-5-1 

۱-۵-۲ )(0 = ولإ - و( + و( ,0 = ول - 02۲ = ول - ول - ۱ - (ب) بجمع 
العادلات الثلاث (ج) ۳ (د) إنها تقابل العروتين الستقلتین ۲,۸2۰ 
و ۲554 

٤-1-۲‏ فطع ناقص 


eg ۱۰۹ -"-۲ 





| ۱ 
۱ 2 2 عد کی ع برع RR‏ 
f ۱۱-1-۲۲‏ ۱ فا كت 
2 2 


جات 1 آفرض ۸۱۷ - ۷ و 2۸۵ .لا کان ۸ خطيافإن 


-[ ۱ 
4 و‎ A (ex + dy) =cu + dv لذا‎ . ۸ (cu + dı) =cAu + dAv = cx + ۱ 


خطیتان . بما أن التحوبلان يحققان 1= ۰۸۸ فان قاعدة الضرب تعنی 
أن المصفوفتين المقابلتين تحققان 1= ۸/۱۱۸۸ . 
0 0 ) | 57 از ف ق 
7 النقل المزدوج لمصفوفة يعطى المصفوفة ذاتها : 


0 0 ۱ Û ١-1-5 
0 1 0 Û 
000 | 





VY‏ الجن اخطن وتطبيقات 


۱ ۱ ۱ 
4 (x). q (x) عت 3 ء‎ | (cp (x) + dt )۴(۱ dx =c | 7 م‎ dx + 4| q (x) dx ١4-5 


8 تك 5 ع وچ 2 جلا لفهساءة ات gg‏ ق ۲ 
۱ 2 1 ۱ 1 ۱ 
2+ راوج + اساس لد 5 . 


الباب الثالث 

۲۷-۱۳ (0,0) و (1:1) :(1:2) و (1,۱) 
xy 0 ۳-۰۱-۳۴‏ دهع FE‏ درد دا = Ra)‏ 
س جمیع مضاعفات ,(0 ,1/۷2- OZ,‏ ( ۱۸/3 ۱۸/3۰ +۱۹3) :(2 - ,1 ,1) 

1N6, - 26۱‏ ,1۸/6). 
eW << 0 ۸۱۳‏ ۷۲ 2 ۲ 
FS) ۱‏ و 
۱1-1-1 ۱۵20 = ۸« ع هار 0 د در ۸ الامر الذي یناقض 0 # ۱ 
۱-۱-۲ ]ا طا= اماک رار ءاعد 0 گر رج د اد زر ب روم 
ا و التمم التعامد مو لد دب 0:107 ,0) ,(0 ,0 ,1 ,0) ,(0 ,0 ,0 ,1) . 
۲۰-۱-۳ انه یعتی أن أي متجه متعامدمع كل متجه متعامد مع 5 » واقع في؟ . 
۲۲-۱-۳ آساس واحد هو (۱,۱,۱,۱) . 





١-7-7‏ )ا( >y‏ 2( + (ب) "ردي جد کراادا| + ااا > اد + ءا 
اد اما > دک ادا + او ااعاا2 + اعا > روج . 


(10/3, 10/3, 10/3(: (5/9, 10/9, 10/9( ۳-۲-۳۴ 





1 ۱ 
(INn): um. ۱/۳ E 
۱ 
b= (1, sa Daj ماك‎ SB, ۷-۲-۳ 
2 _ aa aa _ ۵00 aa’ aa ص‎ ۹-۲-۴ 
كد عن ان‎ a e 
a ad a 0 0ن‎ 4 ۰ ۰ 1 0 


س 


۱۳-۲-۳ 


| ۱-۲-۳ 


باس | 


۵-۳-۳ 


حلول بعض التمارين المختارة ۷/۳۳ 





1 


بن متعامدين يعطى المتجه ذاته . السقط على مستقيم ثم على 


01 | 1 dn (1n 
مه لب له بت‎ 
۱1 | 

dû 7 i 


| أب 0 و 





1 
ب | = | نیا = | 6 
حت | ندا انم | تیا سمه | الى 
1 
= | س | يرا = | كن 


۱۸15 , ۱/2۷3 برع رآ وه) << ال (ب) لا‎ Fy" 3 Û) 
جب م-2م أو‎ (Px) بوم‎ = x P'Py 2 x P*y =x (Py), 0 ر‎ 


"0علی المستقيم ذاته ) 


6ع "ف قازة -,4) :402 O‏ 010-30 


- | ندا س اله" 
1 
ت | نب ۲۵ | نیا ۳۵ | ذما 








3 
1 

سم | دتا سم | تیا دا | ثرا 
برخ 





. 5 + )5/2(/: )7/2,6,17/2( 


۸-۲-۳ فضاء أعمدة 5 ؛ رتية # . 


مت 


كك 


E 


۸۲۸ =i ۸۲۲ - 0 0 


۱ 1 0 | 

3 3 3 

LEG "1 
۳ EKE 1103 DEED IED 
0 0 1 0 | 

1 1 0 ۱ 
e. E (0, 0, 0, 0 (ج)‎ 


. 61/35 - )36/35(/: )133/35, 95/35, 61/33, - 11/35( 


Ve 


و 


ع عي 


۱۹-۳-۳ 


۷ ۳۳ 


تیف ۲3 


۲۵-۳-۳ 


۱-۲ 


اخبر اخطي و تطبیقانه 
4P =]‏ + 4۳ رع 4۳*۶ مب زع ۷-2۳ 2 H*‏ . 


یوجد مثل 









































IC 14‏ 5 43 
هدا الستو ی (6) 3 |- | || 3 5 3 
۲ 26 2 || 11 3 5 
A AAT A‏ 
ab (2 |‏ ۱ 31 ا a a,‏ 
بش > كه پ ج 
ab‏ ۰ 2 وك ذه 4 a‏ ۰ 
(۱2/5) - 3/10 - . 
2 1[ 1 - ۲ 
0 | 2 :0 0 ۱ 
3- | ۳ . ۲ 1 
0 - 4 2 1 


(20 6 0,0 +0 -1 - ,م -©-3-,20 - © - 4 (ب) 0:: +2 -(ج) 
۸ فى فضاد الاعمدة ؛ «نفسه . 

(2/3 - ,1/3 ,2/3 - )؟ الجموع هو نفسه ؟ لا حط آن 3 4 AE As,‏ 
هى مساقط على ثلاثة إنجاهات متعامدة . مجموعها هو المسقط على 
الفضاء الكلى ويجب أن يكون الوحدة . 


(1 - 2: (۷ : 2:۱ ۱ -Auu + 4۲ uu = [O - 


ل 
ب | زا ب | یم مس اتف 
1 
5 سس ایس [نز سس لس نم 


1 
ب | دا س إزم سم دا = | فا 
1 
ب | یع مس | ټس اع بازع ف 
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| چب ۶ 


34 < پم .+ اوه + .;. ۲ 0۱۹۱ 


XI +... + مد‎ 


1 ۱۸/2 ۰ 2 
۱2 -1N2 


۷5 22 
0 23/2 


۱۲-۵۳ . 0g + د04‎ 


چ سس هه 








۱-۴ 
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۱۷ 


۱۸۳-۲ 


سوت ۲ 


سوب ۷۲۷ 


۲-6-۳ 


حلول بعص التمارين المختارة 




















7 1 0 0 ۱ 00 
1 1 ۱۱۷ ۵ 1 0 |ع | 1 1 0 
1 0 0 || 0 0 1 1 1 ! 
1 13 3 ۲ 
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aK‏ الى عي ات ۶ 1 ۱۳/2 13 |ع | 3 2۵ 
4 1/2 - 2/3 [ 3 ] 








. Fx - د وآن‎ x 2۳۱01 = 0 


ل © فراغ آعمدة ۸ ذاته » لا 0901 - كم رن "رودم 
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Sin xX 
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56 


× متعامدة مسبقا مع الدالتين الزوجيتين او + - ”*. لطرح مركبتها 


1 


في امجاه الدالة الفردية ۰ نحسب << 4۲ ۲ ۲ 


8 | 
X) = i =‏ اي كثيرة حدود لو جاندر التالية هی 
| - 


و 3 ۱ بو اقا و اه 
Xr x =x - >‏ ¥ ع ع 


OL ¥6 , 16 , 26 0۵ 123 „= 123, 123 ,- ۱3 ( ۲۷-۳‏ ,(0 بن , 1N‏ -, حابن 


۱-۵-۳ 


۲-۵-۳ 
۵-۵-۳ 


۷-۵-۳ 





0 0 0 تیم 
0 0 ۱6 0 04۱۱ 0 0 
0 ۱6 0 0 0040۱۱ 
6 0 0 0 00۱۱ 4 0 


1= 10+ 3 2 - 1/2 - ۵/3 ۸2( 
. عدد صحیح‎ ۸ cx = ) + UFR, 6 < 207 + ۰ 


. (1l, U, HU 


Y1 


| ۸-۵-۳ 


#سوت: ۱ 


و 1۲ - ۱ 2 ۲ 


توت ]۱ 


۱۳۵-۳ 


و 


اس 


۷-۳ 


و 


الخبر الخطي و تطبیقانه 


ا 1 علا + 


8 2 3 ۴ ۹ ۹۹ ٣ 1 3 501 تن ۱ ۲ ع : ۲ ب.: "وى‎ 8 EF 
ولا ىر ”نر + رن نزت رل ین بر ن ۲ ون ان اع رل بو ا نت و۲‎ SY ان‎ 7 





ب و8 ت اس 


Co =o + رل[‎ + f2 + ,وا > ,ع 4(و[‎ - f2 +۱۱ (۰+ 


fa if (4: fo = 0. f2‏ ۶+ ولا = e;‏ ,4( ول - و + [ - ولا < ده 


و حك بود ومع e‏ = مه ب =F‏ 0= زوجى ایضا . 


(أ) 7؛(ب) 2+ (ج) 13 . 


14 ۱ ۰ 412 11 
24 23 422 |42 
۰.۵ 435 43 ۱ 
سعة ( ۱۷+ 13=)۷ ۵ UB‏ ۷ ۲ , 
)0( 0 3 |1 11 
۱ ھب 0 م جد لا | . م 6 
۷ ۷بحو ۳ لصموفات 1 9 ؛ سعه 1۷ 6۱ ۷ < 7 
۰ ی | ود 23 0( 0 
(J (1 ۱ 44‏ 


, dim ۱۷ + W) + dim ۲ o W) = 20 = dimV + dim ۷ 
. ) ۷ المستقيم الما رمن (1.0,0) (لیس بحاجة أن يكون متعامدا مع‎ 
۲ > ۲۱ TW) 2 ۲ + Wa, رز‎ ¥3 © 17 Wı, Wa © ۷۲ ح-‎ ۷ - ۷5 = 


VOW 2101 > v |‏ € ۱۱ - وس 


2 ۷ ع 1۷ د ۷ 


A= 0 ,8B= 3‏ الفضاء الصفري ل ۲ | AB‏ لايحوي 


حلول بعضص التمارين المختارة VY‏ 


۱ ' افضاء أعمدة 48 غير محتوى فى الفضاء الصفري ل 8 

rank (AB) > rank (A), rank (A) > n, n<m جح‎ rank (AB) > m=» AB 1۱-1-1 
. شادة‎ 

۲-1-۳ 

ranrank (A + B) = dim ) 27 (A) + 2# )8 )) > dim .# (A) + dim. (B) = rank (A) + rank (B)) 

B5 ۱۳-۳‏ ۸ هم إل كح (8) 4 د A3 AAD‏ ف د )7 
فضاء الأسطر هوالتمم التعامد والرتبة هي عدد آبعاده - لذا سیکون 
ذلك ذاته من أجل 48 ,8 . 


1 =1 84 


0 
۱ 0 1 -1[ 10-1-۳ 














1 1 | 
0 1 1 
dim (U A V) = dim (U) + dim (WV) - dim (U A V) > dim (Un ۷ <6 11-1-1 
+6-8=4> )( dim (Un Yn W) = dim (Un V) + dim (W) - dim 
(UnVJuUW)3 dim UNV n W2 4 + 6 - 8 - 2< 0 
وكذلك -... ,۷ب - در‎ ye VOW ينيع + ... + برع برت‎ ۱۸۱-۳ 
ای‎ ۱ Foc FR AW (لها ل 6 يقد أن ع رجا‎ 
../ )0( بسبب وحدانية التركيب (*) » ۲ یعطی × واحدة فقط في‎ 


2 2 
xwW=— الت‎ 


, E 


2 2 
WI Fo. FW 


. )1.- 4« التسقیم الار من‎ : 5:11 ۲۱-١-۳ 


x =) 4 (RE) o-4, اد‎ ١ ني‎ 0 


5 | 
2 ۱ 21 2| 21 


اس ممم 


۷۳۸ این اخطلى وتطبيقاته 


al‏ ,۵-۸ ۱۱۷ ده 
(j ay‏ ! م 


Er 1 2 17‏ 2 
=( مر ۶ (ب) 2 = 8 لا ۷ 
0 ۱ : 1 


۲۶۳ و يث 8 تحوي تلك الأسطرالم وأصفارآفي بقية المواضع ٠‏ 


. 5 <5 » ;rank (A) > rank )8 ( + rank (C) S.4 +9 .)' =A- 8 


الباب الرابع 
det (A); )- 1(" det (A); (det )۸(( ۰.۶‏ "2 
۳-۲-۶ 5 ;20 
۱-۲-6 ()0(ب) ۱6 (ج)۱6 (د) ۱/۱6 (ھ)16 
۷-۲-۶ اضرب السطرالصفري ب2 . فیضرب ذلك 46۸ ب 2, لکن ۸ لم تتغير 
یودی ذلك إلى ۸-0 يعد 


)[1 - ml) tac - bc) ۸-۲-۶ 











ساسم 
0 ۱ 4 ۱ و 4 ۱ #8 i‏ 

a -‏ - م 6-۵ ۱-۱0 عم ۵ 6-6 2۱0 | م۵ b‏ | 

| دم ضرمم ۱ م م‎ a () 0 (c- (۷ -b) 


(6-عا(ه -عازه -5) . 


۱۲-۲-۶6 (أ)خطأ؛|! 082 2| det]‏ (ب) خطأ؛1 - -|! 9إنعل. 


det (AB) = det (A) det (B) = Û 
جمع کل عمود من ۸ إلى العمود الاو ل یعطی عمودا صفریا ا‎ ۱۳-۲ 6 


حلول بعض التمارين المختارة V۹‏ 


0= 40۸ .إذا کان مجموع کل سطر يساوي الو احد» فان مجموع كل 
سطرمن 1 - ۸4یساو ي الصفر أي : 


() ع ( ۲ - ل ) de4 =0 ۸ , det‏ ۰ لکن ±1 0= ۸ 161 . 


ب | زع س إن( 
= زيم = | ړا 


0: 01-۳ ۱-۲-۶ 


det (A) = ۱0, det(A ') = 1 125,222 ۱۵-۲۷6 


. أخذ المحددات يعطى (۳)۵۵۱()۵6۱6( -) = (2اعل)(© اءل)‎ ٠۷-۲-٤ 


û34 A43 ۱-۲-۶‏ ردق درق ؟ إنها زوحه ؛ | = det A‏ 

نی ان ۱ 2 + ۱ [ Û‏ ۱ ؛ 0 0 : 7 و | 5 

E Det |1| =1 ۲-۳-6‏ )عم 0۱۱2۱۵۸ 1 ]۵ )1 ۸ اعل 
Û 3‏ | 0 








۳-۳-۶ (۱)صح (۲) خطا (۳) خطأ . 

۱۳۲ )16 -= وود مر يعلد Day‏ 

۸-۳-۶ من القانون (7) »من المؤكد آن ۰ :© صفرمن أجل أى قيمة مکنة 
« .... ,». أو استناداً إلى (۲-۹۱-۳) ,4 = 2 + 2 > ۸ ۲۵0 

٩-۳-۶‏ بعملية سطرية على الصفوفات 4 × 4 نجعل .۸ فى مصفوفات مثلثية 


det 1 9 6 , 4 ورك , 4 ور‎ = det(A) det(D) : علوية‎ 


(A - 1) ۱۰-۳۶‏ كرو = , 069۸ :1 - - و شاعل :2 = و خاعل :3 - = det A,‏ 


(n + 277 - (ج)3(/3‎ | )1 + 1/21 ... + 1/7 Tel (ب)‎ (n - 1) ۲۱ ٩-۲ اب‎ 
| 8 ANF ۵۱. | لد‎ Al all 8| U A. « 
۴ 11 1 1 de ! | - ١ و امه ه‎ 1 e 


اا ست Alê‏ 0 [ ةذ اھ 5 ف أن . ىب أ كلد AB‏ 

dean):‏ = 5= | | ¢ ال | | -2 2 1] < ۸ آی en‏ = | | :0 عل 
dea):‏ - 0 - | 4 ۰ 1 [2 ۸-11 , | < ۸ أن ۸8 مصفو فة E‏ 
٩ ۳‏ 1 7 - و | اس ۳ 03 ۳ مصشو خی 


د 


. rank AB) > rank A) > م‎ 


2-8-5 
مر 


ساب ]| 


هت ۱۱*6 


تا ۱6 


ga 


و م۱۷ 


ابر الخطي وتطبیقانه 


العنصر (ز.:) من ,وء ۸ الذي هو العامل الرافق .:ز ۰۸ يساوي الصفر إذا 
كان[ < ١‏ و ۸ مثلئية عليا : 


لے 
| 
ت | حل 





يخ حل نينخ 








کون 4متناظرة > الصغيرة[1 هی منقول الصغيرة از 2۸ و 4. 
detM =x; (1)‏ (ب)انظر فى العمود ز من ۸۸1 «اندط = ×۸ . بقبه اچد 


۸ مهي أعمدة ۸ لذا ,8 = 414 

detA detM = detB; > x; = detB;/detA ) (ج‎ 

(أ) مسا حة متوازي الأضلاع هذا هي | 3 2].7.(ب) للمثلث 
۲ المسا حة ذاتها ؛ لقد أ زيح فقط عن نقطة الا صل . 


AC = CA > ۸0۸۵ ۲ = C > det A det(D - CA 'B) = det(A(D - 
CA 'B)) = det(AD- CB) 


() أعمدة ۸= ۸8 مضروبة بأعمدة 8. (ب) ۸8 هو مجموع 
الأعمدة مضروبة بأ لاسطر (مصفوفات من الرتبة الأولى) . 

عندما تضرب متبادلة بمتبادلة فردية فإ نها تغير نوعها . لذا فإنه» - “6 
زو جي . إذا كان ' » زوجياً فان على ' 55 أن يكون فردياً. لکن 
لك ”ھن زوجي . 

قویم هي جميع مصفوفات المبادلة لذا ستكون آخیرا واحدة منها 
فكررة. ادا کان ہے كق لان ري م 

اشفتادا الي القائتة 4123 120 2 5۱ > ۸ أو استنادا إلى 


Jel A = volume‏ “¢ ګل ۳ 0/5 < detA‏ . آو استنادا إلى الحاور مرن 


. det A > [1 26 2 2 4 ۸ 8 <> 6 


حلول بعض التمارین الختارة ۷۳۱ 


الباب الخامس 

















3 ۶-۱-۵ 








۷-۱-۵ 
ود = × ۸ دع ۸ = رج ×۸ دعم (17 () = >70 - )A۸‏ ج Ax =x‏ 
۸-۱-۵ اختر ۸=0 
٩-۱-۵‏ المعامل هو م2 + ... +2۱ + فى AD‏ اعل) الحد الذي یحوی عنصراً 
غيرقطري زه یستبعد كلا من ۸ - dji‏ و 2-,». لذا لايحوي مشل 
هذاالحد ' 2(۳-). يجب أن یأتی معامل ۲ 2(۳-) من القطرالرئيسي 


وهو : و۸ +4 ... + ZA‏ ووت + ... + 6۱ . 


۱۳۱-۵ = دی +64 < :اا وا 2 | عر 25 و A‏ 


1 : م 1 عد بط - 6 





۱۱۵ 02 0 یار 2 REDD‏ ؛(1 1 +1 OE, El‏ 0 ۸ 1 ع A‏ ۲2:۱۷ 
(1 و1 یا 2 IR = Cl,‏ 1 و1 با يواوه 

rank (A= 1,۸0 .... 0, “م‎ rank )6( - 2, 20 .... ,زيم‎ =n ۱۵۱-۵ 

۱۸-١-٥۵‏ الفضاء الصفری مولد ب ,ر٠‏ ۷2 + نا وان دير :۱۳۲ , «مستقللان 
(القيم الذاتية مختلفة )»ك ,« ليست في فضاء الأعمدة الولد ب 


8 7/1 9 2 


V۲‏ یی ای رید 


3 ۳ 1۱۱۶۱1 ۱۲ 
هه ۱ 2۲۱ ۱۱۱ || ز .]اه 
۶-۲-۵ كان لها القیم الذاتية الختلفة 1,2,7؛ (7 ,2 ,۱) هدنل = ۸ 

۵-۲-۵ لایکن تقطیر الصمو فتن :۸ و ۸۱ 


a = - [ (( "۲-۲-۵‏ أو ١‏ ك (ب) :0 = ۱۱۳۵060 المحددة - -۱ (ج) (3 - .8) . 


- 1 





2 011 1 
0 0۱0 2 








۸-۲-۵ (ا) "مع 2 جک س ' ۷ = یں باك (ب) بقبة بقیه القيم الذاتيةأصفار لآن 
[ - تت (A)‏ لب dim‏ , 
trace (A B) = trace (BA) = aq + bs + cr + dt > trace (AB - BA) < 0 3> AB - BA < ٩-۲-۵‏ 


مستحیل . 


. ۲۰۲۰۲ ١-5-6 


: 4 ۱۲۳۳-۲-۵ 








det A = det (SAS ') = det 5 det A det 5 ' = det A =A, ... ى3‎ ۱۲-۵ 


1 



































۱ Fo 
2 2 | 3 2 4 ۷و‎ 0 I00 | عم‎ 0. 
۴ A = , ۸ = 171 = : ۱ (۳-۲۵ 
7 1 3 و‎ ۴٣00 وو لا‎ 01 
3 || [ 0 2 |] اا‎ - ۱0۱ 
= 1 )- = - [ 
اپ 9 | ترا اا‎ 
ور - ۱۱ - ور‎ 
۱ FE 3 5 
Ok +2 ا‎ 2 Gk +1 A. ESS 1 | kel SA 3 ۳-۲-۵ 
ke | | 0 2 : 7 Uk 
۱ ۱ ۱ 3 13 ۱ 
GO, ۱1 ۱ 0 ۱ ۰ 2 || 2 ا تس‎ | 
Go| 7۱1 -2[ 0 C7 ۱ ندم و وی‎ 
3 3 3 


























۵-۳-۵ في اخالة الثابتة يموت الجميع :0 = 0,1١.‏ - 1,5 = بي 


حلول بعض التمارین الختارة 


۷۳۳ 
0 1 
6 2 
E E.‏ ا 
2 6 
ر 
3 4 
ا 0 + 2 = 2 ,(0.9) - 3)1 = 2,۷ = 3,2 = ل 
فحالس 4 ۱۲] > م بن > 0 
۱ 3 ۰ 2۱-۵ | 0 1۳ 1 0-0۵ ]_ 
لبن 1 ]= | | ۳( - ۵ 0 [- و |= 





2/7 ۱ | ۸ - 5 


(a - b)‏ کے 
a+ [|‏ -م [ a+‏ -م 





ا ا موس 
اوها وس ALA,‏ | 
[ + م -م [ + a‏ -م 
26 
[ + م-:م 1 : 
is‏ كص لف .ا 
(ج) | ر اج ب ذاکان ۱ > إم - م|؟ لا 
| + ن و 
f‏ 1 | 
نت۲۱ لا 0 إلى اھ کیا صا زر ای واه بذ 
1[ ۵ 1 ۱ 
2 1 


ب(1 1 ,2) (1 م1 - Dy = Û,‏ با -,0) ديع LTO)‏ ,2( 


E TELET 


1 
۲-۳-۵ ۱ مجموع مر کبات ۸ پساوی ×+ و + 2( مجموع کل عمود يساوي 
۱ ولم یضع شی) . مجموع مر کبات »2 يساوي (:+ + 2۵ + © 2. 

إذا کان 1 < 2 فانه يحب أن بكرن :+ + ,+ صفرا. 
۱۳-۳-۵ القیمتان الذاتیتان لد ۸+۸ هما: ۶ | لذا 2۷2 2۱| غير مستقرة؛ 
القیمتان الذاتیتان ل ۲ (0-۸ ها :1 لذا ۱۸/2 د || مستقرة . 


۷ 


۱ ۵-۳-۵ 


۱۱۷-۳۵ 


۱ ٩-۳-۵ 


رد و 


۱۱-۶-6۵ 


ابر الخطي وتطبیقانه 


القيم الذاتية الثالثة هي (:! + 1)' 10 ۱) لذاا < |۸| » مستقرة 
حيادباً؛ يقع هذا الحل على دائرة . 
6 در[ دع 8 aa‏ 


lû oF |‏ 005 آ 4_0 ظ 
2 05 وب دو اداد ع 8 ساق 


1 


سس تسم 


سم | حت دیا | حل 
سم | عد دا | لا 


مت ات دنا | حل 
= ۴ 








این 1 21 و ۲ (] _ ]بت :0 > ميق ,2 - ع يم 


2 + اج 
2 


2+ م 


= (1) ۷ . عندما © ج ع فان © + و 3 








(1 -ء) +۴۶۱ (... + !1/2 + 1) +1=... +۳۹2۱ + برع ام يدم - ثم 


= (+ 2 


Aa - | Ta-=- ١ At ۲‏ ا At‏ 
اخ کے اح الوح كك وى اع اكو ا ر هی ET GA‏ 


3 + ع4 











Hg = (ّ‏ © ب 
4 = [) +۲ 9 


“م | ]ا 2 بت مق : 
00 |= 2× 2= مه ( |= ×3 2 ۸*1 ؛ ير 


2 
| 





۳ = | ب |=» (ج) تقترب 





مسي قرة؛ (ب) | |00 + 
ال مج ۲/۱ ب 


۰۱ مستقرة حيادياً من أجل 1 > ۶ غیر مستقرة من أجل 1 < «. 4 


۱۳-۵ 


هس *ع 1 


۱۷-۶-6۵ 
۱ ٩-۶-۵ 


س 


۲-۵-۵ 


حلول بعض التمارین الختارة ۷/۳ 


غیر مستقرة من أجل 4 > ۰۱ مستقرة حیادیاعند4 < ۰4 مستقرة اداکانت 
(حقيقية من أجل 5 > + > 4 مستقرة إذا كانت 2 مركبة من أجل 5 < ۶. 
و مستقرة |ذاکانت ۸ حقيقية من آجل1 - > :۰ مستقرة ياديا عند 
۰۶-1 غير مستقرة من أجل 1 - < ؛. 

bu) - 04 > ۱۱۸۱ + )1(‏ = دا au,‏ + رلاه - = 15 DU,‏ - رديت ع | 10 


uu + ۷۰۸5 = نا‎ 





| )۸(| * =“ 0 





(ب) با آن م مصفوفة قائمة فان "اما * 


| 


(ج) ¥ + تن + قوم + آو 20 

( هلة هع م6 )6( = (O‏ 3= ونه ,1 د رن ر 9-- ویر ول داح ریا 
(a> COS 3f + P+ 518 31) X5‏ + 

Ax 2۳ +x أو‎ (A -AF-2 Dx =0 

قیمها الذاتية حقيقية جه0 < (*م + *م - ”۾ -)4 - ج 0 2اعل 4 - )trac(*‏ جب 
TB <‏ 3م 


4 ۱ 3 ۱ 
Ê‏ ف + ع6 - ۳ 


لك 3 ¬1 
۱ م 6 + م 6 - 7 
| ك 

۳ 


(۱) إنه حقيقی (۲) إنه على داثرة الوحدة (۳) إنه أيضاً على دائرة 
الوحدة . )٤(‏ إنه على أو خارج الداثرة التي نصف قطرها 2. 





x 3د‎ 1 xx =5, xy دح[ ,31+ 1 -ع‎ 25 - OS, ع وزع‎ ۱2 - OD: 


ادا = 1۸/5 - 1۱/۳ ,| ۳ دا ٩/50‏ 50 = | 


ز ,(2/ ¥3 + 1/2 ,:(1/2) + 2 ۷3 


۷۳۹ اخبر الخطي و تطبیقانه 


6-۵-۵ (9)4دور یر قن هرن د اسر قق ق [نها علی داثرة الوحدة. 


1 ۹ ۱ ۰ 1 ۲ 4 0 < ۸۲ اذاکان «مضاعفاً ل 





قاس قبسا (۱) ۵ - | 0 ۰ 


5 


اعمدة إلى , 


هذا التچه لیس متعامداً مع اخمده "قر ( اس ف بل مع 


= 
| 





۱۰-٥-٥‏ () 1/2 - 6 ,۸ ,1(2 +« (ب) العنا صر الثلاثة الواقعة على 
القطر حقيقية . للعناصر الثلاثة الواقعة فوق القطرست درجات 
حرية . العناصر الثلاثة الواقعة نحت القطر متساوية. لذافإن 
مجموع درجات الحرية للمصفوفة الهيرميتية يساوي 4 . من أجل 
لام وة اتال تد يت ةة اة 

در“ Im u, , Re u5, , Im u5, Re u3), Re u2, Im «|2, Re «22, Re‏ , ررمي Re‏ 
یظهر كذلك آذاکان ل "ا0۸ 9+3-12 درجة حرية لكن ثلاثاً منها قد 
استخدمت لضرب الأعمدة (متجهات ذاتية) بعامل إختيارى ٩‏ ام 


ود تحتفي من اححداء الثلانى ١‏ 


1/2 58 ۱۳/2 
IND j (2 


e SE 





0:2۸ =, Aر=-|‎ ۱۱۵-۵ 





۱/۳۷2 ۱ 0 
RIOT 


۳ 


۲ (<< 


mG | 
REL SSIS 1 2۳۷5 


۱/۳۷2 1 حرس‎ 
INS 5527 ۶ 


ای 











۱۳-۵-۵6 (1) إنها متعامدة مع کل و احد آخر . (ب) الفضاء الصفری مو لد بالتجه 
3 الفضاء الصفري الیساری مطابق للفضاء الصفری ؛ فضاء 
الااسطر مو لد ب ۷ 8 ۱۲ 6 فضاء الا عمدة هو فضاء الاسطر نفسه . (ج) 


وو 


ةم ۱ 


۱ ۸-۵-۵ 


۱٩-۵-6۵ 


۲ ۰-۵-۵ 


حلول بعض التمارین الختارة ۷۳۷ 


۷ + ددع ؟ لاه يکنا أن نضیف آي مضاعف ل ف إلى + . (د) 
0= 1۸ . (ه)2 ,1 ,0) S$ 'AS = diag‏ ;"$= و 

۸ قائمة قابلة للعکس» مبادلت قابلة للتقطیر؛ مارکوف . شاط 
هيرميتية » من الرتبة واحد. قابلة للتقطیر . القيم الذاتية له هي 
ZEF 4 EJ‏ القيم الذاتية ل ۶ هى 0,0,0,4 . 

عددآبعاد 5هو 1(/2 + ۸ لیس" . کل مصفوفة متناظرة ۸ تساوی 
ترکیب اسقاطاً » لکن هذه الاسقاطات تتغیر إذا تغيرت4 .لا يوجد 
آساس ل « من مصفو فات الاسقاط الثابتة . 

لحددة هی الجداء م2 ... ,۸ بالقيمة الطلقة 1= م۸ ... |21 
راو ۱ = det!‏ = ۱0۳[ = * العمل |) . للمصفوقة U = |i‏ ذات النوع 


5 _|acosO psinO|l= | .ل‎ SEE ورك‎ 
2 Ea a cos © اد رزةعامة‎ 


1 < 4]| - |= 6 - ۳ و 00-0 + ab‏ ۱ 
یکن أن یکون العمود الثالث ۸/6( :.2 - ,۰۱ مضروباً بأى عدد 
(حقيقى أو مرکب) ذي قيمة مطلقة تساوي الواحد . 


۸ 


5 1 
اب "و 
3 
ع + | "2م + 1 - 





lÎ ¢ ATA 
, تم‎ < = 


21 











1 
2 





| د‎ ۰3 )0 0 + CX | ۳ ) پر و‎ 5 + CA 3 
٥0 (1 (3 2 Cg نا‎ FCA + 
e 

C4 62 Co Cooly TCX FCA: TOCA 
Ca CEC; 0 Cg 32 زإيروخ‎ FC FCG 





=N ۲8۸-۷ ۲۸۲۸۸۸۷ = MN) ۲۸۸۸۸۸‏ © ؛ مصفوقة الو حدة . 


۸۸-۲۱-6۵ 


۱۰-۷۵ 


اخبر الخطي و تطبیقاته 
لهده امصفو فات القیمتان الذاتیتان۱ و-!با ثریساوی الصفر و محدده 


8 KOTIR tats 
FH تساوي‎ 


)ا( =D ) CD‏ © د20 - - هن (ب) إذا كانت .32 ....,,2 القیم 
الذاتية د٥‏ »فان ,2 - .... ,2 - هي القيم الذاتية ل - . إستنادا إلى 
(أ) » سيكون ل »و - القيم الذاتية ذاتها» لذا على ,2 .... .2 أن 
تق هر أزواججا بإقازة زاند - ناقص .(ج) 
CERD SARIS OR =A)‏ لت لزع DC‏ ح = نح 

العنصر (3,1) هو 6 51 ۷ + 6 ءه» ع» و يساوي الصفر عندما 


tan © < - م‎ / 6 


؟ .|= 


۷ دن + 1۷ < د ۷( وت جد ۱ + 0 (ma‏ + ر ۷( ون در 7# + 1 ۱ ۷71 = د ۷ جع + | CV‏ 


وج ۳ ۲ 


1 ۳۰ 9 


مصفو فته بالنسبة ل 1 3 الإو ۱ = 4 مصفو فة بالنسبهة ل 


۱ ۱ | ۱ ۱ ا‎ 1 a ٠ 
.۸ 2۱۱ ۱ ,A = MBM 8.افرض‎ = ٩ ٩۱ و ,۰۷ هي‎ ۷۰ 


ت ت لا 
22 


0 1 0Û 
Û0 Û 2 
0 )( 0 
و ا هی الصفر ؛ لد - ((ج)‎ x الثالثة . الشتقه الثالثة لكل من‎ 


0 = ۸ (ثلاثية) ؛ متجه ذاتی واحد فقط (0 ,0 ,1) . 


0٩:03 - (Î)‏ هى المصفوفة المشتقة 








۱ ۱ (ب)‎ D= 





ب ي ت 
تب 


۱ 6-1-۵ 


۱ ۵-۳-6 


۱ ۷-۳-۵ 


و 


1 1 


۲۳ "1-6۵ 
۲-1-۵ 


حلول بعض التمارین الختارة ۷۳۹ 


f -‏ متجه ذاتی ل :0/۸ يقابل القيمة الذاتية ۰۸ إذا كان 
(/ة - له (۶0 | فان إشتقاقالطرقينيعطي 
”= (عار و (۸۶6- (ائر إلا أن التکامل من 0 إلى × يعطي 
ce” - ۱( Af)‏ , 

القیم الذاتية هي 1( ثلاثية ) و1- . الصفوفات الذاتية هي 
[i FARES‏ 

(۱) 1= "ر ' )۱۸00۷ ن = "77 (۲)إذاکانت ۲ مثلثية وواحدية. فان 
عنا صرها القطرية (القيم الذاتية) ستكون ذوات قيم مطلقة تساوي 
الواحد. إذن جميع العناصرغير القطرية أ صفا ر لأن الاعمدة ليست 
متجهات و حده . 


| / 





|| = ار =x Nx‏ |إدا|؛ بفرض .ع - + نجد 


۱ column 1 = row 1 











010 0 1 0 ۱ ع ظ 
|iu=loo1|.r=loot‏ 7 ]ده W2‏ 2 | 
»INZ 1 GG 000‏ ۱/۷2 








القیم الذاتية 1 (2- 4 - 4۸ ۸ هي 0,0,0 . 

من آصفار القطرفي 2:1 - 7 7-21 01-21 نستنتج أن ()۳ جداء 
هذه المصفوفات يساوي الصفر . إذن ‏ 2«(0- ۸-2-1007 لذا 
0= 000۱ 2 :۶0-1۱۱1 لوط - A-A D(A = ADA‏ 


۲۷-٦-٥‏ للمصفو فة متجه ذاتی واحد فقط ‏ لذا قان شکل جوردان التعلق 


0 1 
0 1 


= 0 [ 


به ذو كتلة واحدة : 


E 


اخبر اخطی وتطبيقاته 


۲۸-7-۵ 0= ۲:۸ ۰۸۷ لذافإن المتبايكين الا عي تيد سهلنان + ۲:۸ - MJ,‏ 


ونيم 


9١5١-5-6 


ااب 


۵-۱-1 


یقتضی أن العمود الأول من ۸ يساوي الصفر. لذا لن تکون قابلة 


الس , 


۲ 3] د ننس + 
- 9 


| - 16 - 11 








5 |6 | تفر اس 
2 مع 4 





| ل كتلة من النوع 4×4 ؟, 1 كتلتان من النوع 3 3 و11 ؟ کتلتان من 
النوع 2 ×2 ؛, 7 ثلاث كتل من النوع 2 ع 2 + 1 | 4 و3 اربع کتل من 
النوع۱< 1 تساوي الصفر . لكل من , ل و , ل متجهان ذاتيان 


1 


: 
ac-b“ 2-2 - 4 -- 2> 0: f عن ع‎ + 2y) - 2y 


det(A- AD = 04 ۸7 - (a+ OA + را 0 - “5م ديق‎ = (a + ه‎ + 





2 ( 42 ۳ (م - ۵) ¥ - A, = (a +c)‏ 820/2 4 زع - ۷4۸ O‏ << ۸ و اضحه ‏ 
لأن 0 <2 لآن ط 4 +(ء-») < "(مبم) مکافتة ل ط <عبں 

مصفو فات المشتقة الثا نمة | 3 (نهاية صغری 4 ۰ ۹ ۳ ( نهاية 
Ibe 1‏ 0 0۱۱ 1 1 
est‏ (ب) | ۱ ۳ 2 9 ۳ 3 واد 


(د) لا توجد نهاية صغری . 


حلول بعض التمارين المختارة ۱ Y٤‏ 


۲-۱-1 لا ظ 


حل 
ل د | لب 





س ل 


aE 








[ = )| 
a 1 2 -‏ 
كه ايا 


لب اف 


هه 


زب د یود« یداع ag EOS f‏ برد ري 


7 2 ر 
(ح) 13۳3 2 ( 3۲ - دا + SKI “X3 =X)‏ ۳ 


۳ بر‎ , D = diag (Î, 1. - 72) و‎ ( 





اب نا هسم 





بج س ين 


| 
| - 
یه زب 
نت ۷ سار 5 عرفة اتخاتیا حت () < دی ,() << ۸۱ جه () حر .۱/۸ با حر 1/A,‏ ب 


7 لم معرفه ا انما , اسار قاس :0 > (2م ۵۰ - ۸ و 


1/detA > 0‏ = ۲ ۸ نعل , 
و ی 1۴ 1 = ۳ = ۸؛ معاملات الربعات هي المحا ورفي (/. 
بینما العاملات الواقعة داخل الربعات هى آعمدة /. 


ی + م) و ی 7 
| ۸۶+ ۶و (رج+ما و 


= 2م و سر ای ساب تب 





ت *ن + م *و< ررب 6 °+ ما + 0> 7زم - R ++ s7 - p1 # 0 > (s7‏ 

غير شادة . 
4 [1) هبج وراها 0 - »0 < 061۸ و “/a‏ أما ع و 9 ارس) 
Ibi? /a) |‏ + ۳ 2 


٠١-١-١‏ مصفوفة المشتقة الثانية هي [ 4 | »لذا ۴ لیس لها نهاية صفری 


قنك [1;1) . 


. f = رت‎ + )5 / ax, 





۲ #۷٩ 


سا ۱ 


== 


ال حبر الخنطي وتطبيقاته 


ادهو ”< (1(6-1 - (a‏ 
1<م؟ لاتوجد قيمة ل5 تجعل 8 معرفة إيجابياً . 
B‏ و € معرفتان ایجابیاً لمت كدلك 


det A = - 201 - 30* + 10‏ عند 2/3 عاط 


إذاكان ل ۸ قيم ذاتية .2 موجبة ‏ فان القیم الذاتية ل۸2 هي 27 والقیم 


الذاتية ل ۸۰ هی ,۱۸ وهی كلها موجبة أيضاً ؛ إستناداً إلى الاختبا ر 2 
و و تمع فتان ایجاییاً . 


إذاكان 0 < ۲۱۶ و 0< جه" × لكل 0 × فان 0 < عزه + ۲۸ 


الشر ط(1) . 


1 2ك أي | 1ع ] 
e1‏ 3 


ENS sa ۱ 3 "3 | ۱ 
R= فان‎ 
13 1+3 E RJ 


إذا کان 0 < عم "× لكل 0 ± × « فان 0 > x"CTACx = ډCx*)"A (Cx)‏ 








(» غير شاذة لد 0 عچ (CE‏ 


۱ 2 
۹ 





را اک رماع |x TRTRy|*‏ - 
(yT RRy) = x Ax)y Ay)‏ 
4 1,۸2 = ,2 » شبها محورين پذهبان إلى (! + ,0) و (£1,0) . 


1 1 حيث 4 و 8-1 . 


(1 /2 r 
ف‎ 7# 








3 
2 


+ û 








I 03 0 
اسطوانة‎ 





قيمة ذاتية صعر یه واحدة تسحب مجسم القطع الناقص 


۱۳-۷ 


لسع ] 


۱ ۵-۲-1 


سب 


سب ۱۷ 


5 - ۲ سر[ 


۱ ٩-۲-1 


دين 


حلول بعض التمارین الختارة ۷۰۳ 


لا نهائية 1 = ۷۶ ر۸ + 2,۷ على طول المحو ر الثالث ؛ قیمتان ذاتیتان 
صفر ينان تبقیان فقط الستوین :11/2 + - لا ؛ ثلاث قیم ذاتية صفرية 
کل 01 زو نك قیال). . 

(0)۱ > :۸" + لكل متجه «غیر صفري ۲(۰) جمیع القیم الذاتية ل ۸ 
حقق 0 > ,(0)۳(۰ > de142 < 0, de4;‏ ,0 > رك إعل )٤(‏ جمیع 
الحاور(دون تغییر ات سطرية) حمق 0 > ره . (۵) تو جد مصفوقة ۸ 
بأعمدة مستقلة حقق "عمد ۸ . 

إداكان العنصر القطري : صفراًء نفرض =٩:‏ × » فیکون0 = ×4" ×. أي 
من الستحیل أن تکون۸ معرفة سلبياً . 

8 معرفة إيجابياً. © معرفة سلبياً . ۸ و 2 غیرمعرفتین. یوجد حل 
حقيقي لأن الربع يأ خذقيماً سالبة » ويمكن تغيير مقیاس: لنحصل 
علی -۱ . 

ا و ۳ ج 

۰+ ,نع A‏ إذا كانت ۸ معرفة ایجابیاً فان0 < ,,۸. عندما 
تز داد ,ره فان رر شرره تزداد تما الا کوک لا تتغیر وهذا یودی إلى 
أن 4۰0۸ تز داد . 

زه = (السطر زمن ' ۸)(العمود زمن ۸) = مربع طول العمود رمن 
)deR( 8‏ = ماعل = ( حجم متوازي سطوح ۸) < جداء مربعات 
آطو ال اعمدة مرت ... موه ,ه < 1. 


1 a H نا‎ CT 
دشر در ج زر‎ + )۸( Ax = - x = 


x AMx + xX "M PA = - X 
. 0۵+ AR A مجه راز‎ ۸ =2 REA €0 


2 2 3 
(و8 + ود + | #) :(و2 - جع 3 + (وجع1 - ود - ماه . 


۳ 


VE 


كسم 


يم 


2-5-1 


موده 


.1 
شعن 


۸-۳-۲ 


۲۱-۳ 


۲۲-3 


احبر اخطی و تطسقانه 


۳ تا‎ Ad 


f‏ ما ٩۳۸‏ ]<۰۵۵6,۵) مد 00 ۶0 02 < ,ول 


٤‏ قيمة ذاتية واحدة موجبة وآخری سالبة لکن لصفوفة الو حدة قیمتان 


داتیتان موجبتان . 

E 

محاور 1 + - ۸ هي .5 ,2.5 لذا فإن إحدى القيم الذاتية سالبة وهذا 
یودي إلى آنل 4قيمة ذاتية آصغر من 12 

(ب) م > و +م لأنه لایکن و جوداکثرمن « متجها مستقلة عيطي . 

ranık CAC) > rank A, rank CAC) 2 rank Ey E TK 5 - 

„ rank A > rank CAC) = rankA 

ل عد دمن القيم الذاتية المو جبة يساوي 1 ۲ و مثلها من القیم الداتبة 
السالية E‏ 

"+ 


| 1ح 
له ج وو ۱ > ۱ ۱ - Û; Ho‏ = 


ار 


۷3 - ۱ [ 0 || 3 


1= 0ل 0 
؛ الكتلة الصغرى تصل حتى 1/3 رغم أن الكتلة الكبرى لايمكنها أن 
تتجاوز إنتقالها الأول وهو ۱ . 











. A, = 54,۸ = 24/5 ا‎ 8 - ۱ ۱ 


0 


| ا |4 |= 





۲ ۱ ۱ 3 1 9 
۱-۵-۱ 4 مر 2 = Ox‏ ۳ :4 - رب - “XX; +X‏ جرج ومع ۲ 


حلول بعض التمارین الختارة م ۷ 


4 - و2 + ود = 2۴/05 ,ود - و26 + عد - = و 2۳ . 

۲ ابت < 7۸:۲۵ 1 -. لان ۸ متناظرة ومعرفة إيجابيا . 

۳-۶-1 333-23 -ع 2-0-7 9307-3 ع جرع ان عرق رن زو ازع 02702 ı‏ لیس 
ل د۶ نهاية صغري (إجعل 55 + «) . |نها ترافق المصفوفة شبه العرفة 
ايجابياً | 8 ]. 

.۸ ۸۲ 2۸۵ إنهاء © إلى النهاية الصغرى يؤدى الى المعادلة النظامية‎ ٤-٤-٦ 

۵-4-1 ضع 1 .... .1) =× في نسبة رايلي (يصبح المقام #)عندئذل 
کڪ ره #مجموع جمیع و۸ i SA‏ 

۲-4-1 النهاية الصغري هیآ د ( 8 حیث 1 ,]) < ۶ . 

×")4 + 8(× لا کان 0 < 2۲2۲ کل متجه غير صفری * فانه يمكن ل‎ ۷-٤-٦ 


عم r‏ أن یکو ن آکبر من X AX‏ . 





دعم اذاکان 0( + م فان ن- 2۴ 4 > 1 
ادا كال 6,2 = عرق + ۸) و لحي ج- 5 إل + رق . 
2 ۳ 


۹-۴1 














4 عن ان‎ Be a 

A2(A + B) = mn, jmak,ins, ح‎ E + iia, HRs, 5 ۸۲ | ET 
3 3 ¥ 4 : سنن‎ 

۱2۵-1 بل > لكر ع 2۸ . 

. :د‎ )3-13(/4 ١٠١١-4-5 

AA +... .جک‎ SRO) SA, ۱۲-۵1 


En‏ زا 0< |© 5 یه mh,‏ = رز 0< mins, ROO‏ لكل 


j‏ ظ 
زكوهذًا یودی إلى آن 5 حوی متجها « حك یکون 0 < )م (ب) 


1 3 ۳۹ 1 ۲1 
ا لك ارج ( R‏ < )2 رج ۲ )2 ۲ 
J N‏ ¥ 





۶ )2( < ) 


۷۰۱ 


۱ 


لس و 
1-7 


اخبر اخطی و تطبیقانه 


۱ 1 
1 نی xX AX‏ 
ب دن حت A = min,‏ ,رمدي . 


/ 
xX MZ 111 1 





واحدة موجبه » واحدة سالبة و ۰-2 «صفر أ. 


0 ۳ 2 1 0 

b= |۰۸ 24-1 2-1‏ — 2 « م- رم 
LOU af 2‏ 1 
2 | ۱6 


ج ۽۷ 3 + ۷ 1 + رلا 3 زا عثل العقد 3 ,1 ,۱ ع يرع بيرع ۷ 
l6 l6‏ 16 4 + 


4 


3 


x 5 x‏ - ع بو تا - (1) (Dau‏ با رعرع "يرع 











4 ۱ 
3 = رج م- ۸۲ ,| ر و 1 7 ادم 
êl‏ 9 ] 
0:53 4 
> رگد هیر = ۷ 5 + ,۷ + - 2 الخطاالا كبر عند 
اس د اعسات م سك ۱ 
7 3 7 27 
= ار 
21/3 
2 5 8 اھ 
8 بت رد وار کسام | - 2 [ - اح و وو ع دود م 
١ 3 ۱ 5 9‏ 
1 1[ 1- 0 
3 





حلول بعض التمارین المختارة 


VEY 
1 
۱ 
5 ۱ ۱ 3 0 
A د‎ | | ee | E =| ۷:۷ jax = 
(0 


0) 


نفسها . 0 
ثلث ۷ يعطى آصغر قیمة ذ 2 . 
! = /4,۸ = 4 1-12۰ هي آکبرمن القيمة الذاتية الحقيقية . 


ل 18 


1 = أنظر ١1١١-7-5‏ من أجل الباقى . 


6 تضرب المصفوفة الثلا ثية الأقطار 1,4,1. 
الباب السابع 


إذا كانت 0 قائمة فإن1 = || / ااه ااه = |۱۵ » لأن © تحافظ على 
الأطوال ؛ ادا !۵۱| من أجل كل ×. كذلك "0 قائمة ونظيمها 
يساوي 1- (0 )2 . 

متراجحة المثلث للمتجهات تعطي ||| + اعها| > اج + واا 
وعندما نقسم على ||| ونأخذ النهاية العظمي للنهاية الصغرى لكل 
حد» ستكون النتيجة هی متراجحة المثلث لنظيم المصفوفات . 

|| ۸۱| > ااعهها| استناداً إلى تعريف نظيم4 ولذايكون 
اما |/|| > || . نقسم على || ونأخذ النهاية العظمی للنهاية 


۷۰:۸ 


لا = 


فوا ا وت 


1-۲-۷ 


۷-۲-۷ 


۸-۲-۷ 


ال حبر الخطى وتطبيقاته 


الصغرني. جد الامر ذاته صحيحمن أجل العكس ؛ 
"تم || "ها ف "عه" وا یسرب قات ای جهن فد 
(AB) > c (A)c(B)‏ ء . 

5 = ,3 = الها :۱ > |۲ واا ؛ خذ | !]= ,×= هة ٠|,‏ ]= ودع و . 
بالتعریف || / || -۸|| »هم = ۸۱| اختر ×بحيث یکون القيمة الذاتية 
ا لخا صة في السوال ؛ عندئذ ||| |۸| = || ×4|| وتکون النسبة مساوية |۱2 
وهذا يؤدي إلى أن النهاية العظمی للنسبة تساوي على الأقل |« . 


۸۲۸ - ۱ ١ - ۸ - ۱00022 + 1 = 0 A, = 5001 + (5001 ۶ ورد‎ 


100 10001 

النظیم هو مربع الجذر وهو مطابق لا یتعلق ب || ۸ 

ل ۸۸۰ و ۸ 4 القیم الذاتية نفسها (حتی لو كانت ۸ شاذة 

و هي حالء نهائیتءفی التسمرین). فا مد 

( 4= )×4 4 2۸ زعم" ۸۸ > جد - ۲۸ ۸ وبمساوات القیم الذاتية 

العظمي ‏ نجد |[۸7|- | . 

جنا أن ۸2۸۲ و( ۲-۱ نذا نحد هناد ۱۸ و 
)|= ۱۱ ۵ . من التمرین السابق » للمنقول النظیم 


ذاته) . لذا فان “>((/)ه = (هاه . 


7 














۳ | 
- |] 


KEES اد اش ای سس 0 ب‎ 
بين 2 ( لان‎ )4 + B) > A max (A) + Ama, )8( A = ۱ 0 | 8- ۱ 1 


.2 a> )48( < ^ a» )4 (^ وكذلك › (8) ىم‎ )1<040 


٠١-۲-۷‏ إذاكان | !. | - عفن [1 ]= عه دوع ؟ إإإ / ۳ م۰ إن تلك 


بالقيمة الطلقة (ل تالاقصی المر كبتان 1+). 


ك 


T2 


يعدم 


بعرم 
پر 
۵-۳-۷ 


1-۳-۷ 


[4 - 3 
- 3 0 


۷-۳-۷ 




















حلول ر بعض التمارین الختارة ۷/۶۹ 
A A 0‏ یر ی 

m-ng) 6۱ القيم الدانية‎ B - 6 E 5 

صفراً). لذا فان القيم الذاتية ل2 کی 5 و | بر |أصفرا . 

(آ) نعم . (ر بيدا | ۱ - || E"‏ ۱6۱۱ ر دض 80 ا 
اا > اما اجا اا 

7 پوس ۲۶ ۳ ص وق © اک‎ HH 

۶ و‎ EFE OF ° FT - 1 

4 | كت ون | 34 = 42 ۳ = ,۷ .| إا = ۷۱ ؛ حيث التغيرء 











ع3 ا 
(< (۷- ودع > ۸ 2 (مر - Hx =x - (x‏ . لذا فان H(Hx) = Hy‏ 
( - بل ۲( - ۲) 
هی ۶1۲ = ۲ 
4= 3 * ]1 8 |_ 5 
4 ۷-4 )]-«و-ه 
Û [ -5 Û‏ 0 | 
2 0 4 1 
U AS 0 35 25‏ ۱ ل - 5 8 1 0 = 
1f‏ 12 ) 3 4 - 0 
35 2 5 3 
۱ اقب | 4 |1 9 ۲/۲ 3 2 
ا1 وين" ع A,‏ ۱ ۱ 1 ا 
3 اد ۱0 21/5 ۱۳1 ون ۱ 3 
© وم ۰ ) cos‏ 


sin ©‏ 0 ع يواد 


C(1 + 3 - 
- 3 6 


- ۱ د)‎ 0 1 cos 6 sin 9 











sin © () sin © دون‎ © 


. RO = 


Vo.‏ اخبر الخطي وتطبيقاته 


۸-۳-۷ 4قائمة آی 1= ۲ ,4= و 4= ۸0 من جدید. 

۹-۳ آفرض أن آم8 »= رع اق م0 ۵0) هوالتحلیل 410 الذی 
هو حتماصحیح |ذاکان ۱ -». بالإنشاء ,2۸,۵ ۸.۱ أو 
99 ... ,۵1۸9 ... زوك أو رونك ۸۰ بالضرب من الیمین 


ب (۲0/ + (R j‏ 35 واستخدام الق فين ل R= 0 ge‏ ؟ 


0 
بعدحذف ۰ 0 من الطرف الایسر» نحد النتيجة الطلوبة من أجل ۸۲۰ . 
i 1 8‏ 8 + 0 
eT‏ د ۶ ۲۱20 ن+م: ۱۷2 + po‏ 0 2( )0۱ 
ل 15 0 0 £ 0 


القيوالذاتية 0,0,12 84 حيث 23-2۷12 بي شامع 
lm 5 0‏ 
۲-۶-۷ د ژالعناصر > على طول القطرين المجاو رين للقطرالرئيسي» وأصفار 


Jx | =1 )5۱ 27/1, sin 3rh + 5۱0 7, ...) = (COSTA | فى بقیه المواقع ؛‎ 


#1 علقمع) = )... VAxy, = (2 - 2 coskRhK JX = 1 (sin 27۲1, sin 3krth + sin krh,‏ 
٤-٤‏ لايمكن للدائرة حول ::ت أن تصل إلى الصفرإذاكان نصف قطرها 
أصغر من |»| ؛ لذا ليس الصفر قيمة ذاتية ولا يكن لصفوفة قطرها 


(١ |‏ 
J = - 0 0‏ ؛ أنصاف الا قطار هي - و ,- - و , 


7 = |م 4 
5 


۲۵ | نی 
ب | فيه = | يخ ك 


5 


مراکز الدواثئر عند الصفر : لذا جميع 1 2 2 ۱ 


۷-۶-۷ 


2 ۸ 


۲-۱-۸ 


۱-۸ عا 


یف 


حلول بعض التمارين المختارة o۹‏ 











و a‏ وت ]0 2 - €0 | 1- 
(D + L) U =‏ ۲ ±= 0 و د ها + (] - 
ملاع مس( 6 0:۱ 2 2 , ب | 

الباب الثامن 


تقع القرنات في (0 ,6) ,(2 ,2) (6 ,0)؛ آنظر الشکل ٤-۸‏ . 

یکون «+ +«أصغرياً عند (2,2) بتكلفة 4: «+ ×3 أصغرى عند(6.0) 
بتكلفة 6 ؛ النهاية الصغری ل (- «هي ےد حیث 0 ع ,0 < 7 . 
تعطي القیود 10 -9 > (ر8 + ×3-)2 + (و5 + *3)2 ۰ أو 1 - > 31 آلأمرالذی 
یعارض 0 2 ۷ . 

خحد×و « متساویین وکبیرین جدا 

0 > « + × ,0 2 ,0 < + تقبل النقطة (0,0) فقط . 

الجموعء الملا ئمة مثلث متساوي الاضلاع واقع في 
الستکوی| ح 7 + + بير تقعفرناتها في 
:(1 ,0 ,0) ,(0 ,1 ,0) ,( 0 ,0 ,1) = 2 ۰ ,)+ تعطي القرنة الا خيرة القيمة 
العظمي3 : 

x < << 20,000: ۲ = 60,000 

خالا ك وة وها السا وال اة فوم كين 
التغیر الداخل و×» ليختصرالتكلفة . المتغيرالباقى سيكون + » لأن 1/ 2 


آصغرمن 4/1.بسپب وجود و۶ و ين فى الاساس» تعطی القیود 


Veo 


اة 


ا 


ی الب كي 


اخبر اخطي وتطبيقاته 


2 كه SDR,‏ بان وتصبح التكلفة عندئد 2 - = EK‏ 3 

عزل و× في القيد الثاني يعطي و« - 5×2 - ,»3 - 2 = و× بتعويض ذلك 
في دالة التكلفة وفي القيدالأول» تكون المسألة في القرنة الجديدة هي : 
إيجاد النهاية الصغرى ل ×+ 6 + ,4 + 2 - .لما كانت المعاملاات 
4,6,۲ مو جبة » فان النهاية الصغرى تظهر عندما يكون0 = ود = ×= × ؛ 
إننا من قبل فى القرنة الثلی . بقول آخراختبار التوقف 0 <(1 ,6 ,4) = , 
قد نجح. و-2 هي التكلفة الأصغرية . 

 +<]1 1‏ لذا القرنة أمثلية . 





ظ 8 Î‏ © ه 
۱ تج ا 1[ J)‏ 
el f 0‏ 


6 
6 


سم 


جا 





و 
بس 
1ت 








0 1 
1 ل 
0 0 





8" N PF 
"| يت و‎ 0| 





0 


ب 


لاع 3] - «لذا يدخل العمود الثاني من ۷ في الأساس ؛ هذا 
العمود هوءو|؟|-»او ۷۱ 8سالبة» لذا فإن الضلع 
لانهائى الطول والنهاية الصغرى للتكلفة هي «- . 

عند 5 |3 5 -] -+وعند 0 |! E‏ وعند .0 2 . 

)0 الزوج << ۷۷ ,() > ع غير سالب » إنه يحقق 6 < :۷ + Ax‏ وإنه 
آساسی لأن 0 - × تشارك د « مر کبة صمرية . (ب) المسألة الاضافة 
ائحة ال PT E‏ | سواط 





هو 3 = ,۷ ,لا = :2 < ,× ؛ متجهها الثالی هو 0 = Ww‏ 5 = 5" 
الأعلى من هذه النقطة یل يساوي الو احد ۱ 





حلول بعض التمارین الختارة ۷۳ 


۷-۲-۸ یصبح اختبار التوقف 0>: ؛ |ذافشل ذلك وکانت الرکبة هي الکبری 
فان هذا العمود من ۸۷ یدخل الا ساس ؛ القاعدة ۸ ج التي تتعلق 2 
الشجه الاساس » تبقی نفسها . 

۸-۲-۸ في قرنة» یصبح اثنان من القیود متساویتین وتتحقق الثلائة الباقية . لذا 
فان الق تشن هما 3= و*,3 = ,و0 = ود,12 = بع . التکلفة 9و 24 
لذا فان القرنة الأولى مثالية . 

Bau ÛY BEB alet] ١ وسكا‎ 

۱١-۲-۸‏ على + أن یزداد حتی 2= + حیث0 = ,۲ و 140 ,0,2 - ٭. نصل 
إلى النهاية الصغری 2 - - 2 - 4 1 x‏ بخطوة و احدة . 

۸ ۱۱۲ رح TTA‏ هرا هر PK =x‏ كن - عق , 

-s(POTPc= -sllPdl ® ۱۲-۲۸‏ دعم موی دعم sc‏ جمدم =P, PÎ‏ 2م 

۱۳-۲-۸ (أ)عند(0 ,0 ,3) -م یکون۱5 - 01 عند (0 ,3 ,0) =0 يكون 
2 = بداء؛ عند(3 ,0 ,0) = ۸ يكون24 = × '٥؛‏ لذاء'» تكون فى نهايتها 


بق ê‏ عفن وو 3 1 مدن و مه وگ e‏ 
الق قن تن 03707 ر لقو RES‏ ی ۳ ۳ : 


۱-۲-۸ عندما 0.42 = (0.98) - = :فان اخطوة تنتهی عند 


1,70 
0.02 


. y= 436. أو‎ 4.53y = 6 تصبح‎ ADA ADE ۱۵ 


ود أ 
= 2 .)002 ,1.70 ,1.28( . 





sPDc = (0.02,‏ دمع نز > 1.20 = 0.98/0.82 = و > (0.07 ,0.61 - ,0.82( = عم 
DX * = (0.03, 2.94, 0.02(‏ = “× > )0.92 ,1.73 
۱-۳-۸ انهاء ر11 + ره إلى الصغری ب 


۴ 


4 5 4 
= 2 ,= و ,3 - و ,2 = 2۱ :1 > 3y‏ ,1 5 ور + 2y,‏ ,0 2 و۲ ,0 2 yı‏ 


۷۹ 


۲-۱-۸ 


رت سدع 


۵-۳-۸ 


1-۳-۸ 


۷-۳-۸ 


ساسا 


۹-۳-۸ 


۱-۳-۸ 


ال حبر الخطى و تطبیقانه 


التكلفة < 6 , 

انهاء ,×3 إلى النهاية الصغری» ضمن الشروط 
1 = 1× ,3 = و0 - :1 < رع ,0 < x‏ التكلفة ۳ . 

الرافق ينهي 5 إلى نهايتهاالعظمى بء < ۸« . لذا فان ط= ×وء= « 
ملائمتان وتعطيان القيمة ذاتها للتكلفة في المسألة الأصليةوالمسألة 
الرافقة؛ إستناداً إلى ۸ و ويجب أن تكونا مثاليتين . إذاكان 0 > رط فان 
x‏ ا لمثالي قدتحول إلى (,,م cok OG eê‏ وا 

۰-0 ,[1] =« ,[1-]= 4 ليست ملائمة ؛ الرافقة تجعل في نهايته 
العظمی ب0 < رو0 > ر1 -» وهی غير محدودة . 

b= [O 1۱۳, 62۱-1 0 

إذا كان «کبیر آ جداً » فان ۵ < عه و0 < +؛ إذا كان 0= «فان» > ۸ر 
و0 < «. لذا فانهما آمثلان معا . 

لا كان ضبر- 3 = . فان ر و × آمثلان إستناداً إلى ۸ و . 

E 1 ۳‏ 117858-12 2 ] 1|< 4 بمتراجحة دقيقة فى 
المركةالتالتة ؛ لذافان على المركبة القالعة ل « آن تکون صفرا بصورة 
مشابهة [3 1 1 ۶6۰-۱1( 1 1 1 وان التراجحه الدقيقة 
جع 0 = ند . 

-]١ 0۱", ° =|1 ۵‏ "+ ب ”= 1= 55م. التراجحة الثانية فى كل 
من ط < ”×4 و > ۸« دقيقت لذا فان المركبة الثانيةلكل من "« و 
"تساوي الصفر . 

6- ×4 تعطي طر= ۸۸ سواء آکان 0 < « آم لا 4 > 4 یعطی 


نه > دمر لأن 0 > ×. بالقارنة ی > ۵ . 


ا 


۲-۳-۸ 


۱۳۳-۸ 


۱-۳-۸ 


۱ ۵-۳-۸ 


ارت نت ١‏ 
وكرت اساي 1 
۸- ۱۸-۲ 


فيسب 


حلول بعض التمارین الختارة ۷۵۵ 


()3 - 0 - 1,۸3 - 05 - × (ب) انه الربع الأول مقطوع 
برباعي الوجوه في القرنه (ج) إجعل ,« في نهایته العظمی بشرط 


Ps FE ربوك‎ STEAL هک‎ 

المستويات =٠‏ يه مائلة قلیلاً » لكن آول قرنة تلاقيها من المجموعة 
الملائمة هي السابقة نفسها . 

كما في البند (۰)۱-۸ المرافقة تنهي م 4إلى نهايتهاالعظمى شرط 
0 2 ,3 > م2 ,2 > 7. الحل هو 51.50 -م؛ سعرالظل للبروتين (ذلك 
هوسعره في اللحم في الحمية |المثالية). السعر الخفض للزبدة هو 
٩1.50 = 50 cen‏ - 92؛ إنه موجب والزيدة ليست من الحمية المثالية . 
تولدالاعمدة مخروطا واقعا بين الجزء الوجب من محو ر »× والستقیم 
= في الحالة الأولى اد ,1) عفر( وعد قیال : 


۱ 1 0 لب 2ه‎ ] E |1 QO O +1 0 8 |. 5 
0 1 0 1 | اعهلة | 06 0:1 0 1 0 | او‎ 
۱0 0 1 +< 0 2 + Û 0-1 


حذ |1 - 12 -:؛ عند ئذ 0 £ مرر,0 - مر . 

حل |1 - 1| کا عندئذ 6ت 0,۵ < ۸ . 

. ۱۸۲ > yb > 0 تعطی‎ Ax < تعطي 0 <2 ۸۲ م‎ yA < 0 

التدفق الاعظمي ۱۳ بالمقطع الأصغري الفا صل بين العقدة " عن بقية 
العقّد . 

التدفق الأعظمي ۸ بالقطع الا صغري الذي یفصل العقد 4-۱ عن العقد 
وس 


بزيادة السعة فى الأنابيب من العقدة 4 إلى العقدة 1 أو من العقدة ٤‏ 


ق 


Yo 


سس 
۵-6-۸ 


سوه ۱ 


۱۱-2-۸ 


إلى العقدة ه ستحصل آکبر زيادة في التدفق الاعظمي . يزداد التدفق 
الأعظمى من 4-4 . 

أكبر تدفق من العقدة ١‏ إلى العقدة > هو۳. 

نفرض أن سعة جميع الأضلاع تساوي الواحد. عدد الأضلاع 
الاعظمي التي تفصله عن: هو التدفق الأعظمي . عدد الأضلاع 
الأصغري التي تفصل ءعن؛ هو التكلفة الأصغرية (لأن لكل ضلع سعة 
تساوي الواحد) . لذا النهاية العظمى للتدفق = النهاية الصغري للمقطع . 
مجموعه عظمى للزواج من ۸ هي 24 ,3-2, 2-1 , 1-3 ؛ تكافؤ تام من 
اجل8 هو 5-1 , 4-3 , 2-4,3-5 , 1-2 . 

الأسطر 1,4,5 ؛ للمصفوفة الجزئية الناتجة عن الأسطر 1,4,5 والأعمدة 
5 فق 35 . 

يحتاج إلى أربعة مستقيمات . الزواجات ال تحتاج إلى ۸ من الوحدان 
الواقعة في أسطر و أعمدة مختلفة . يأخذ ۸ من المستقيمات لتغطية هذه 
الوحدان لذا يحتاج إلى» » من المستقيمات» على الاقل لتغطية جميع 
الو حدان . 

(أ) للمصفوفة ” 2 من الوحدان التى لايمكن تغطيتها بأقل من «مستقيماً 
لأن كل مستقيم یغطی تماماً واحدين . 


111 
(ب) ( : 
1 


لات ده ب 
ات دحت - 
د اس ات ت حم 





بتطلب ذلك» على الاقل» ثلائة مستقيمات لتغظية الوحدان التى 
عددها ۱۵ . 


الأمر واضح ه: 


فرع تب ۲ [ 


2-۸ 
۸د 


۱۵-2 -۸ 


| 1-6-۸ 


حلول بعض التمارین الختارة ۷۷ 


أقصر طریق من 5 إلى اهو ۱26-6 أو م13 . احدی آصغر الاشجار 
هى 1-2-4-3-5-6 . 

2 عه يذه‎ 862543 + 233 Fg ] رو روم‎ 2 A-6 

(أ) تنطلق الطريقة الجشعة ب من الاشجار الختلفة. فى کل خطوة 
تختار شجرة 1 وتضیف ضلع تكلفة أصغرية » . آفرض في خطوة ما 
أن الشجرات ٠‏ الموجودة (بمافي ذلك7 )ما كانت جزء من شجرة متدة 
أصغرية 5 لکن الضلع الجديد » (الوارد علی1 ) لیس جزء من 5 . من 
لو كد أن على 5 أن تحوی ضلعاً آخر يصل عقدة من داخل 7 إلى عقدة 
خارجة عن 7 ؛ والا فان 5 ليست متدة . ومن المؤكد أن هذا الضلع"» 
لیس أقصر من» ‏ الذي كان الضلع الواردعلی ”7 ذا التكلفة الااصغرية. 
لذا عکننا حذف ' »من 5 وإبداله ب »دون زيادة فى الطول الكلى . 5هي 
ایضاً شجرة متدة آصغرية . (ب) لیس من الضروری ان يحوي الطریق 
الأكثرقصرا الضلع الأقصر ! آنظر ۲-4-۸ . 

(أ) الأسطر 1,3,5 (ب) الاعمدة 1,3,5( ج) الصفوفة الجزئية الناتجة عن 
الأسطر (1,3,5) والأعمدة ( 1,3,5) . (د) السطران 2,4 والعمودان2,4. 


5 0 
الشرط0 < 1 


x = 1; - 107‏ ,£ = بع أو ,ل - 1001 - ,غ10 = زر - 70)1 + ,ت10 - 
3 ۱ 


1 
11 


0 4 
9 الك | * 




















5 
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× یصمن ا ۳۲ باختيار العمود الثاني دائماً؛ يضمن خسارة لا نز يك 
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اخبر اخطی و تطستاته 


عن ۲ باختیار السظر الگول . لذا (0 1]- "رو "إا مآ "ی 
يكن ل× ضمان ربح ز» باختیارالعمود . » لأن ذلك أصغرعنصرفي 
هذا العمود. يمكن ۲1 أن یخسرما لايزيد عن زه با ختبار السطر ز ‏ لأن 
ذلك أكبرعنصرفي هذا السطر . فى التمرين السابق» كانت2 = »ره توازنا 
من هذا النوع» لكن إذا بادلنا بين 2 و4 الواقع تحته» فلن يوجد عنصر 
يظهر التقاطع « عندما.(ر- 2)1 + = (ر- 3)1 + ر آي ا = ۵0.۲ 
أعلى (أصغرقيمة عظمى) هی 2 

افضل خطة ل هی تر كيب لستقب لینتج مستقيم أفقي بارتفاع 
۰ ضامن تا هلاالبلم اھکیس کے 
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إذاكان( > ,= ,گا - ر .فان ۷سیخسر © مقابل آی خطة ل × ؛ 
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هذا التوازن بحل اللعبة . 

النهاية العظمي الداخلية هي الأكبر من ,۲ و د« ؛ نکثف كل +« على 
هذاالواحد . عندئذ» إنهاء هذا الشرط الکبیر ۱ = در + ١١‏ إلى النهاية 
الصعری > يعطي الجواب ل 

في (۰)5 ×4 "ر ك ×4ر دنس لأن النهاية الصغری على كل ر ليست 
أكبر من قيمة الحالة الخاصة *«ر؛ بصورة مشابهة من أجل 
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حلول بعض التمارين الختارة 4 م ١‏ 
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ا لحل العام (5 ,5- 1 ,1) = × ؛ الحل ذوالطول الأصغري(1 ,+,1) = *× 
(آ) بأعمدة مستقلة» فضاء لا سطر هو جمیم :4158 - ۸۲۸۷ واضح 
(ت)5' A47۸44")‏ واقع في فراغ الأسطر لسا" 4 باي متجه یقم 
فى هذا الفضاء؛ ۰۵2۸( ۸۸) مه ۸= ۸ ۸. 

=Q Q2 0:2۵ - 05, 0 - 0, 917 , 3' = ۵202‏ 0,۵ 2 ۸ 
۵ هو "1 مضروبا متجه ما لذایبقی في فضاء الأسطرل 
6 0۷ < 1 الم ضء الصفری ۸ . کذلك 
LAD‏ یا U‏ ( لا 4 AAAS =U LEU‏ 
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2۸۳ 0,22۱ 2 2۶۲۵۱ 0,2۶۳ - *(۸۸۲) ۰ السبب ذاته من 
أجل * ۸۸ :۸۳۸ و ۲۸ ۸ یسقطان على فضاء الأعمدة وفضاء الأسطر 
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كل مصفوفة ۸ مشابهة لمصفوفة جوردان ۰1-۸۱۸۸ واستناداً إلى 
الجزء (۱. ۲ -ع ارم ز (هدام مكونة كتلة فکتلة من تباديل القطر الثانوى 
مسد اس حالف صلی قن ک له راشای اة 
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Complete square 
Trace 
Coordinate 
Polar 
Statistics 
Stopping test 
Basıs 
Orthogonal 
standard 
Independence 
Linear 
Primal 
Exponential 


Pure 
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0000 شنت الم صطلحات 


آسعار الظل Shadow price‏ 
إسقاط ( مقط ) Projection‏ 
اشارة قيمة ذاتية Sign of eigenvalue‏ 
اشتقا ف Differentiation‏ 
أصغر قيمة عظمی Minimax‏ 
إضافي Complement‏ 
أعداد تخبلية Imaginary number‏ 
اعظمی Maxımal‏ 
افتصاد Economic‏ 
أمثل Optimal‏ 
أمثلية Optimality‏ 
انتساو Diffusion‏ 
انعکاس Reflection‏ 





بدیل Alternative‏ 
بر مجة فعاله Diynamic programming‏ 
خطية Linear‏ 
بان Graph‏ 





Trivial تافه‎ 
Variance تباین‎ 
Permutation تبدیل‎ 
Commutative تبديلي‎ 


Summation جمیع‎ 


۷ 

law 
ا‎ 

Triangular 

Reduced 

۱11۱82۱۱14۳ value 
Shift 
Iransformalion 

Lınear 

1( 
superposition 
Conjugate gradient 
Oscillation 
Regresslon 
Quadratic 
Degenaracy 
Combination 

of columns 

01 ۵5 
Tansor notation 
Isomorphism 
perturbation 
Back sbi 
Change of basis 

variables 


Intersections 


۷۹۵ 


ور 


بوریعی 


نوی (مرافق) 


¥2 


جداء 
داخلى 
عمود بسطر 


محاور 


جدر تربیعی 


ت لمصطلحات 








Diagonalization 
Diagonalizable 
Coast 
Reduced 
function 
Cosine 
Frequency 
(۵ | 1111 
) ۵ 


]1 11 


Dual 


Duality 


product 
Inner 
Column time rOW 
01 pIVOLS 
Table 
Square root 
Root ۷ 
] 1۲۲ sum 
Addıtıon of vectors 


Potential 


جوردان 


داخ - خارج 
دالة ذاتية 

دالة سقف 
درجه إختيار 
دوارة 


دورات 
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Jordan 





Elıminatlion 


Input-output 
Elgen functlon 
roof 
Degree of freedom 
Circulant 
Rotation 

Planê 
Almost perlodıc 
Unit circle 


Decarles 





Rayleigh 
01010113101 
Ritz 

(Quadralıc 

Interest 
Compound 


Rank 


فعلية Effective‏ 
و احد one‏ 
رمز Notation‏ 
رونسکان Wronskian‏ 





رمره Group‏ 
زمن كثيرة حدود Polynomial time‏ 
زيادة استر خاء Overrelaxation‏ 





سطرفی کل مرة 11 Row at a‏ 
سعه Capacity‏ 
سلسلة مصفو فات Chain of matrices‏ 
سيه الشروط 111-110 





Singular شاده‎ 
value 58 شمه‎ 
Network ۷ 
Iree شجر ه‎ 
Spanning تلق‎ 
Boundery condition شرط حدي‎ 
Jacobian form شکل جاکوبی‎ 


شکل حداء Product‏ 
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صعيرة Minor‏ 
صفر ية Nullity‏ 
صوره سطر Row picture‏ 
صوره عمود Column‏ 
صيغة أو لر Euler’s formula‏ 
جوردان Jordan‏ 
ضرب الکتل Block multiplication‏ 
صرب من الاو Premultıplicatıon‏ 
طاقة Energy‏ 
طريقة Method‏ 
الافر اد Simplex‏ 
جاكو 8 120001[ 
جشعه Greedy‏ 
العنصر الحدود Finite element‏ 
القوى Power‏ 
كا رما 8 کر Karmarker‏ 
وتن Newton‏ 





عامل مرافق Cofactor‏ 


عدد سر طئ Condition number‏ 
فو کوب ۰ Complex‏ 
مرافق Conjugate‏ 
عر وه Loop‏ 
عرض حرام Band width‏ 
عمدة Node‏ 
عمودفی کی مرة Column at a timê‏ 
عمودی Perpendicular‏ 





عاوس Gauss‏ 
حذف Elimination‏ 
غير تام Incomplete‏ 
متجانس Inhomogeneous‏ 
متسق Inconsistent‏ 
مستفر ۰۵ ۷ 
مستقل Dependent‏ 
معر ف Indefinite‏ 
عير معين Underdetermined‏ 





فا شل Breakdown‏ 
فاندر موند Vandermond‏ 
فر ق محدو د Fınıte difference‏ 
مصعو فه Matrix‏ 


Space "۳ 


۷١ 
Row 
Column 
Function 
Eıgenspace 
Nullspace 
Left 
Hilbert 
subspace 
Fundamental 
Orthogonal 
Frobenius 
Filipove 
Fortran 
(۲ 
Fibonacci 


Von Neumann 





solvable 
Ellipse 
(۱۱۵ 
Dıagonal 
Pure Power 
of matrix 
Constraint 


۱ 111 


قیمه داتبه Eıgenvalue‏ 
مکررة Repeated‏ 
صفر یه Zero‏ 





كتلة (مصفوفة) Block‏ 
أصفار of zeros‏ 
كثيرة حدود polynomial‏ 
ميزه CharacterıStHC‏ 

time ۱ رمن‎ 





أي متعير Invariant‏ 
لو جا ندر ۵ | 





ما دل Permutation‏ 
آسطر Row exchange‏ 
سيدأ النهاية الصغر ی principle‏ 81111111111111 
متجانس Homogenious‏ 
متحه Vector‏ 
دای Eıgenvector‏ 
معمم 0 ) 

و سحله unity‏ 
فضاء $pacê‏ 


متجهات دانبه متعامدة Orthogonal eigenvector‏ 


زفق 


Inequality 
Schwartz 
Triangular 

Taylor 65 
Fourrler 

Orthonorrnal 

Entering variable 
slack 
Leavıng 
Basıs 

Companion 

Orthogonal complement 

Mean 
(۰ 

Free ۱۵0۵ 

Determinant 

Jacobian 

Weıghted 

Axıs 

Principal 

Partial ۵ 

Cone 

Rangê 

Companion 

(transpose 


Least squares 


VV‏ نبت المصطلحات 


مرتبه Rank‏ 
مسافه Distance‏ 
ا Problem‏ 
حمبه Diet‏ 
الزو اج Marriage‏ 
القيم الذاتية المعممة Generalized eigenvalues‏ 
النقل - Transportation‏ 
مستهر stable‏ 
حادیا Neutrally‏ 
مستفیم Straight line‏ 
مستوی مركب Complex plan‏ 
مشابه Sirnilar‏ 
مصفو فه Matrix‏ 
انتقال Transportation‏ 
استهلا ك Consumption‏ 
اسما ط Projection‏ 
آسة Exponential‏ 
انعکاس Reflection‏ 
أولية Elementry‏ 
التغا بو Covariance‏ 
تناظر به Symmetric‏ 
تخالفة Skew‏ 
ثية الأقطار Tridiagonal‏ 
ثنائية القطرين Bidiagonal‏ 
جور دان Jordan‏ 
جزء یه - Submatrix‏ 


۴ 5 | ت 


۷۷۵ 
دو ارة - Circulant‏ 
دوران - Rotation‏ 
سبثه الشروط - ill-conditioned‏ 
شادة - Singular‏ 
شبه معر فه - Semidefinite‏ 
العوامل المرافقة - Cofactor‏ 
غير معرفة - 106110116 
قابلة للتقطير - Nondiagonalizable‏ 
سالبة Nonnegative‏ 
شاده Nonsingular‏ 
فر ف محدود Finite difference‏ 
و ريه Fourier‏ 
قابلة للتقطیر Diagonalizable‏ 
5 ينه Adjugate‏ 
قطر ية Diagonal‏ 
الکتل Mass‏ 
مارکوف Markov‏ 
مبادله Permutation‏ 
تب ل Triangular‏ 
دنا Lower‏ 
عليا Upper‏ 
مدر حه Echelon‏ 
مستطلة Rectangular‏ 
مشابهه ۱۱۵۲ 
معامللا ت Coefficient‏ 


معدومة القو ة Nilpotent‏ 


Positive definite 
Defective 
Precondıtıoner 
Rank 6 
Positive 
Normal 
۳1۷-۲۸ 
۳1۳1۳1210 
Unitary 
Incidence 
Inverse of 
Transpose of 
Submatrix 
Fundamental 
/ 610 
۱/9 
121312 5 
] (۱ ]] 6۲۳۵1۱۱۵۸۲ ۸ 
Heal 
Dıfference 
Wave 
Inverse 
of products 
Pseudoınverse 
of transpose 


Left 


ثبت المصطلحات 
بك الد VVV‏ 


یی Right‏ 
مفر ط التعیین ۵ ( ) 





ا ۳ 
TE:‏ القطر الطيفى spectral radius‏ 
نظرية ا ر قيمة عظمی Minimax theorem‏ 
الطيف Spectral‏ 
رمصلة سر جية 0۱ saddle‏ 
عُو دج نجل می Normal mode‏ 
نهاية صغری Minimum‏ 


Maxımurı عظمی‎ 





هاو سهو لد Householder‏ 
هیسنبر ع Hessenberge‏ 
هيسيا ل ۳11111 





وجود ۳۳۱۹ 
و حدانه 9 


ود یلک کنسه ل Wilkinson‏ 





بو لد Span‏ 


Young یویغ‎ 


۷۷۸ 


مصفوفة قرينة 


سلسلة مصفوفات 

تشبير الا ساس 
التغیر ات 

معادلة تميزة 

رقعة الشطرج 


دوارة 


انکلیزی - عربي 








Absolute value 
Addition of vectors 
Adjugate Matrix 
Arıthmetic mean 


Assoclativel aw 


Back - ۵ 
Band ۲ 

851 ۹5 
Bıdıagonal 

Block 

Block 2۵۵۸ 
Block multiplication 


Boundary 0 


Chain 01 matrices 
Change of 5 

of 5 
Characteristic equation 
Checkerboard 


CJırculant 


عامل ترافق 

مصفوفة العوامل الرافقة 
صوره عمود 

قشاه اض 

متجه عمو د 
تر کیب اعمدة 


انتقال 


إحداتي 
قرنه 
تمام اخیب 


تن 55 | ت 


۷۹ 


Cofactor 

matrıx 
Column picture 

space 

vector 
Combınaıson of 

Of row 
Commutative 
Commute 
Companion ۱ ۱ 
Complement 
Complete the square 
Complex conjugate 
Copmplex number 

plane 
Compound interst 
Condition number 
Cone 
Congruance 
Conjugate 

eradient 

transpose 
Constraind 
Coordinate 
) 0۲ 
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قيم ذاتية مختلفة 
بوريعى 


۱ || ار- 





Cost 

Cramer's rule 

) 1055-01 
matrix 


Cut 


Defective 
Degree of freedom 
Dependent 
Determinant 
lormula 
Diagonalizable 
Diagonalizatlon 
Dıaconaly ۳۸ 
Diet problem 
Difference equation 
(۱ ۵۱ 
Diffderentiation 
Diffusion 
Direct sum 
Discrete 
transform 
Distance 
] (1111101 ۵۲ 


Didtrıbuti ve 


ثبت الم صطلحات 


۷۸۱ 
Dual ننوی‎ 
Duality تلوية‎ 





Edge ضلع‎ 


رتبة فعلية Effective rank‏ 
داله ذانية Eigenfunction‏ 
قيمة دانبه Eigenvalue‏ 
مصفو فه matrix‏ 
مصعو فه أو لمة Elementry matrix‏ 
حذف Elimination‏ 
قطم ناقص Ellipse‏ 
مجسم Ellipsoid‏ 
متغیر داخل Entering variable‏ 
فيد مساو Equality constrainta|‏ 
توازن Equilibrim‏ 
خطأ Error‏ 
تج ا لاملا vector‏ 
صيعة آولیر ۵ ۱۵۲۰ E‏ 
تبدیل روچ 0 Even‏ 
وجود Exıstence‏ 
تين Exponential‏ 





Factorization حلیل‎ 


نحو يل فوريةالسر بع Fast Fourier transform‏ 


VAY 


الفرق الحدود 
مصفوفة 
ربقه العنصر الحدد 
مصفو فة النقاط الخمسة 


الفضاء ات الحزئية الأساسية 


مصفوفه فوریه 
متغیر ات حرة 
تواتر 
فروبينيوس 


لعب 

الحذف الغاوسي 

جل عنام 

ا الق الات اة 
مجه اتي محم 

بیان 

خوارزمیه جشعه 


رمره 


شرط هول 
معادلة ار ارة 


Feasible set 
Finite difference 

matrix 

۳۱۳۱۱۲۵ element method 
Five-point ۴ 
Fundarntental subspaces 
Fourier matrx 

matr1x 
Free variables 
Frequency 


Frobenius 





) 

Gaussian elimination 

Genral solution 

Generalized eigenvalue problem 
Generalized e1lgenvector 

Graph 

Greedy algorithm 


Group 





Halfspace 
Hall's condition 


Heat equation 





VAT 
Hermitian matrix مصمو فه هیر مه‎ 
Hessian سبال‎ 
Hilbert matrix مصفوفة هيلبرت‎ 
space فضاء‎ 
Homogeneous متجانس‎ 
Householder هاوسهولدر‎ 
Identity mayrix مصهوفة محايدة‎ 
Ill-conditioned سيئة الشر وط‎ 
Imaginary number عدد تخیلی‎ 
Incidence matrix مصعوفة ورو‎ 
Incomplete غير تام‎ 
غير مسق 1م1111‎ 
indefinite عبر معر ف‎ 
Infinitee-dimnenional عدد عير منته من الابعاد‎ 
of solutions الحلول‎ 
Inhomogeneous غير متجانس‎ 
Inner product جداء داخلی‎ 
Input - output داخل- حارج‎ 
Integration تکامل‎ 
Intersection تقاطع‎ 
Invariant ۳۳ 
Inverse معکو س‎ 
formula صغة‎ 


of product حداء‎ 


VAS‏ ہت الم صطاحات 


of transpose المنقول‎ 
Inverse power method یقه القو ی العكسية‎ 


Invertible ۳۴ قابل‎ 





طريقة جا کوبی Jakobı method‏ 
مجددةه Jacobian determinant‏ 
شکل جو ردان Jordan‏ 





Karmarkar كارماركر‎ 


نو اه Kernel‏ 





مضاریب لاغر ام Lagrange multiplier‏ 
قانون العطالة Low of inertia‏ 
مر بعات آصغر ره Least squares‏ 
متغير باق Leaving variable‏ 
معکو س یساری Left inverse‏ 
فضاء صفر ي nullspace‏ 
لو حاندر Legendre‏ 
تور کیب خطي Linear combination‏ 
استقللال indenpendence‏ 
بر مجه programming‏ 


حو يل translormation‏ 
عر وه Loop‏ 


دو ار 


VA 





Marrıage Problem 


Matrix 
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Band 

) ۷۱۸ 

) (۳10۰ 
Cofactor 
Consumption 
) ۵ 
Defective 
Diagonal 
Dıagonalizable 
Difference 
Echelon 
Elementry 
Exponential 
Finite difference 
Fourier 
Hessenberg 
Hilbert 
Indefîinitê 
InvertıblC 
Inverse 
Jordan 


Lower triangular 


۷۸3 ثبت المصطلحات 


مارکو ف Markov‏ 

کتل (آوزان) Mass‏ 

صرب Multıplıcatıon‏ 
صفرية(معدومة القوة) Nilpotent‏ 
غير قابلة للتقطير Nondiagonalizable‏ 
غير سالية nonnegative‏ 
غير شادة Nonsingular‏ 
نظامية Normal‏ 
مثيل Notation‏ 
فائمه Orthogonal‏ 
مبادلة Permutation‏ 
مو حبه Positive‏ 
معر فة انخایاً definite‏ 
إسفاط Projection‏ 
مستطيلة Rectangular‏ 
إنعكاس Reflection‏ 
دو رال Rotation‏ 
شبه معر فه Semidefinite‏ 
مشابهه Sımılar‏ 
شادة Singular‏ 
هيرميتية تخالمية Skew-Hermitian‏ 
تناظر يه تخالفية Skew-symmetric‏ 
تناظرية Symmetric‏ 
انتقال Transition‏ 
منقول Transpopse of‏ 
ثلاثية الأقطار Tridiagonal‏ 


Unintary واحدیه‎ 











VAY 
Mean متو سط‎ 
Minimax أصغر قمه عظمی‎ 
theorem نظر به‎ 
Minimum نهایه صعر ی‎ 
principle دا النهاية الصغرى‎ 
Minor صعيرة‎ 
Multiplier مصر وت‎ 
Negative definite ۳ معر ف‎ 
Network شبکهة‎ 
Neutraly stable مسكفر حيادياً‎ 
Newton's law فانون نيو تن‎ 
Method طريقة‎ 
Nontrivial غير تافه‎ 
Norm نظيم‎ 
Normal mode غو دج نظامي‎ 
Nullity صمر ية‎ 
Nullspace فضاء صقر ی‎ 
Odd permutation تبدیل زوحی‎ 
Operation عملية‎ 
Optimal أمثل‎ 


Orthogonal complement متمم عمودى‎ 


VAA‏ ثبت المصطلحات 





متجه داتى eigenvector‏ 
فضاء جرت متعامد subspace‏ 
تقو 2 Orthooanalization‏ 
متعامد نظامی Orthonormal‏ 
تيلب Oscillation‏ 
مقر ط التعيين Qerdetermined‏ 
زيادة إستر خاء Overrelaxation‏ 
موازی Parallel‏ 
متوازی السطوح Parallelepiped‏ 
متوازي الأضلاع Parallelogram‏ 
محورة جز ثيه Partial pivoting‏ 
حل خاص Particular solution‏ 
تبدیل(مبادلة) Permutation‏ 
عمودی Perpendicular‏ 
تشوبش Perturbation‏ 
محور Pivot‏ 
دوران مستوی Plane rotation‏ 
إحداثيات قطبية Polar coordinates‏ 
تحليل قطبي polar decomposition‏ 
زمن كثيرة حدود Polinomial time‏ 
معر ف اجام Positive definite‏ 
جهد potential‏ 
قو 5 مصمو فه power of matrix‏ 


یقه القوی method‏ 


ثبت المصطلحات 








۷۸۹۹ 
مكيف شقا preconditioner‏ 
قر لب ف الیساو Premultiplication‏ 
محور أساسى Principal axis‏ 
جداء(حاصل ر انس ] Product‏ 
محاور of pivots‏ 
اسقاط (مسقط) Progection‏ 
مصفو فة 1۳2117 
معکوس كاذب Pseudoinverse‏ 
أسى خالص Pure exponencial‏ 
قو ة خالصة Pure power‏ 
1 بيعي زر باعی ( Quadratic‏ 
مبکانيك الكم Quantum mechanic‏ 
مدی Kange‏ 
رنه Runk‏ 
و احد one‏ 
متغير متراخى Slack variable‏ 
قابل للحل Solvable‏ 
فضاء Space‏ 
یو لد ۹00 


Spanning tree شجرة ممتلة‎ 


۷۹ 


ترف قط العف 


Spectral radius 
theorem 
square rool 
stablê 
Standard basis 
Steady statê 
Stopping test 
Straight line 
Subspace 
Fundamental 
Intersection 
Orthognal 
Sum 
squares 
summation 


superpos1t1on 


Table 

Taylor series 

Tansor notation 
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ا 
Transportation probleme‏ 
Tree‏ 


Triangle ۷ 


نافه 


يوبغ 


تسف انمض ط اجات 














۷۹۱ 


Triangular Factorization 


Trivial 


Underdetermıned 

Uniqueness 

Unit circle 
vector 


Upper triangular 


Value 
Vandermonde 
(6 
Vector 

space 


Von Neumann 


Wave equation 
Weighted 
Wılkınson 


١ 


۹۲ 


فيمة ذاتية صفرية 


kl _ 


ا 
الس ت 


المصطلحا. 


نا 


Zero ei genvaluê 


Submatrix 





إتمام إلى مربع ۳۷۹ CEA‏ *۲ ۵2 
از ۳۲۳ ۳۱۹۵ ۳۷۱۵ ۲۸۲ ۶۱۲ 
إخداي ۱ 4 ۲۵۲ 
قطبی ۰۳۱6 ۲۸ : 
اعسات ۷۲4 ۲۱۷ اي نا 
اختبار التو قف ۵٩۹۷‏ 
اساس ۱۲۵ ۰ ۰46۷ 1۳+ ٩16‏ 
تائم ۱۹۹ 
ماو TE‏ 
ار ١١8‏ ۰ ۱۳۲ ۳۷۲۲۱ 
خط ۰۱۱۸ ۱۲۲ ۳۷۲۱۰ 
انس ۷۹8 
یر اي تفای .موقا فين 
کا ۳ ۳۹ 
أسعار الظل 5١6‏ ۰ 1۲۲ 
اسقاط (مسقط)۵ ۱۷ ۱۸۶۰ ۰ ۰۲۱۳ ۰۲۶۰ 
۳۸ ۰6 
اشارة قيمة ذاتية ۰۵۰۰ ۵۰۵ 
اشتقاق ۰۱۷۷ ۱۸۰ ۶۳ 


کنای المو ضوعات 


آصغر قيمة عظمی ۰۲۱۹ 1٤۷‏ ۰ ۰1۵۸ 
10۹ 

اضافی ۲۰۵ 

آعداد تخيلية ۰۲۹۹ ۲۷۷ 

اعظمی ۱۳۲۸ 

اقتصاد ۳۹ 

آمثل ۵۹۷ ۰۱۱۸۰۲۱۱۷ 1۷۰ 

أمغلية ۵۹۷ ۰۱۷ ۰۱۸ 1۷۰ 

اتتشار ۶۰۸ ۰ ۶۲۱ 

انعکاش۱ ۱۷ > ۱۸۵ ۲۰ ۲6۱۰ ۲۲۵ 


oO 





بدیل ۲۱۱ ۱۳۳۰ ۰ ۱ ٩۲‏ 
بر مجه فعاله ۱ 1۶ 

خطية ۰۵۸۸ ۵۸۲ 1۹۷۰ 
ان ۱۵۲ ۱۵۹ 





تافه ۱۱۸ 
تباین ۰۲۲ ۲۵۷ 


74٤‏ کشاف الو ضو عات 


تبدیل ۰۱۹۲ ۰۳۳۱ ۲۸ 
تبدیلی ۳۵۰۲۱ 
تجمیم ۰۲۸ ۰۰ ۱۹۹ 
سيبس ۳۲ 1 
قانون ۰۳۵ ۱۸۸ 
حلیل ۳ 44۰ ۰ ۰۲۸۳ ۷۰۵ 
مثلثی ۷ ع ۰۵۰ ۱۰۹ 
ل ۷ ۲۹۰ 6 ۳۰۶ 
القيمة الشاذة ۰۲۰۹ ۰۲۸۷ ۰۵۵7 
VO « TTF‏ 


حویر ۵۵۰ ۵۵۷ 

تحويل ۱۷ 
خطی ۱۷۵ ۰ ۱۸۰ ۰ ۷ 
منقطم ۲5۹ 

تداخل ۳۲۵ 

ندرج مشتق ۲۹ 

تذبذت ۳۹۰ ۰:۱۷ ۷۵ ۵۰۳۲ 

تراجم ۲۱۵ 

تربیعی ۲۱۲ + ۷۲ ع ۵۱6 

تردی ٥۹٩٤‏ 
ترکیب آعمدة ۰۲۸ ۷۶ 1۷ 
اسطر ۳۰ : ۳5 

مثيل تانسوری ۲۸ 

تشاکل(توافقی) ۲۹6 

وین ۸۲ 

تعویض تراجعی ۰۱۵ ۲۰ ۷۰۵ 

تشر الأساض ۱۸۷ ۱۳۷ 5۳ 
التغیرات ۶۵ ۵۰۳ 


TY تقاطع‎ 


تقطیر ۳۷۳ ۰ ۳۷ 


قابل / 2 للتقطير ۶ كبا ع "نع ع "٩۰‏ 


١9 تكلفة‎ 


مخمضة ٩۷‏ ۵ 
داله تكلفة ۰۵۷۹٩‏ ۲۳ 
جیب التمام ۲۱۵ ۰ ۰۲۱۹ ۲۲۰ 
توتر 47١‏ 
توازن ۱۷۱۸ ۰ ۵۱ 
توافق ۵۰۳ 
توزیعی ۳۵ 





تنوی رمر افق) ۲ TIE‏ 
تلو به ۲۱۵ 6 58 TOES TLC‏ 


5 
دا ۱۸5 ۲۹۹ ۳۲۱ 
داخلی ۰۳۸۰۲۷ ۰۱۹۹ ۰۲۲۰ ۳۰۱ 
و جارس کی WWE‏ 
محاور ۳۲۸ 
جدول ۶۳۹ ۰ ۶۱۱ 
جذر تربیعی ۰۲۸۳ ۰4۲ ۹۷ 
جذور الو حدة ۰۲۷۱ ۰۳۷۳ ۳۸ 
جمع مباشر ٠١5‏ 
متجهات ۸ 
حهد ۱۵۶ 
جوردان 40 ۰ £00 ۰11۰ ۸۱ 








خذف TY‏ و ها اع TEV‏ 





داله ذاتية ۶۱۱ 


دالة سقف ۲۲۷ 6۵ 


که آخعار ۱۱۰ ۱۲۲ ۸ ۶۲ 

دوارة 2*2 

دوران ۱۷۱ ۰ ۲6۶ ۰ ۰۳۷۷ 11۸ 
مستوی ۰41۳ ۵۵٩‏ 

دوری تقريبا ۲۰ + 

دائرة و حدة ۱ ۲/۸ ۶ 

٦ دیکارت‎ 





رايلي 
نسة ۵۱ ۰ ۰۵۲۲ ۵۲۹ ۵۵۲ 
ریتز ۲۵ ۵۳۳ 
رباع ۲۱۲ 4 ٤۷٦1‏ :۵۱2 
بح ۳۸ 
راكب ۲/6 
يكن ۱۱۳ ۰۱4۸۰ Ved‏ ۱۹۲ :۲۹ 
TTY CTA‏ 
فعلية 11۱۷ 
واحد ۱2۷ ۰ ۰۲۲۱۹ ۲۸۲ 
رمز ۲۸ 
رونسکیان ۵۵٩‏ 





زمره ۹ 
زمن كثيرة حدود 1 ° 
زيادة استرخاء 02515 011٠‏ 





9 
سطرفی کل مرة ۷ ۳۶ 
سعه ۲ ۲ 
سلسلة مصفو قات ۰۳۵۵ ۵۰٩‏ 
سيئة الشر وط ۰ ۵۳۷ 


۷۹۵ 


9 





شاذة 14:4¿ ۱ °" 
قيمة 0516٠ 0٤0‏ 
شبکة ۲۸۶ 
شسجرة ۱۵۸ 
دة ۱۵4 2۸4 ۷۶۱ 
شرط حدى ۰۷ ۸۵ 
هول ۱۳۸ ۰ 16۳ 
شکل جاکوبی 440 ۰ 551 ۰ ۷۰۳ 


شکل جداء 1١٠١‏ 


قي ۳۲۳۴ ۷۳۲۰ 
ضغرية ۱۳۷ ع 585 ۲۹۷۱ 
صورة سطر ٩‏ ۲۸ 
صورة عمود ۰٩‏ ۲۸ 
صيغة اولر ۱۵٩‏ 
جوردان ED‏ ع ۵۵ ۶۱ {Alc‏ 


ضرب الکتل 21 TEY‏ 
ضرب من الیسار ۴۵ 





9 


طاقة ۱۲ ۵ 

طريقة 
الإفراد ۵۸۱ ۰1۰۱۰۵۸۷ ۱۹۷ 
جاکوبی ۰۰۵۲ ۵1۶ ۰ ۷۰۱۲ 


جشعة 1۶۱ 


العنصر الحدود 5 ؟5 
القو ی ۸۸ ۵ ۲" ۵ 
کارمار کر ۰۵۷۷ ۵۸۱ ۰ ۲۰۳ 





0 


عامل مرافق 4 ۳۳ 
عدد شرطی ۵۳۲ ۰ ۵۳۸ ۰ ۰.۵۳۲ ۵۵ 
مر کب ۰۲۹۹ ۲۷۷ 
FT‏ ۳۵11۳1 
عروة ۱66 ۰ ۱۵۹ ۰ ۹۶۰ 
عرض حرام ۷۹ 
عقدة ۱۰۲ 


دود کا مر ۲۷ a‏ 


TTY ۰۵ ۹ عمودی‎ 


9 





غاوس 
دزف ۱۵ “م IV;‏ 
غير تام 9۷۳ 
متجانس ۱۱۰ 
مسق ۱۹ 4 ۱8۸۵ ۲۷۲۵ 
سر 25955 511 
مستقل TY . YA‏ 
معر ف ۰۸۱ 1٩۹۷‏ 


غير معين ۵ ه ۱ 





فاشل ١5‏ 
اتر ٩1۷‏ ۳۷۲ 
فرق محده د ۵ TVA‏ ۵۲ 


مصفو فة ۳۵ 


فضاء ٩۱‏ ع ۱۰۳۴ 
این ۱۳۶ 4 ۱۲۵ اولان اماع 
VT ¢ CET‏ 
ma‏ ۱۳۹ ۰ ۲۳ ۲:۵ 
دوال ۹۶ ۰ ۲۰۲۰ 
دای ۳۱۵ 
صفری ۰۱۰۱ ۰۱۱۰ ۰۱۳۷ ۳۹۶ 
سارف ۲۳۶ ۰ ۷8 
هیلبرت ۲۰ 
ی يا ييا OEE‏ 
أساسى ۱۳۶ ۰ 1۹6 
متعامد ١‏ ۲ ۵۵ ۶۶۲ 
فروبینیوس ۳۹۷ 
فيلبوف ۶۵۷ ۰ ۲۸۳ 
فورتران ۰۳۸ 1۹7 › ۷۰۵ 
فوریه ۲۱۹ ۰ ۰۲۷۷ 15 LA)‏ 
فيبو نانشی 1 ۲۲۳ ۰ ۳۸۲۱ ۰ ۳۹۹ ۰ 4*۸ 
فوا ت ۸۶ ۳۹۲ 





6 


قابل للحل ۹۸ ۰ 1605 Ty‏ ۷۲۳ 
فطع ناقص ۳۳ 

جسم QT e TL‏ ع 1۷ ۵ 
خالصة 
قو ة خالصة ۳۸۷ 

قو 5 مصفو فه ۳۷۹ ۰ ۰۰ ؟ 
عد ۸۲ ۵ 
مساواة ۵٩۰‏ 
قيمة اتب ة1 1 »› ۰۳۱۱ ۰۳۷۹ 1۸۷ 
4 5 

1۸۷۲ 2۵۷ ۰ 691 ۰ ۳۷۲ o 


صقر یه ۳۸ 


كشاف الو ضو عات 


ا 





كتلة (مصفوفة) 00۰ 

أصفار ۰۳۰۵ ۰۳۳۸ 1۳۸ 
كثيرة حدود ۱۷ 

۶ ۱۵ ۵ ۱ ۲ O 

زمن 1۰5 





لا متخ ۵۰۳ 
لوجاندر ۲۲۲ 





فا وله ۱۲ 6 ۱ ۶۳۱ ۲۸ 
أمظ gy‏ 6۰ 8۱6 ۳۱۸ ۳۳۷ 
مبداً التهاية الصغری ۵۱۲ 
تفاس ۱۶۱ ۱۱:۸ 
متجه 1 
داتی ۲۱۱ ۰ ۲۱۶ ۰ ۳۳۲ ۰ ۵6۸ 
بع AT «E‏ 
وحدة ۲۳ 
فضاء 
متجهات ذاتية متعامدة 
متر اجححة ۰۵۷۸ ٩۲۳‏ 
تایه ۲۱۵ 5 ۲۱۷ ۲۲۳ :۲۱۶ : 
۱ ع ۶ 
اللىت ۲۲۳ 6 01 
لاه تلور ۲۸۲ 
فوريه 521 ۰ ۲۵۸ 
متعامد نظامی ۲۰۱ ۰ ۲۶۳ ۰ ۰۲۷ ۲۵۵ ۰ 
3 


۱۱ ۲ 


۷۹۷ 


متراخحی ۰۵۸۲ ۵٩۰‏ 
باقی 9۹۲ 401 
اناس ۱:8 ۳ب 38 
مرافق ۳۷۲ 
متمم عمودي ۲۰۵ 
متو سط ۲6 ۲۵۱ 
جياض ۱۷ ۲ ۶ ۴۲۱ 
یو تا ج ۱:۹ ETT WHT‏ 
فیح ۸5 ۱ 6 ۷۲ ۲ 6 TIA‏ ۷ ۲ ۲ ۲۲ 
کاک ۲۳۹۵ ۶ ۲۳۱ 
یل ۲۹۹ ۰ 8 ٩:‏ 
شع ۱۹۷ ۰ ۳۲ 6 ۲۹6 
اا 8۳۳ 65۹۷6 ۳6۸ 
o Aas‏ افق ze‏ 
مخروط 1۲۵ 
مدی ۱۳۷ 
الق ۳۷۲ 
I‏ الى 3۳۱۰۳۲۱ 
مربعات أَصغرية ۰۲۲۲ ۰۲۲۹ ۳۰۱ ۰ 
۹ 0۰۲۲ 
مرتبة ۰۱۱۸۰۱۱۳ ۰۱۵۰ ۰۲۹۱۰۱۹۲ 
۸ 171۷ 
مسافة ۳۰۸ 
حمبهة ۰۵۸۲ ۲۱۶ 
الزواج 1۳۵ 
القیم الذاتية العممة 1۲6 ۰ ۰۵۰ 0:04 
النقل ۵۸۲ 1۶۱ 
م ۱ ۵ ۱ 1 6۱۱ OIA COT‏ 
115 
حیادیا ۲۰۹۲ + ۱۱ ۶ 
مستقيم 1 ۲۳ ۰ ۲۵۸۰ ۰ ۲۵۲ ۰ ۲۹۵ 


۷۹۸ کشاف الوضوعات 


مرج مر کب 

شاه 
انتقال ۷ ۳۲۰ 
استهلا ك ۲ ۳۷ 
اسقاط ۱۵ ۱۱۷۵ ۸ ۲ ۴۲۶۹ 4 
FTA‏ و 
أسبة ۰۰۵ ٩۸٩۹‏ 
انعکاس ۵ 52٠‏ ع ۲۱۷۷ 
اه ۳۰ 1۳ 18 
التغایر ۳۰۱ 
تناظر ية ۰1۸ ۰۲۵ 1۵۳ 
تخالفية ۰۳۰۸ 1۵۰ 
ثلاشة الاقطار ۷۵ 
ثنائية القطرین ۷۳ 
جوردان 660 ۰11105160 1۸۱ 
TAA‏ ۰۳۷ 8۸4 ۵۰۰ 
دوارة 666 
دوران ۱ ¢ ۱۸۳ > ۳۹۷ 
سيئة الشر وط ۸۰ ۵۳۷ 
شاده 5 ۱۷ 81 2 ۳۱۳ 
شبة معرقة 9۳۰ 
العوامل المرافقة ۳۶۰ 
غير معرفة ۰۸۱ ٤۹۷‏ 
غير قابلة للتقطیر ۰۳۹۲ ۰۳۷ 11 
TAI , 6‏ 
A O‏ 
شادة ۱۷ ۰ TE ۰۵۰۳ ۰۱٩۹‏ ۱۵۰ 
فرق محدود ۰۳۳۸۰۵۶ ۰۵۰ 
VT (oT‏ 
فوريه ۲۷۹ ۲۷۹۰ ۰ ۰۳۸ 856 ۰ 
e۷۹‏ 


قابلة للتقطی ۳۷۳ ۰ ۳۷۶ ۰ ۵۳ ۰ 
Tê . ۱‏ 
قرينة ۷۰۱ 
قطریه 29 4 1۰۰ 
الكت ۰۵۰7 ۵۳۰ 
هارکوف ۳۹۱۰۲۹ + ۰۰ 6 ۲۷ ؟ 
مبادلة ۰۵۱ ۰٩۱‏ ۳۱۸ 
Af 0۹ TIA‏ 
دنبا ٤٤‏ 
علا ٤۲‏ 
مدرحه ۱۰۷ > ۱۱۵ ع ۱۲۶ 
مستطلة ۲۸ 
مشابهة ۵ ؟ 
معاملات ۲۲۵ 
معدو مه القّوة ۷۱ 
معر فه إيجابيا ۰۷۳ ۲۸۸ ۰ ۷۷ ۰ GAY‏ 
معیب ۳۱ ۰ ۰۳۷ ۰۰1 1۵5 
مكيفة مسقا 1٤‏ ت 
من الر تبة واحد ۰۱۷ ۰۲۱۹ ۳۸۳ 
موحبهة ۳۹۷ 
نظامية ۳۵ ۰ ۶۵6 ۰ ۶۱۱ 
النقاط امس ۵۷۱ ۰ ۷۰۲ 
هر تة 2۳۵ 26۷ ۱۹؟ 
واحدیه ۳۵ ۰ ۶۱ ۰ ۵۳ 
الورود ۱۵۲ ۰ 1۳۳ ۰ ۷۰۱ 
معکوس ٤٤‏ ۰ ۵۸ 
تقو ۱۱ ۰ ۷۳۲۱ ۳۲۲۱ 
مصفو فة جزئية ۰۲۹۸ ۰۳۷ ۸1 ۵۰۰ 
ا 1۳5 بر E‏ 
صفریه ۰۳۰۵ ۳۳۸ 
مضروب ۱۵ ۰ ۰6 ۲۸۸ 
مضاریب لا غراج 1۲۷ 


معادلة تفا ضلية ۰۷۵ ۰۳۸۶ ۳۸۹ 
الحرارة 5١١‏ 








فرق ۰۷۵ 784 ۳۸۹ وعدم ۱5۴ 
موجه ۲۰ و حدانية ۱۶۳ 
معكويين EF‏ ¢ 95 ولک ۸۰ ۵6۳ 
معکوس جداء 1۰ 
كاذب ۰۲۳۱۰۲۰۹۰۱۷۵ ۱۷۳ 
۱۷ 
منقول 11 
يساري ۰۵۸ ۰۱۳۵ ۰۱۳ ۰۱۸۲ پولد ۱۲۶ 
VATE‏ يونغ 015 
لے 6۵۸ ۱۳ 1۷۹۰ 
مفرط التعیون 





نصف فضاء ۵۷۸ 
نصف القطر الطيفي ۱6 ۵ 
نظرية آصغفر ما عظمی 1۱۵ 
الطف ۳۲ ۰ ۵۳ 

نقطة سرجية ۰۸۱ 1٤٩۵‏ » 1۵۲ 

نمو دح نظا مي ۳۱۱ + ۲ ۷ 2 

نهاية صغری ۷۵ ۰ ٤۷۹‏ 


عظمی ۳۳۲۸ ۰ ۵۳ ۵ 





4229 


هاوسههو لد ر ۰ ۷۱ ۵ 


هیسنبرع ۰۳۰۲ ۰۵۵۳ ۵۵٩۹‏ 
هیسبان ۸۲ 





۱ / ۱ ۱ 8 
2 فنا 1 ۳ 
0 ۲ 3 9 


1 ب 1 


ش 5 1 





